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ExpOSé IX

FAISCEAUX CONSTRUCTIELES

COHOMOLOGIE D'UNE COURBE ALGEBRIGUE

par M., ARTIN

Sommaire

0. Intreduction

1. Le sorite des faisceaux de torsion

2. Feisceaux constructibles

3. Théories de Kummer et 4'Artin-Schreier
4. Cas d'une courbe algébrigue

5. Le méthode de la trace.

0. Introduction.
% 5 5 : 5 3
notera gu'é partir du présent exposé, contrairement aux eXposés pré-—

cédents et & 1la théorie cohomologique classique des espaces topologigues, nous
sommes obligés, pour la validité des énoncéds essentiels, de nous limiter sux
faisceaux de torsion (et souvent méme, plus précisément, aux faisceaux de torsion

premiers aux caractéristiques résiduelles),

Signalons qu'en fait une théorie "raisonneble" de la cchomologie &
coefficients entiers (ou méme réels), pour les variétés sur un corps algébrique-
ment clos de caractéristique p £ 0, anslogue & la théorie classigue pour le cas
k=€, n'existe pas (comme 1'a remarqué Serre)., Plus précisément, il n'existe pas
de foncteur contraveriant E1, défini disons sur la catégorie des schémas projec—
tifs lisses sur le corps K alg. clos de car, p > O , & valeurs dans la catégorie
des espaces vectoriels de dimension finie sur R (ou un sous—corps de IR )
"commutent sux produits”, i.e. tel que H (Xx¥)e=2 T'(X) x H1(Y}, et tel gue
dim Hl(x) =2 8i X est une courbe connexe de genre 1 . En effet, il
s'ensuivrait gque si X est une veridété abélienne sur k , 2lors 1l'application
ursu! ge End(X) dans End(H'(X)) est additive, donc une représentation de

l'anneau opposé de End(X). Mzis en caractéristigque p , il existe des rourbes




elliptiques X ayant comme anneauy 2! endomorphismes un ordre maximal A d'une

algebre de qusternions définie sur Z (EE] » P-198), et une tell 2lggbre n'a

i

évidemment pas de représentation dans un espace vectoriel de dimension 2 sur R

Puisque A @ F est un corps (1le corps des guaternions).
Z

1. Le sorite des faisceaux de tersion
S22SCeaUx de torsion

p

Seient T wun topos et F un faisceau ebélien sur T .
On peut multiplier per »n dans ¥ (n € Z un nombre entier), cette multipli-
cation étant induite par 1'cpération snalogue dans (Ab). Notons i s U
noyau de cette multiplication; donec nF(I) » Pour X € Ob T , est le groupe

des sections de F(X) dont 1'ordre divise n .

On désigne par IP 1'ensemble de tous les nombres premiers.
Définition 1.1. Soit p un ensemble de nombres premiers, On dit que F est

un faisceau de p-torsion, ol un p-faisceau, si le morphisme canonigue
=t _SESceal e ZMEELUT, o8 un

lim F —> 7 est bijectif |,

n

I parcourant l'ensemble des entiers tels que ass nCp, clest-i-dire, tels

que les nombres premiers divisant n soient dans p , Si p=1IF est l'en-

semble de tous les nombres premiers, on dit simplement que F est de torsion,

Propositien 1.2,

(i) F est de p-torsion si et seulement si F est le faiscesu asspcié &
un préfaiscesu & valeurs dans des groupes abdliens de r—torsion; on peut
prendre
P = lim(préf) F i
ass ncp
2
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F
(ii) Si F est de p-torsion et si X € Ob T est un objet quasi-compact ,

elors F(X) est un groupe ds p-torsion.

(iii) Si T est localement de type fini (VI 1.1 ), alors F est de
p-torsion si et seulement si F(X) est un groupe de p-torsion pour chague

X € 0t T gquasi-compact. Dans ce cas, on a

; L . q .
lim B (T/X; 1_;E'} s HYT/X; F)

ass nep

pour chague X guasi-compact et tout gq .

(iv) S8i u: T—»T" est us worphisme de topos et si F' est de p-torsion
sur T' , alors l'image inverse u¥F est un faisceau de p-torsion sur T .
(v) Si u:T—T" estun morphismede topos, avec T et T' localement de

-
type fini et uw quasi-compset , et si F est un faisceau de p-torsion sur

T , elors les unﬁF' sont des faisceaux de p-torsion sur T pour tout q -

Démenstration : (i) Tvidemment, si un faisceau F est de p-torsion,
F est le faisceau associé su préfaisceau P dont le groupe des sections PB(X)
est le sous-groupe des éléments dez p-torsion de P(X). Inversement, soit
F=gaP (II) le faisceau sssoci¢ & P , o P est & valeurs dans la catégorie

des groupes zbéliens de p-torsion. De la suite exacte
n
0 — nP — P — 7
on déduit une suite exacte

Omég(nP)——-%F-—-'—LbF )

#* Un objet ‘} d'un topos est dit quasi-compact si chaque famille couvrante
2, — X} peut 8tre majorée par une famille couvrante finie. Un mor phi sme
U de topos est quasi-compact si 1'image inverse de chaque objet quasi-compact
€5t encore quasi-compacte.
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dfolt §(QP) = F . Comme le foncteur a cormute aux linites inductives, on
déduit de

1lim (préfg’ P 5 F
ass necp -

gu'on & aussi

lim nF£—"—>F.

ass ncp

(1) Posons P = limfpréf! nF . Alors ona PCF , donc P est un pré-
faiscesu séparé, et par suite

aP(X) = g (ker( T T2(x) =) ,

ol comme 4'habitude la limite est prise suivant les familles couvrantes

{xi —>x} . Mais comme X est quasi-compact, il suffit de prendre les
familles couvrantes finies. Pour ces familles 'r;T P(Xi) est de p-torsionm;
donc le ker 1'est aussi, Par suite aP(X) = F(X) est de p-torsion.

(iii) Pour vérifier que lig F —> F est bijectif, il suffit de le faire
pour les valeurs sur X & Ob T pour chzgque X d'une famille de générateurs,
On est donc ramené & (ii) pour la premiére assertion. La deuxiime asssertion

est une conséquence de
(iv) Conséquence de (i) puisque u¥aP') = a(u'P)

(v) Conséguence facile de (iii).

On aura aussi besoin d'une wvariante non-abélienne, Mais il ¥ a
des probl&mes techniques dans la définition (j'igrnore s'ils sont sérieux),
2t on s2 contentera done de donner une définition pour la topologie étale

d'un schéma,
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péfinition 1.3, Soit p un ensemble de nombres premiers. On dit qu'un groupe

G est un ind-p-groupe si chague sous-ensemble fini de G engendre un sous-

groupe fini d'ordre n , gyee ass nc p . Il revient su méme de dire que
Sl o — B

les sous-groupes finis G_ d'ordre Ng , 8Vee ass n, & P, forment un ensemble

filtrant, et que G = 1lim G“ . 81 p= IP, on dit groupe ind-fini au lieu
de ind-p-groupe.

On vérifie immédiastement la

Proposition 1.4.

(i) Un sous—groupe ainsi gu'un quotient d'un ind p-groupe est encore un

&d P-groupe.

(ii) Une limite inductive filtrante deind-p-groupes est un ind-p-groupe.

(iii) Une limite projective finie deind-p-groupes est un ind-p-groupe.

Définition 1.5. Soit X um schéma. On dit gu'un faisceau F de groupes
sur X est un faisceau de ind p—groupes (resp. de groupes ind-finis) si pour

chague U — X ¢étale, avec U quasi-compect, F(U) est un ind D=-groupe

(resp. un groupe ind-fini).

Ercposition 1.6. Soit F un faisceau de groupes sur le schéma X.

(1) F est un faisceau de ind-p-groupes si et seulement si pour chague

point géemétrique ¥ de X , la fibre Ff est un ind-p-groupe.

(1) 8i f: X —> X' est un morphisme et si F' est un faiseceau de

#*
ind-p-groupes sur X' , f F' est un faiscesu de ind-p-groupes.

(1i1) 81 f: X — X' est un morphisme gquasi-compact et F est un faisceau

de ind-p-groupes sur X , alors f.F e=st un faisceau de ind-p-groupes.

Démonstration, (i) Suppooons que ¥ soit un faisceeu de ind-p-groupes,

et soit ‘§ un point géométrigue de X . Alors F = lim F(X'),oh X parcourt
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un systéme pseudo-filtrant de schérss dtales sur X (VIII 3.9). Il est évident
T

gue les X' affines (dc-l".c guasi~compects) forment un ensemble cofinal, et gue

par suite F est limite inductived? ind p-groupes, donec esi un ind-p-grouzs
d'aprds 1.4 (ii). Inversement, supposons que pour chague ¥ la fibr F
soit un ind-p-groupe et scit U —> X étale, T q-aasi--ccépact. Soit 5 ¢ F(U)
un sous-ensemble fini. Pour chasue puint gécmétrigque % de U, l'image fa S
dans F. engendre un groupe fini. Ccmme un groupe fini est de présent.tigu
finie, )on conclut aisément qu'il existe un U é€tale sur U , “; -penctué,
tel que S engendre un groupe fini dens U s) (ef. VIII 4). Un ncmbre fini
de tels T forment un recouvrement de U , soit iUT,...,Un} . Aklors
l'image de” S dans 1| F(Ui} engendre un sous-groupe fini, et ccome

Mu)c TT F(Ui), on a gagné,

L'assertiun (ii) est triviale & partir de (i), et (iii) est icmédiate.

2. Feisceaux constructibles
2.0. Soit T un topos. Rapprelens qu'h chague élément S € Ob(Ens) on

associe le faisceau §, aspocid au réfaiscezu P tel que P(X) = § pour
chaque X & Ob(T). L'objet de T gui représente §; est

I ‘ a = " &e " i

e 1l'objet final de T . SI est appelé faisceau constant, de valeur S (IV

On définit d'une manidre évidente la notion de faisceau de groupes constant,

de A-modules constant (A un anne-au),et de faisceau sbélien constant, de

valeur M . Un morphisme fT:ST —> 3 T de faisceaux constants est dit ccastent
8'il provient d'un morphisme 4'ensembles f: § — S' .

Un faisceau F est dit localement constent s'il eziste un 1escouvremen:

{ei — e} de 1'objet final tel gue F devienne constant sur chague e -



s Ix

On définit d'une fagon aneslogue la notion de faisceau de groupes ou de A-modules
localement constant,et de morphisme localement constant f : F — G , si

F et G sont des faisceaux localement constants. Enfin, un faiscesu de groupes
ou de A- modules localement constant est dit de type fini (resp. de présentation
finie) si les valeurs locales sont des groupes ou des  A- modules de iype fini

(resp. de présentstion finie).

Lemme 2.1. (i) Soit f: F —» G un morphisme de faiscesux d4'ensembles

localement constant sur T , et supposons gue les valeurs loceles de F soient

des ensembles finis, Alors {f est locelement constant.

(ii) Seit f: F—> ¢ un morphisme de faiscezux de A- modules locslement

constants, avee F de type fini. Alors f est localement constant, et le noyau

et conoyau de T sont localement constants.

(1ii) Soit 0 =3+ F'— F— F" — 0 une suite exscte de faisceauz de

A-modules (resp. de groupes), avec ¥’ et ' localement constants, F"

€tant de présentation finie. Alors F est localement constant,

Démeonstration de (i) et (ii). On se rémine sans peine au cas oi F

T
A-modules), et scit S C M un sous-ensemble fini de générateurs de M , Alors

et G sont constants. Treitons (ii) : seit ¥ = MT , G=N_ (MN des

f est déterminé par sa restriction & ar et f sera localement constant si
£18, 1'est. On est donc réduit & (i) pour la premidre assertion de {ii), et

la deuxikme assertion est conséquence trivisle de lz premidre,

Il reste donc & démontrer (i). Supposons gque F = Sp . G = '
soient constants, et notons aussi par f le morphisme d'objets f: Sxe —3 S'xe
(notation comme ci-dessus). Scient f: e — S'xe (s'€ 8) 1les composants
de f : vulsgue 5 est fini, il suffit évidemment de traiter le cas f = fs "
c'est-h-dire, ot S est un ensemble d'un £ldment. Soit X, —>e (s'ec 8)

la famille des morphismes qui rendent certésiens les diagrammes

10

e




e in
ol is- e —> B'xe est "1l'inclusion" dans le s'-itme composante. Le famille
{ia,} est trivialement couvrante, donec i.‘{ﬂt —3 &l 1vest aussi. On vérifie

immédiatement (puisque les scmmes directes dans un topos sont disjointes

. » et gque par suite f est loca-

gue T deviant constant sur X

lement constant.

Démonstration de (iii). Traitons le cas des faisceaux de A-modules.
On peut supposer F' et F" constants, F' de valeur ¥" un A-meodule de
présentation finie. Si M" est libre, donc admet une base finie (ei)1$ g
alors les e définissent des sections de F", donc se relévent localement en
des sections de F , ce qui montre gue localement l'extension ¥ de F" par
F' se scinde, ce gui prouve que F est localement isomorphe 2 F' x P , done
est localement constant. Dans le cas géndral, choisissant un homomorphisme sur-
jeetif i-? s L"— M , avec L" 1libre de type fini; le noyau R de Ly est
de type fini, et posant L = L:_r'* X g F= Li-'u X o F ; on voit d'une part que L
est une extension de L,; par G , Eonc localement constant 4'aprés ce gui
précéde, d'autre part gu'on a2 une suite exacte o —> R‘I‘ — L —F — 0o,

ce gqui gréce & (ii) impligue que F est localement constant.

A partir de maintenant, on se borne aux topos étales des schémas.

Lemme 2.2. Soit X un  schéma et F un faiscesu sur X qui est loca-
lement constant. Alors F est représenté par un Y/X étale. Si de plus les

fibres de F sont finies (resp. et non-vides), alors Y est un revétement

étale (resp. et surjectif).

Démonstration, Descente (SGA 1 IX 41 si F & fibres finies,
SGA3X 5.4 dans le cas général).

Définition 2.3. Un faisceau d'ensembles (resp. de groupes, resp. de

L-modules) est dit constructible si pour chague ouvert affine U € X il existe une

décomposition de U en rfunion d'un nombre fini de sous-schémas constructibles

(BGA 0 ;1 9.1.2 ) 1localement fermés réduits U, telle que le faisceau induit par

11
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F sur chague U, soit locelement constant, de valesur finie (resp. finie, resp.

- - *
de présentation finie{ )).

2.3, L'hypothése de finitude sur les veleurs locales revient i dire gue pour
chaque point géométrigue §_ y la fibre F est finie (resp. finie, resp. de
présentation finie). Il s'ensuit immddietement de 2.1 (i) qu'un faiscsau de
groupes F est constructible si et seulement si le faisceau d'ensembles sous-

jacent & F est constructible.

On fera attention que si ' F est un faisceau abélien, il est construc—
tible en tant que faiscesu de groupes (ou encore, en tant que faisceau 4'ensem—
bles) si et seulement si il est constructible comme feisceau de Z-modules, et
oi de plus ses fibres sont finies, Ainsi, 2& est constructible comme Z-module,

mais non comme faisceau de groupes,

Proposition 2.4. (i) Soit X quasi-compact et quasi-séperé. Alors un
faisceau (resp. faisceau de groupes, resp. faisceau de A-modules) est construc-

tible si et seulement s'il existe une décomposition de X en réunion de parties

localement fermédes constructibles,telle que F devienne localement constant, et

fini (resp. fini, resp. de présentstion finie), sur chague X .

(ii) Pour vérifier que F es5t constructible, il suffit de vérifier que

F!Ui est constructible pour les Ui d'un recouvrement ouvert domnné de X .

*
(idii) Seit £ : Y —3 X un morphisme, ALlors f F est constructible si F
1l'est.

(=) Lorsque A n'est pes supposé nosthérien, il est préférable, pour les besoins
de 1'Algtbre Homologique, d'exiger ici, au lieu de la seule présentation finie
pour le A-module M, qu'il sit une résolution gauche par des A-modules libres de
type fini. La notion introduite dens (2.3) devrsit alors prendre le nom 31 F est
l-constructible, (plus gfnéralement, on définireit ds fagon é&vidente la n-cons—
tructibilité, pour tout entier n > 0). Kous allons provisoirement pour le présent
eXposé garder la terminologie sous la forme (2.3), qui est surtout reisonnsble
d%ﬁﬁ le cas oli A est noethérien, oli elle co¥ncide avec celle qu'en vient de
S8ignaler. Comparer SGA 6 T pour des notions de finitude dans des cas non
noethériens,

12



(iv) L'ensemtle des points ol la fibre

vide (resp. norn-nulle) sst un sous-ensertle

{(v) Soit X locslement noethérien. ilors un faiscesu 4'snsembles (resr...)

F sur X est constructible si et seulement =i pour chaque x € X , il existe

un ouvert nen-vide de 1'adhérence X de x tel gue F induise un feisceau

localement constant de valeur finie (resp. ...) sur U .

Démonstration. Evidemment, si f: ¥ —3 X est un morphisme et s'il
existe une décomposition de X en réunion de parties K- localement ferméss et
CGnStructlbIGSJEBﬁque F devienne localement constant sur chague X il en est
de méme de Y et £ F (cf. BGA IV 1.8.2). Cela prouve 1 mpl:.ce.t:.on@ de (i).
Supposons maintenant que X soit quasi-compact et quasi-séparé et soit
gu&,...,ﬁn} un recouvrement cuvert affine de X <tel gue F'Hi scit construe—
tible pour chague i . Pour trouver une décomposition de X  comme dans (1),
suffit de le faire pour U, et pour ¥ =X-71_ (avec la structure induite ré-
duite), U, et Y étant constructibles dens X grfce 2 1'hypothése "X quasi-
séparé". Or une décomposition existe pour Un d'apres la définition de construc-
tibilité, et Y e=t réunion de n-1 ouverts affines Vi =.Tr1Ui
(i =1,...,0-1) avec F|V, constructible, d'oli le résultat (i) par récurrence
sur n . Le mdme raisonnement démontre (ii) 3 en effet, 1'hypothése implique gque
F|U est constructible pour chague ouvert affine U ‘"assez petit", et on peut
Tecouvrir un ouvert affine V arbitraire par un nombre fini de tels ouverts.
L'assertion (ii) montre que lz notion de comstructibilité est locale sur X , et
(iii), (iv) s'ensuivent immédiatement. L'implication = de (v) est immédiate,
et ne dépend pas de 1'hypoth®se noethérienne. Si X est noethérien on ddmontre

1'implication << par la "récurrence ncethérienne" habituelle,

Proposition 2.5, Soit X guasi-compact et quasi-séparé, et F un faisceau
de groupes ou de A- modules constructible sur X . Alors il existe ure filtrs-—

tion finie de F dont les quotients successifs sont de la forme i,G, o i:U—>

est 1l'inclusion d'une partie localement fermée et constructible, et ol G est

localement constant et constructible sur U . 85 X est noethérien, il existe

une telle filtration,svec dés U irrdductibles.

10
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Démonstration. D'eprés 2.4 (i), il existe une décomposition de X en
réunion finie de parties loczlement fermées constructibles Ki telles que chaque
F|X, soit localement constant st fini (resp. de présentation finie). Ecrivons
xi = Uin C“’i , ol 1.1'i et Vi sont des ouverts comstructibles, et soit N
le nombre d'ouverts de X dens la sous-topologie T engendrée par {Ui’vif .
Raisonnons par récurrence sur N: si W est un élément non-vide minimsl de T 4
il est évident que P|W est localement constant et de présentation finie,

Soit i: W — X 1le morphisme d'inclusion et ¥ = X - W . On & la suite sxscte
%
0 —>iiF — F—3TF|lt — 0,

et on se réduit ainsi & la méme assertion pour Y et pour le faisceau FlY ,

ol on peut appliguer 1l'hypoth&se de récurrence.

Proposition 2.6, ~ Supposons gque A soit un annesu noethérien.
(i) Une limite projective (resp. inductive) finie de faisceauxz de

A -modules cu d'ensembles constructibles est constructible., En particulier,

le noyau, le conoyau et l'image d'un morphisme de faisceaux de A-medules

constructibles sont constructibles.

{ibia} Une limite projective finie de faiscezux d4'ensembles (resp. de groupes )

constructibles est constructible, et si f: F — G est un morphisme de

faisceaux de groupes constructibles, le noyau, l'image, et le conovau (E

Inl(f) est un sous-groupe norm.a.l) sont constructibles, Une limite inductive

finie de faisceaux d'enserbles constructibles est constructible.

(i1) Soit 0 —> M' —> ¥ —>=M" —=, 0 une suite exacte de faisceaux

de A-modules (resp. de groupes) avee M', ¥ constructibles. Alors M est

constructible.

(iiz) Soit ¥, — M. — “3 — 3.14 —_— 1'25 une suite exacte ds fzisceaux

de A-modules. Alors si \"l est constructible pour i = 1,2,4,5, il en est de

néme pour i = 3 ,

11

14
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Démonstretion., (i) Nous laissons les assertions =snsemblistes et pour
les groupes au lecteur. Pour le cas des faisceaur de A-modules, il suffit de dé-
montrer que le noyzu et le conoyau d'un morphisme f: F — G de faisceaux de
A-modules constructibles sont constructibles. L'assertion est locale sur X
et on peut donc supposer X affine, donc gquasi-ccmpact et quasi-séperé., Alors
on se réduit au cas oi F et G sont localemeni constants par 2.4. (i), et on
termine en utilisant 2.1 {ii) et 1'hypothdse noethérienne sur A , On prouve

*

de facon analogue 1'assertion {ii) en utilisant 2.1 (iii). L'assertion (iii)
est immédiate b partir de (i) et (dii).

Proposition 2.7. Soient X un schéma quasi-compact et guesi-séperé, F

un faisceau d'ensembles (resp. de A-modules). Pour que F scit constructible,

il faut et il suffit gu'il soit isomorphe au conoyau d'un ccuple de morphismes

H=3G, ob. B et G sont des faisceaux d'ensembles représentables par des

schémas 4tales de présentation finie sur X (resp. gue F soit iscmorphe

au conoyau d'un homomorphisme — oi U et V sont deux schémas
y S & g g g v 28 U Bt :

étales de présentation finie sur X).

La suffisance résulte facilement de 2.6 (ibis) .

Supposons gue F soit un faisceau d'ensembles constructibles.
Utilisant 1l'existence des sommes infinies dans le site étale sur X , on voit
gue 1'on peut trouver un épimorphisme G —F , avec G représentable par un
schéma étale sur X , gue 1'on peut de plus supposer somme de schémas affines
Gi (ie 1), donc séparé sur S . Pour toute pertie finie J de 1l'ensemble d4'in-
dices I , soit GJ la somme des Gi pour i€J , et FJ son image dens F .
Corme GJ et F sont constructibles, il en est de méme de FJ (2.8 (ibia)),

donc 1'ensemble KJ des x £ X tels gue les fibres de F et FJ en un point

géométrique de X sur x soient égeles, est localement constructible 2.4
(iv)). Comme la famille des X, est croissante et de réunion X, et que X
est guasi-compsect , l'un des XJ est égal & X (EGA IV 1.9.9 ). Cela montre,

quitte & remplacer G par GJ . que l'on peut supposer G affine, donc séparé
sur X , et quasi-compact sur X puisque X est guesi-séparé (EGA IV 1.2.4 ).
Soit alors H = GxFG . C'est un sous-faisceau de GxSG gqui est représentable,

donc est lui-mfme représentable (VIII 6.1 ). Comme & est de plus constructible
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(2.6 (i bis)), il résulte encore de 1l'srgument précédent qu'il est quasi-compact,
done (étant séparé sur X) de présentetion finie sur X . Cela prouve la pre-
midre assertion de 2.7 , et la deuxidwe se prouve par la mlme méthode

(NB il n'est pas nécessaire que A soit noethérien). Signalons en passant que

1s démonstration prouve aussi le corollaire suivant :

Corollaire 2.7.1. Scient X un schéma, F un schéma #tale sur X .

Pour gue le faisceau étale correspondant sur X soit constructible, il faut et

il suffit que F soit de présentation finie sur X .

La proposition 2.7 nous sera surtout utile iei pour déduire certaines

propriétés de passage & la limite pour les faiscesux constructibles :

Corollaire 2.7.2. Seit X un schéma gquasi-compact et quasi-séparé. Alors

tout faisceau d'ensembles (resp. de indp-groupes, resp. de A-modules) sur X
est limite inductive d'un systéme inductif filtrant de faisceaux d'ensexbles

(resp. ...) constructibles.

Si F est un faisceau d'ensembles, reprenons les notations de la
démonstration de 2.7 , et soit 1L 1'ensemble des couples (J,B'), oli J est
une partie finie de I et H' une partie ouverte guasi-compacte de EJ = GﬁGJ .
On ordonne L de la fagon évidente, et on constate que, puisgue F est limite
des F;, et que chaque F; est limite des Coker (E' ---)-GJ) pour les ouverts
quasi-compacts H' de EJ. y que F est limite inductive du systime inductif des
Fp= Coker(H' — FJ} pour € = (H',J) e L, d'oh le cas ensembliste. Le cas
des faiscemux de A-modules se traite essentiellement de la méme fageon, en com—
mengant par représenter F comme conoyau d'un homomorphisme év,x — éU, P
avec U,V schémes étales et sépards sur X . Le cas des ind~p-groupes
demande un peu plus d'attention. Reprenant les notations précédentes, nous dé-
signons par L(GJ} le faisceau en groupes libre engendré par le faisceau d'en-
sembles Gy, par H; 1le noyau de 1'homomorphisme L(GJ) — P déduit de
G;—>F , par L 1l'ensemble des couples (J,N'), o N' est un sous—faisceau
d'ensembles de N; qui est "quasi-compact" i.e. tel gqu'il existe un épimorphisme
P—N' |, avec P représentable par un X-schéma quasi-compact, On ordonne L

en déclarant gue (J,N') est plus petit que [:'I'I'H:I) si J & .jr,| et si
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1'homomorphisme canonigue L(GT) —a—L{GJ )} appligue 51 dans H; . Il est
- 1

immediat gue L est filtrant, ¢t que 1'on obtient un systéme inductif de faisceaux

en groupes RE y indexé par L , &n prenant, pour £ = (J,8) , ?é’ = fzisceay

en groupes guotient de LfGJ} par le sous-fsisceau en groupes invariant cngendré

par N'. Il est immédiat de plus gue F est isomworphe & la limite irnductive
des Fp, , et il reste & prouver qu'il existe une partie L' de L , cofinale dans
L, telle que pour £ € L' , Fy soit un faisceau en p-groupcs gonstructible .

Pour ceci, il suffit de prouver gue pour tout J , on peut trouver un sous—
faisceau d'ensembles N' de NJ qui soit guasi-compact, contienne un sous-
faisceau 4'ensembles guasi-compect donné Né , et soit tel que le Eg corres—
pondant soit un faisceau en p-groupes constructible. Notons d'asbord gu'il suf-
fit, pour ceci, gue les fibres de E£ soient des p-groupes finis : alors Ef
sera automatiguement constructible, comme le lecteur vérifiera sans peine,
D'autre part, le lecteur pourra vérifier dgalement que 1'ensemble XN, des
points x de X tels gque la fibre de F£ en un point géométrique au-dessus de

¥ soit un p-groupe fini est localement constructible. De plus, les parties

XN' de X sont fonction c¢roissante de N', enfin leur réunion est X tout
entier : ce dernier point résulte du fait que la limite inductive des Fg ’
pour ¢ = (N',J) avec J fixé, est le sous-faisceau en groupes F; de F
engendré par le sous-faisceau d4'ensembles FJ , qui est gquasi-compact, donc

FJ est & fibres des p—groupes finis. D'autre part, dans un groupe libre &

un nombre fini de générateurs, tout sous-groupe d'indice fini est un sous-groupe
libre & un nombre fini de générateurs, donc s'il est représenté comme réunion
filtrante de ses parties finies, 1l'une de celles-ci engendre tout le sous-groupe.
De la résulte aisément que la réunion des Xy est bien X. Utilisant & nouveau
(EGA IV 1.9.9 ) on trouve que un des Xy, est égal & X, ce qui achdve la
démonstration de 2.7.2.

2,7.2.1, Notons que lz démonstration un peu pénible du cas des schémas en grou-
pes met en évidence le manque d'un sorite commode pour les conditions de cons—
tructibilité pour des faiscesux en groupes a fibres pas nécessairement finies;
nous nous en excusons esuprés du lecteur en 1'invitant 3 combler zu besoin cette
lacune par ses propres moyens, et lui signalons en guise de consolation que dans

2.9 (4ii) nous obtenons une démonstration plus simple lorsgue X est noethérien.
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17




=15 - IX

Corolleire 2.7.%. Soient X un schéma quasi-compact et quasi-séparé, F un
——— —_—
faiscesu d'ensembles (resp. de ind-groupes finis, resp. de A-modules) construc—
tible. Alors le foncteur Hom(F,G) , ol G est un faisceau d'ensembles (resp. ...)

variable, commute aux limites inductives en G . Dans le cas ou F est un fais—

ceau de A-modules, A étant noethérien, les foncteurs Ext (X;F,G) en le

A-module G commutent également aux limites inductives.

Ceci résulte de 2.7 et (VII 3.3 ) par les arguments habituels, gqui
sont laissés su lecteur, De m8me, la conjonction de 2.7 et des résultats de

(VII 5) donne sisément :

Corollaire 2.7.4. Soit I ume catégorie filtrante, it>X, : 1°—> (Sch) un

foncteur qui transforme les fldches en morphismes affines et les objets en des

schémas _guasi-compects et gquasi-sépards. Pour tout schéma Y, soit

F (Y) la catégorie des faisceaux d'ensembles (resp. de ind-p-groupes, resp. de
K i ~P-groupes ae

A-modules) constructibles sur Y , Alors on & une équivalence de catégories

F (x) X Lig Fx) ,

ok X = 1im Xi (VII 5) et ol le deuxidme membre désigne la catégorie Lim de

catégories fibrdes, définie dans En particulier, tout faisceau d'ensemtles

(resp. ...) constructible sur X est isomorphe & l'image inverss d'un faiscesu de

m€me nature sur un des xi X

Proposition 2.8. Soit f:X —> Y un morphisme surjectif et localement de
présentation finie, et soit F un faiscesu d'ensembles (resp. ...) sur Y .,

*
Alors F est constiructible si et seulement si f (F) 1'est,

Nous utiliserons le

Lemme 2.8.1, Soit f: X —> Y un morphisme surjectif et locelement de présenta~

tion finie, avee Y quasi-compact et quasi-séparé, Alors il existe une partition

finie de Y en des sous- schémas Yi de prdsentation finie sur ¥ (en
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particulier chague Yi est constructible dans X) et pour tout 1 , des morphisme:

hy

gs
finis surjectifs E; =8 Yi Y. , avec hi ftale et £; loczlement libre
- T— b na e e ey,

(i.e. plat et de présentation finie, er plus de la condition g, fini),et radiciel

et enfin un Y-morphisme YI — K (¥).

Utilisant le fait que Y est guasi-compact et quasi-séparé, on se raméne
aisément au cas o Y est quasi-affine donc séparé (en utilisant un recouvrement
ouvert affine fini {Ui)15 - de Y et censidérant les I, =0, —U.n j<;in)’
puis su cas Y affine (par le méme argument). Le schéma X est réunion d'ou-
verts affines X, , et l'image T; de X, dans Y est constructible (EGs IV
1.8.4 ), la réunion des T, est X puisque f est surjectif, d'ol s'ensuit
que X est réunion d'un nombre fini des Ty (BEGA IV 1.9.9 ), de sorte gue, rem-
plagant X par le schéma somme des Xi correspondants, on peut supposer X
affine. Alors le procédé de passage i la limite standard (EGA IV8 8.1.2 c¢)) nous
permet de supposer de plus Y noethérien, La récurrence noethérienns habituelle,
et le procédé de passage 2 la limite (EGA IV 8.1.2 a)) nous reméne au cas o Y
est réduit au spectre d'un corps k. Comme zlors X #90 , il existe un point fermé
x dans X , gqui correspond & une extension finie k' de k y elle-méme extension
radicielle d'une extension séparsble ké de k . On prendra alors

‘:Spec{ké), Y"=Spee(k'), ce qui achdve la démonstration de 2.8.1.

La nécessité dans 2.8 étant triviale (2.4 (iii)), prouvons la suffi-
sance. On est alors remené, par le lemme précédent, au cas ou f est de la forme
€h, ol g et h satisfont aux conditions éncnecdes pour gi,hi dans le lemme.

On peut donc supposer successivement, soit que f est fini radiciel, cas trivial
par (VIII 1.1 ), soit que f est fini étale. Notons d'ailleurs que, utilisant
1'hypothése que f*{F) est constructible et la définition de la constructibilité,
nous pouvions supposer (quitte remplacer X par un X-préschéma X' =J%J-xi de
rrésentation finie et & morphisme structural surjectif) gue f*[F) est déjk loca-
lement constant., Mais lorsque f est étale et surjectif, cels implique que F
est localement constant. Comme de plus les hypothéses faites sur les fibres de
f*(F) restent valables pour celles de F, f étant surjectif, il s'ensuit bien

que F est constructible, ce qui schéve la démonstration de 2.8,

(#) Cet énoncé est aussi donné dans EGA IV 17.16.4,
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Proposition 2.9. Soient X un schéme noethérien, A un annesu noethérien,

et p un ensemble de nombres premiers.

(i) Le catégorie des faisceaux d'ensembles (resp. de ind P-groupes, resp.

de A -modules) sur X est localement noethérienne, o'est-h-dire, possdde un

ensemble de générateurs formé 4d'objets noethériens.

(ii) Un faisceau F d'ensembles (resp. de ind p-groupes, resp. de

A -modules) sur X est constructible si et seulement si il est noethérien,

S5 F est un faisceau de A -modules, alors F est constructible si et seule-

ment si il est guotient d'“&? somme finie de faisceaux de la forme

T oi U —> X est étale et de type fini (notation de IV.2.4 : AU/K = A.G) ;

(iii) Les sous-faisceaux constructibles d'un feisceau F d'ensembles

(resp. ...) forment un systime inductif, et F est limite inductive de ces

sous—-faisceaux.

Démonstretion. On leisse l'assertion ensembliste au lecteur. Traitons
d'sbord le cas d'un faisceau de A -modules. Pour (i) il faut trouver un ensem—
ble de générateurs dont les éléments sont des objets noethériens. Or les faiscesux
de la forme AU/ » U —> X stale et de type fini forment um ensemble de généra-
teurs dont on voit facilement qu'ils sont constructibles, et il suffit

donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.10. SBoit X noethérien. Alors tout A4~Module constructible est

noethérien.

Démonstration du lemme,
Par récurrence noethériernne nous supposons le lemme vrai pour chaque
sous-schéma X' de X distinet de X . Prenons un ouvert non-vide KO de X
tel que F induise un faisceau locslement constant Fo sur xo

Soit maintenent %_Fig y 1 &€ N une suite croissante de sous—faisceaux

de F0 . Comme pour un point géométrigue P , générigue pour une composante irré—
ductible de X

-

5 la fibre de F, en P est de type fini, la suite des fibres
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(Fi}p est stationnaire, et nous pouvens supposer gu'elle est constante Or soit

Q@ un point gfoméirigue de 10 spécialisaticn de P (VIII 7.2). Puiscue Fo est

localement constant sur Kc y on voit immédiatement gue le morphisme de spéciali-

sation P, — F (VIII.7) est bijectif, done (F.), —> (F.), est injectif
OQ GP i'Q 1°F

pour chague i ,

Scient V/X étgle et T-ponctud, et S,s.++sS, des sections E—FT{V)
gui engendrent {F1)P . Alors les s, engendrent (?ijﬁ pour chague i ed
chague point géométrigue ¢ spécialisation de P au-dessus de V . La suite
de faiscesux Fi sst done constante dans un voisinage de 1l'image de F , disons
dans X' £ £ . Seit Y = X-X', il suffit donc de prouver que la suite des F | Y

est stationnaire, ce qui résulte de 1'hypothese de récurrence noethérienne.

Les assertions (ii) pour les A -modules sont maintenant immdédiates :
Comme les AU/.K sont des générateurs noethériens, on z évidemment T noethériend&:
est quotient d'une somme finie de faiscezux AU/R . Or ﬁU/X est constructible,
et par suite,compte tenu de 2,6 , F noethérien = F construetible; 1'impli-
cation inverse étant déjk établie (2,10 ), cela €tewnlit (ii). Enfin, 1'assertion

(iii) pour les A -modules est une propriété des catégories localement noethériennes
(ef. [1], CH, ZV).

Traitons maintenant le cas des ind-p-groupes. Notons d'abord
qu'un faisceau de groupes constructible F est certainsment noethérien.
En effet, puisque les fibres sont finies, on peut employer le m@me argument
qu'avec les A - modules. On va maintenant démontrer 1'assertion (iii) directement,
ce gqui impliguera (i) - en effet, cela démontrera gue les faisceaux constructibles
forment un ensemble de générateurs, De plus, un faiscesu noethérien guelcongue

sera alors nécessairement consiructible, d'oh {(ii).

Pour démontrer (iii), il suffit évidemment de démontrer qu'un sous-
faiscesu (en groupes) 5 d'un faisceau F de ind p-groupes engendré par un nombre

fini de sections s; € F(Ui) » Uy —»X étale de type fini, est consiructible (¥).

(¥*)Rappelons le définition de ce faisceau : soit L 7 le faisceauw qui représante lc

foncteur P 1—>¥(U) dans la catégorie des groupes. Le ssction s, €EF (Ui} induit
un morphisme L__ F.et 8 est llimsge du morphisme z¢mme | 1 I, —» F.
P ui/x 7 ¢ R T Uisx

C'est le plus petit sous-faisceau gui "contient" les sections

]

i
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(Puisqu'un faisceau constructible est noethérien, il est engendré Par un nombre
fini de sections.) Par récurrence noethérienne, on peut supposer que c'est vrai
pour chegue sous-schéma fermé Y de X , distinet de X . Or la notion de sous—
feisceau engendré par des secticns commute avec 1'image inverse de faiscezuxy en
effet, soit LUXX le faisceau qui représente le fonctfur FH—>P(U) dans la
catégorie des groupes. Alers si f: ¥ —> X, one © {LU/X) = LUxfoY . Comme

S est 1'image de la socmme des LU /X » et comme I* commute aux sommes, il est

elair que f 5 est le sous—fa1sceau de f£*F engendré par les sections f*(si).

On peut donc supposer que S induit un faisceasu constructible sur
chaque fermé Y distinct de X, et il suffit ainsi (2.4 (i))de démontrer que S
induit un faisceau constructible sur un ouvert non-vide convenable de X .
En remplagant X par un ouvert essez petit, on peut supposer gque chague Ui est
un revétement étale de X . Il suffit de démontrer gu'alors 3 est localement
constant, & fibres finies sur un ouvert non vide convensble. C'est une assertion
locale sur X pour la topologie étale, et on peut donc supposer que chagque Ui
est complitement décomposé, disons U, = Jﬁ% X (somme de n, copies de %)

Soient S 5 (3 = 1....,ni) les sections de lF(x)telles que s, (Sil""’sini} .
Evidemment, S n'est autre gue le sous-faisceau de F engendré par les

5 € F(X) . Comme F(X) est un ind p-groupe (1.5 ) les S35 erngendrent un
sous-groupe fini 1.3 . Donec on peut supposer que 1'ensemble des s; =3t un sous-
groupe fini de F(X), mais alors S est identique au faisceau d'ensembles engendré
par les 85 qui est constructible en vertu de 2.6 (i) comme feisceau d'ensexbles,

donc comme faisceau de groupes, cqfd.

Dans les deux propositions suivantes, rous donnons des aritiéres pour
qu'un faisceau soit localement constant, ou constructible, en utiiisant les homo-
morphismes de spécialisation (YIII T }.

Proposition 2.11. Sodent X un acqema, F un faiscesu d'ensembles

(resp. de groupes ind-finis, resp. de A-modules) constructibls; dans le cas

22




- 20 - X

ensembliste, on suppose de plus F & fibzes finies. Scient xe€ X, x wun point

géomttrique sur x . Pour que F scit localement constant au voisinage de x ,

il faut et il suffit que pour tout point géométrigue X! générisztion de X , et

—

toute fléche de spéciaslisation ;}4; x (VIII 7.2 ) , l'homomorphisme de spécia-

lisation (VIII 7.7 ) Fi — F-, =soit un iscmorphisae.

L= cas d'un faisceau en groupes <€tant un cas particulier de celui d'un
faisceau d4d'ensembles, nous nous contentons de traiter celui-ci; le cas d'un fais-
ceau de modules se traite de fagon «ssentiellement identique. Lz nécessité de la
conditicn étant triviale, nous nous bornons & établir la suffisance, Comme la fibre
I= Fi est finie, guitte & remplacer X par un schéma X' d£tale sur X conve-
nable, on peut supposer que l'on peut trouver un homomorphisme s IX —>F du
faisceau constant Ix dans F , induisant un isomorphisme pour les fibres en X .
Utilisant la constructibilité des deux faisceauns, et 2.6 , on voit aisément que
l'ensemble Z des points 2z de X tels que 1'homomorphisme induit sur les fibres
en un point géométrigque T sur z sSoit bijective, est une partie localsment
constructible de X . L'hypothtse impligue aussitdt qu'elle contient les géné-
risations de x , denc (BG4 IV 1.10.1 ) c'est un voisinage de x , ce gui prouve
gue F est localement constant (en 1'occurrence, méme comstant) au voisinage de
x , cqgfd.

*
Définition 2.12. ( ): Un schéna X est dit connexe par arcs si pour tout

couple P,§{ de points géométriques de X , il existe des points gfométrigues

P=P,..,P Q1,....Qﬁ=Q et des spécialisations (VIII 7.2 ) P.—Q et

PiaT — Qi (i=15.4.,0). On dit gue X est localement connexe par arcs (pour

la topologie étale) si pour chague U —» X é&tale il exisie un recouvrement

étale {Ui e U'i de U tel gue Ui est ccnners par arcs pour chague 1 .

On vérifie immédiztement gu'un présclésna lecalement ncathérien est

localement comnexe par arcs.

(*)Le terminologie est due & S,Lubkin.
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Proposition 2.13.

(1} Soit X localement connexe par arcs et soit F un faiscesu d'ensembles

(resp. de groupes, resp. de A-modules) sur X . Supposons que les fibres de F

sont finies (resp, finies, resp. de présentation finie). Alors F est

localement constant si et suelement si pour toute spécialisation P —> Q@

de points géométriques, le morphisme de spécialisation (VIII 7.7)

o s
FQ —_— FP est bijectif.

(ii) Supposons que X soit localement noethérien et que les fibres de F

spoient finies (resp. finies, resp. de présentetion finie). Alors, si peur toute
spécialisation P —> Q , le morphisme de spécialisation FQ —> ¥, est injec-
tif, F est construectible.

(iid) Supposons que X soit localement noethérien et gque les fibres du
faisceau d'ensembles F soient finies. Soit e: X —> I la foncotion qui &

x € X associe le nombre d'éléments de la fibre F~. de F en un point géomé-

trigue X au-dessus de x . Alors F est constructible si et seulement si c

est une fonction constructible, i.e., si et seulement si c-1l:n) eat construc-
tible pour chaque n € TN,

Démonstration. (i) Scit P un point géométrique de X .
On va trouver un voisinsge &tale de P y c'est-b-dire, un T —> X étale
P-ponctué, tel que F devienne constent sur U . Soit V' un voisinage &tale de
F tel que F(V) — F

P
de finitude. Soit U — V' un voisinage étele de P dans V' , tel que U

soit surjectif. Un tel V' existe d'aprés 1'hypothdse

Soit connexe par arcs. Alors F(U) —» F, est encore surjectif. Choisissons

un sous-ensemble S < F(U) qui s'envoie bijectivement sur F, . Si F estun
faisceau de groupes (resp. de A-modules), on voit facilement qu'on peut, en chan—
geant au besoin U , trouver un tel snsemble gui soit de plus un sous-groupe
(resp. sous-module) de F(U). On déduit un morphisme ;, —> FlU, ob 8; est
le faisceau constant & valeur S e On a

—~

(8y)p —=> 7 .
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Puisque chague morphisme de spéecialisavion sur les fibres de F

jeetif, et puisgue U est connexe par are, il s'ensuit gus S
ol F - - § -y r -

(41) L'assertion est locale, et on peut donc supposer A mnoethérien
Soit P un point géométrique eu-dessus d'un point maximal de X . Il existe
un voisinage é€tale irréductible, donec cennexe par ares, U —=a X do P tel
que F(U) s'envoie surjectivement sur FP . Il s'envoie alors surjectivement
sur FQ pour chague point géométrique Q de V , ou ece gui revient zu méme,
pour chague point géoméirique de l'image U de V dans X , car un tel point
est spécialisation de P et FQ = F? est injectif. Donc chague morvhisme de
spécialisation dans U est bijectif, done F|U est localement constent. Par
récurrence noethérienne on peut supposer que FIlX-U est constructible, d'ou
le résultat.

(iiz) I1 suffit évidemment de traiter le cas ol 1la fonction ¢ est cons-
tante., Soit V —> X un voisinage étale d'un point géométrique P au-dessus
d'un point maximal de X, tel que PF(V) s'envoie surjectivement sur Fp oo
Soit S un sous-ensemble de F(V) tel que 5 =5 Fp . Alors on &, pour le

faisceau constant SV et pour chaque spécialisation P —>» @ de points géomé-

triques, un diagramme commutatif

(SV)P ___::::E€> FP

d T

(SV)Q — By s

Comme c(FQ) = c(FP) , la flbiche F,—> Fp est bijective, donc F est locale
ment constant dens un voisinage de P d'aprds (i). Par récurrence noethé—

rienne, on a gagné.

Le résultet (ii) suivant aurs une utilité technique dans la suite;

il permettra de réduire certaines wérifications au czs d'un faisceau constant.
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Proposition 2. 14. Scit X un schéma.
(i) Pour tout morphisme fini et de présentation finie f: X'— X , et

tout feisceau d'ensembles (resp. de groupes ind-finis, resp. de A-modules)

constructible sur X', f_(F) est constructible.

(ii) Supposons X quasi-compact et guasi-séparé, et soit F un faiscesu

d'ensembles (resp. .++) constructihle sur X . Alors on peut trouver une fenille

finie (pi:x; — xi) de morphismes finis, pour tout i , un faisceau d'en—
gsembles (resp. ...) constructible constant C

j Ssur Ki ; 2t un monomorphisme
F(—i '_lpi* (Gi) .
i

Prouvons d'asbord (i). Par définition, on peut suppcser X affine,
et utilisant slors 2.7.4 , le procédé de passage & la limite standard nous
ramdne su ces olt X est noethérien. Un nouveau passage & la limite, utilisant
encore 2.7.4 et de plus 2.4. (v) , nous ramdne au cass ou X est le spec—
tre d'un corps. Llors la conclusion se réduit & 1'assertion correspondante sur
la fibre de f,(F) en un point géométrigue sur X , laguelle résulte immédiate-
ment de (VIII 5.5 , 5.8 ).

Prouvons (ii). BEn vertu de 2.4 (i), il existe une partition de X
en sous-schémas Yi y avec des merphismes d'inclusion uy Yi — X de
Présentation finie, tels que la restrictien Fi de F & chaque Yi soit un
faisceau localement constant, Il est alors immédiat que les homeomorphismes cano-
niques F —s Uy (Fi) définissent un homcmorphisme F — TTT‘ui+(Fi) qui est
un monomorphisme, +

Cn pouvait méme s'arranger dans la construction précédente pour que
chague Fi soit, non seulement localement comnstant, mais de plus isotrivial,
i.e. qu'il exists un morphisme étale fini surjectif qi: Yi_-——% Yi tel que
q;(Fi} soit un faiscezu constant sur T} , soit Ci yt + Cela résulte par

i

éxemple aisément de la définition de 2,8.1 et de (VIIT 1.1 ). D'autre part,
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il résulte du "Mein Theorem" socus ls forme (EGA IV 8.12.6 ) gu'il existe un
morphisme fini p.: Zi —> X et une immersion cuverte ?i:Yi — Zi de
i

X-schémas.

(Ci Yi)’ F se plenge dans le produit
i

« 23 tout Zi est normal, zlors le lemme

-~ 4
Comme Fi se plonge dzooa PR i

ui*(qi*(q_xt)) = i (v:i.* {CS-Y!
i =

(2.14.1 ) ci-dessous impligue que vi*(Ci vi) — C done T se plonge

Ry !
i
dens le produit des pi*(Ci z ), et on a terminé. Dans le cas général, intro-

i

duisons le normalisé E;

1'immersion Gi ? Y} — f; . Cn voit sussitét gue f} contient les points

: s T 1 7
de Zi y 1l'image inverse Yi de Yi dans Zi y

maximaux de Z; , donc est dense dans 'E; - S A Z; = Z, et ai:T} —~ T}
sont les projections, comme cette dernidre est surjective, il s'ensuit gque
Cy yr Se plonge dans si*ﬂi‘t)’ done vi*(Ci YT) se plonge dans

s 1 =
vi*(si*(ci ?1)) = ri*(vi*(Ci TE}) , qui est isomorphe & ri*{ci Ei) en vertu
de (2.14.1 ) ci-dessous, donc F se plonge dans le produit des
pi*(ri*(c z_):} = ti*(%. 5 } , o t; = p;7; est la projection canonique Z, - X .
Lorsque ce ﬁorphisme est fini pour tout i , on & donc terminé, Dans le cas
général, on peut dire seulement gue Ea est entier sur X , donc de la forme
§p§§ﬂ§i), ol A; est un faiscesu quasi-cohérent de QOy—Algdbres, qui est
Utilisant (EGA IV 1.7.7 ), on voit que A, est limite induc-
tive de ses sous-flgibres &i 3 finies sur X , done fi est limite projective

r

(VII 5) des préschémas zZ, 5 = Spec(aij] » Tinis sur X . Appliquant (VII 5.11 ),
(c

entier sur QK

on trouve que ti*(ci 5 ) est limite inductive des t ol
i

ij**ri zij}
tij: zij —> X est la projection canonigue . En vertu de (2.7.3, 1'homomor-

phisme F — ti*(ci E—} se factorise donc per un homomorphisme
i

F — tij*(ci 3 ), pour un j = j(i) convenable On pose maintenant

ij

N=2 . » et on trouve un plongement comme annoncé dens 2,14,
: Raa P §,

I1 reste & prouver le

Lemme 2,14.1. Scient X un schéms géométriquement unibranche (par exemple

normal), i:U —> X une immersion ouverie gquasi-compacte. Alors 1'adhérence
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7 de U , muniede la structure réduite induite, est également géométriguement
m;;ranche, plus précisément, pour tout z € Z, ona O &~ 0

— =Z,z —Kred,z .
Supposons d'autre part i dominant, et scit C un ensemble, CU le faisceau
constant sur U défini par C . Alors 1l'homomorphisme neturel Cx ——;i*{cg)

est un isomorphisme. Mémes conclusions si on remplace l'immersion ocuverte i

par une inclusion i:x —>»X , o x est un point maximel de X .

Utilisant (EGA IV 2.3.11 ), on est ramend pour la premi®re asssertion
au cas ou X est local, de point fermé z , meis alors xréd est intégre et U
non vide, donc 2Z=X .. et l'assertion est évidente (il suffisait donmec, au
lieu de X géométriquement unidbranche, de supposer ici que les annesux locaux
de X_, sont intdzres). Pour la deuxidme assertion, regerdant fibre par fibre,
on se ramdne gréce & (VIII 5.3 ) et loc. cit. au cas o X est strictement
local, et & prouver alors gue H°(x,cx) ——Q-HO(U,CU} est bijectif. Or ici
encore, X est irréductible, et U en est un ouvert non vide donc irré-
ductible, et les deux membres de l'application précédente s'identifient & C ,
d'ol la conclusion voulue. (On 2 utilisé iei la notion "géométriquement
unibrenche" sous la forme de (EGA IV 18.8.14), comme signifiant que les an-
neaux localisés stricts de xréd sont intdgres). Le cas de 1'inclusion d'un
point maximal (énoncé ici pour la commodité de références futures) se traite
exactement de la méme facon.

Remargues 2.14.2. Lorsque X est noethérien, la démonstration donnée (ou une
déduction immédiate) montre que dans 2.14 (ii), on peut supposer les X! inta-
gres; si de plus on suppose X universellement japonais, i.e. les anneaax

de ses ouverts affines universellement japonais (EGA Oy 23.1.1, IV 7.7.2 ),
on peut de plus supposer les Ki NOTmaux,
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3.0. On va noter Gm}x le faiscezu représenté par le groupe multipli-
catif Spec O [t,t_1 ] sur X . Donc pour U —> X &tale, les sections de

( Em}.‘{ sur U sont les éléments inversibles I‘(U,U*U) de f(U.UU} .

Seit ne& IN, Le noyau de la puissance n-idme dans [ Em)x est le
"faisceau des racines n-idmes de 1'unité", noté (;Ln)z . On a donc une

suite exacte
n
(31.) 0 — (ply — () — (8) -

51 n est inversible sur X (c'est-h-dire, si n est premier 2 chaque carac—

téristique résiduelle de X), la puissance n-idme est un morphisme surjectif
pour les faisceaux :

Théorie de Kummer 3.2. On a 1la suite exacte

n

> (g ), —> 0

O_b(:un)x_)‘(@'m)l_ m'X

si n € M est inversible sur X .

En effet, soit u & ( B )y(U) , U —>X étale .
Il faut trouver un recouvrement étale ; Ui — U‘E de U tel que u
induise une puissance n-iZme sur chague Ui . Puisque n est inversible sur

U, 1l'équation

est "séparable" sur U, i.e.,
U' = Spec OU[T]/(Tn-u}

est étale au-dessus de U , Comme U' —=> U est surjectif, il est couvrant

et u induit une puissance n-idme sur U' , on a fini,
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Signelons que lorsque n est inversible sur X , (i.:.n]x est un
faisceau localement constant, en fait locaslement isomorphe au faisceau
(zZ/n Z)X’ et est constant dans des cas importants. La théorie de Kummer

donne donc des remseignements sur la cchomologie de X & valeurs dans cer-

tains feisceaux constants. En fait, on & par définition
o
B(X (8 )y) =C(x, of) ,

et pour la dimension 1 on a le

Théoréme  3.3. ("théoretme 90 de Hilbert") : On a un isomorphisme

1 .
H(X,( Em)x) = Pie X,

ou PicX est le groupe des classes de faisceaux inversibles sur X .

Démonstration. Cela veut dire gque le morphisme cancnique

BN (X ( Bo)g) —> B'(X_, (5 )y)

est bijectif, ce gui revient au méme que de dire que
BEE )y = B
x m’'X
o &; est 1'image directe pour le morphisme de sites évident
£ xét —_— xzar (VIIT 4). On est donc réduit =zu cas oi X est affine.

Comme on peut caleuler H' par Cech (V 2.5) et comme il suffit pour wn X

quasi-compact de prendre des recouvrements gquasi-compacts, c'est une consé-—

quence immédiate de la théorie de descente pour les faiscesux (of. FGA 190, ou

SGA VIIT 1),
3.3.1. Supposons X noethérien et sans composante immergée et soient

Xj les points maximaux d= X . Secit Rj 1'anneau ar*inien local de

X en x5, et ij: Spec Rj —% X 1le morphisme d'inclusion.
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On & une injection canonique

( Biply =2 ‘l?'ij*( EE)S?EC R

3

de faisceaux sur xet (resp. X ) . Le conoysu D est appelé le faisceau

zar
dés diviseurs de Cartier sur X (resp. X ) (M),
et zar

Corollaire 3.4. Soit X noethérien et sans composante immergde, soit
: X, —

£ et xzar

des diviseurs de Cartier sur Xe

le morphisme de sites canonigue , et soit D 1le faiscean

+ + Alors E. D est le faisceau D des
t —_— zar ——

diviseurs de Cartier sur xzar » &t on a en particulier :

8o(x

i 0
et,n) ~ H {xzar, Dm) .

Démonstration. Si 1'en applique €, & la suite exacte
I E
0 —» (Bm}x — rj 1j*(c5m)spec Rj

on trouve une suite exacte puisque R ¢ GEJX =0 (3.3) , d'ets 1a

— D — 0 ]

premi2re assertion.

Dans le cas oi X admet une caractéristique p # 0, le résultat
suivant remplacera parfois 3.2 pour 1'étude des coefficients de p—torsion :

Théorie d'Artin-Schreier 3.5, On a la suite exacte

0 —>(z/p 2y — p_x—fggx——a»o,

gl X est de caractéristique p > 0, olx 1? est le morphisme de groupes
additifs défini par 4n(f) = £P- 1,

Le noyau de ﬁ:est le feisceau des sections de DX gqui sont

localement dens le corps premier, donc est un faisceau constant, Le morphisme

(*) Dans EGA IV 21, on dit simplement "diviseurs" au lieu de "diviseurs
de Cartier",
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est surjectif pour la topologie étale parce gue 1'équation ™= T - &
(ac f(U'QJ)) est towjours "séparable" en caractéristique p , i.e. définit
un revétement étale de U . Pour appliquer cette suite exacte on utilisera

bien entendu (VII 4.2},

PrQEGSitiOn 3.6.

(1) Soit X un schéma et i : x —» X 1'inclusion d'un point.

Alors

2'(X,1,( z))= o

ol {22)1 est le "faisceeu constant" (cf. 2.0) de valeur Z

(ii) Si X est irréductible et si pour chague point gdométrigue ¥ de

X le locelisé strict X; de X en X est irréductible (on devrait dire

"X est géométriquement unibranche" cf.EGA IV 18.8.14) alors on a

Démonstration. (i) ©De la suite spectrale de Leray

B3Y = B(x,R%,(Z),) => 8" Yx,(Z) )

on déduit une injection H'(X,i.(z )) —>E'(x,(z ))e

Or puisque x = Spec k(x) est le spectre d'un corps, il est bien connu que
H1(x,(22)x) = 0 (cela résulte du fait que H(x,F) (q>0) est de torsion en
tout cas {cf. VII 2.2 et CG), et des suites exactes

0 —Z-23 7 _3Z/n —, 0), d'oir 1le résultat.

(i1) Soit d: x > X 1'inclusion du point générigue de X . On voit
imnédiatement gue sous les conditions de (ii) 1le morphisme canonigue

(z }x e i*(Z)x est bijectif (la réciprogue étent d'ailleurs vraie
€galement!), et (ii) est ainsi réduit & (i).
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Remargues 3.7. Dans 3.6 (i) et (ii) on peut remplacer Z par n'importe
suel groupe abélien sens torsion. D'autre part, (ii) devient faux si on ¥
apandonne 1l'hypothése que X est gdométrigquement unibrenche, comme on voit
par exemple en prenant pour X une courbe algébrigue sur un corps K ,

admettant un peint doutle ordinaire (faire le calcul de H'(X, Z) dens ce cas!)

4, Cag d'une courbe algébrigue.

4.0, Soit X un schéma noethérien de dimensien 1 . Soient R(X)
1'anneau des fonctions rationnelles sur X , et i: Spec R(X) —> X 1le
morphisme d'inclusion, L'ammeau R(X) est artinien, produit des anneaux

locaux de X aux points mawimaiix, et on peut utiliser les rédsultats de
(viiz 2).

Soit F un faisceau abélien sur Spec R(K:J et considérons les
faisceaux Rq-j.*F » @ > 0, sur X . Il résults aussitdt de VIII 5.2 que
la fibre de Rq:i.*F en un point géométrigue au-dessus d'un point maximal
de X est nmile.Puisgue X est de dimension 1

nature trés spéeiale 3

, un tel faisceau est de

Lemme 4.1, Soient X noethérien et F un faisceau sur X . Les
conditions suivantes sont éguivelentes (on appellera un faisceau satisfai-

sant & ces conditions un "skyscraper sheaf") :

(1) La fibre de F , en tout point géométrigue X de X qui est
au—dessus 4d'un point non-fermé x & X., est nulle.

(ii) Chague section s € F(X') (X' —> X étale de type fini) est
nulle, sauf en un nombre fini de points fermés de X .

E 3
(iii) Cna ¥ @ il P, ot x parcourt 1'ensemble des points

=
fermés de X et ol ix: x —» X est 1l'inclusion.
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Démonstration. Supposons que (i) soit vrai, et soit

z ¢ F(X*) (X' — X étale de type fini). Alors le support de =z (VIII 6.6)

est une partie fermée de X' formée de points fermés, donc finie (X' étent
noethérien), d'oir (i) == (ii) . L'implication (ii) —= (i) résulte du
calcul des fibres (VIII 3.9), et (iii) implique (i), car pour toute famille
(GKH de faiscesux sur les points fermés x de X , le faisceau F =P ix*(cx)
gur X satisfait (i) , comme il résulte du fait gque les foncteurs fibres
commutent aux sommes directes, et gue le support de ix*(Gx) est évidem-

ment contenu dans {x} .

Il reste & démontrer gque (ii) impligque (iii). Considérons le

morphisme canonigue
i
F — } li i *p ,

x parcourant l'ensemble des points fermés de X . D'aprés (ii), il se

factorise par

GB 5 i
F —> s 1#1.’._*2‘ »

ce qui donne le morphisme cherché. Nous laissons au lecteur la vérification

du fait qu'il est bijectif.

4.1.1. Appliquons le lemme au faiscesu qu*F introduit plus hsaut :
in a

Rl Fr Iy @ 3 x_*ix*(qu*F)
X

(2 percourant 1'ensemble des points fermés de X). Or d'aprés (VIIT 5) 1=
fibre de qu*F en un point gfométrique I de X est

(qu*F)E ~ 5% spec R(XZ), F)

o R(X.) ~ R(X) ®, 0 » X; étant le localisé strict de X en £
X "z
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(VIII 4), et ol on dénote aussi par F le faisceau induit par F sur
Spec E(XE), Supposcns meintensnt que le corps résidusl de tout point fermé
x de X sopit séparablement clos. On aura donc (cf., aussi (VI. 1))
B(x, Rl F) 2 BR(X, @ 1,1 x(rUF))
X

A~ D . a owfps @)
GI) BR(X, 14 (rY,F))

= @ BP(x, 1 *(R%,F))
® #(specR(X ), F) si p=0
iz x
o si p»O .
On trouve le
Corollaire 4.2. Scient X un schéma noethérien de dimension 1 , tel

que pour tout point fermé x de X , le corps résiduel k(x) soit sépara-

blement clos. Soit F un faisceau abélien, sur Spec R(X) (ol R(X) = anneau

des fonctions rationnelles sur X). Considérons la suite spectrale de

Leray ¢ Y

B = 8%(x, R%,F) = B¥ Uspec R(X) , F) .
n a

EPY - o si p et ¢ >0 ,

50 - @ 5¥Spee R(X) , F) si q>0,

ol x parcourt 1'ensemble des points fermés de X, et ol X  est le locelisé
strict de X au point =x .
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Le suite spectrale domme donc une suite exacte

0 — H'(X,i,F) —8'(spec R(X),F) —> @D E'(spec R(X_),F)
X
—> 8%(%,1,F) —> 5(Spec R(X),F) —» D E(Spec R(x), F)

—_— aean

4.3, Supposons maintenant que de plus la 1‘? ~dimension cohomologique
de Spec R(X) , pour un nombre premier # donné, soit au plus ézale & 1
(c'est-2-dire qu'on ait H*(Spee R(X), F) =0, ¢ > 1 , pour chaque faisceau
F de < -torsion sur Spec R(X) ). Soient Ki,...,i{m les corps résiduels
de 1'ammesu ertinien R(X), i.e. les corps résiduels des points maximaux
de X . Tenant compte du dictionmaire (VIII 2 ) la < —dimension cohomo—

logique de Spec R(X) est

o2, (spec R(D) - ewp{ea, ((&/AN}

oi cd Y (G) est 1a ¥—dimension cohomologique du groupe profini G
[ef.cG].

Chague corps résiduel K _ de R(X(x)),pour un localisé strict
X(x) de X, s'identifie évidemment & une extension séparable (infinie)
d'un des K- , d'olr

d ,(G(E/K)) ¢ e, (G(E/E))

d'aprés (CG IT 4.1, Prop. 10). Donc la ¢ -dimension cohomologigue
cd, (Spec R(X(x))) est aussi ¢ 1 .

Er appliquant la suite execte de 4.2 & un F de ¢ -torsion,
on trouve
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6 — E'(%,1,F) —>s H'(Spec R(X) F) —>

(4.3.1) € H'(Spec R(X(x)),F) —> E2(XL,iF) — O,
X
Bq(x,i*F) = 0 pour g> 2.
Remarquons que 1'hypothise gue cdj,(Spec R(X)) soit < 1 est

satisfait si X est une courbe algébrique sur un corps séparablement clos.
(Théordme de Tsenl[6, th.4.3]1).Des suites exactes analogues ont été étudides

e
dans ce cas par Oggl 2] et Safarevic,

bb, Supposons que € soit inversible sur X et prenons
F= [Em) R(X) . Appliquant 3.3 et [CG, chap. I, prop. 12] , on trouve,
toujours sous 1l'hypothZse que cdy (Spec R(X)) < 1,

I
o

'(Spec R(X) , 1©_)
(4.4.1)
E%(Spec R(X) , &) ;

ol le # sous 1'égalité veut dire que le groupe du premier membre, qui est

0 a > 2,

de torsion en tout cas, n'a pas de & —torsion.
On a le m@me résultat si on remplace R(X) par R(X(x)). Puisque
le faisceau Gm sur Spec R(X) induit évidemment le faisceau @m sur

Spec R(E(x)), on déduit de 4,2

f B'(X 4,0 8 )p0y) = ©
(4.4.2)

BY(x, .0 E’m)H{X)) 2 Q0 , 51 a5 1.
Or pour tout faisceau F sur X , on voit grice & 4.1 que l2 noyau P et
conoyau Q de 1'homomorphisme cancnigue F —» i_*:i.q’tE1 sont des "faisceaux
gratte-ciel", donc (comme les corps résiduels en les points fermés de X
sont supposés séparablement clos) on a Hi(X,P) = Hifx,Q) =0 pour i> o,
ce qui implique aussitft, par la suite exacte de cohomologie, que

34

37



- 35 - IX
B (X,F) —> HNX,1,1'F)

est un isomorphisme pour i > 2 ., Compte tenu de 4.4.2 on en conclut la

relation

i
(4.5 ) 5 (X, Em)}o pour i > 2 ,
valable lorsgue X est un préschémas noethérien de dimension 1 , satisfaisant
B cdp (rR(X)) £ 1, et dont les corps résiduels en les points fermés sont
sépareblement clos, Compte tenu de la théorie de Kummer (3.2 ) et de (3.3 )
on en conclut le

Théoréme 4.6. Scient X noethérien de dimension 1 , n urn entier qui
est inversible sur X , supposons gue cd , (R(X)) <« 1 pour chaque nombre

premier < qui divise n , et que pour tout point fermé =x de X, le corps

résiduel k(x) soit sépsrablement clos. Alors on a

Hq(x! (E.Ln)x) =0 si q > 2,

et la cohomologie pour g < 2 est donnée par la suite exacte

0o — HO{X,(th}XJ — Mx,0$) > (x,0%) —>
1 X > ! .
H (x’(ﬂ-‘-n):::) —> Pic X ——= Pic X — Hz(x,(ﬂ.;n)}{) —= @

Corcllaire 4.7. Seit X une courbe complite connexe sur un corps séparable-

ment clos k , de caractéristique premidre & n . Alors on a

o
HO (K, (e ) )~ (k)
tn X 1]411
1 & ; F: ) o R
H (X'(Pn}\(} —~ (Pic X)= ensemble des éléments de Pic X dont 1l'ordre diwvisen,
3 i ERsT m S e OF e T e Sl

HE{X.(-.LL“}\,J'—"- (Pic ®)/n = (&Z /a Z)°
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o ¢ est 1'ensemble des composantes irréductibles de X

Pour la dernibre assertion, "rappelons" gue le "schéms de Picard"
[TDTE V] d'un tel X/Spec k sadmet une décomposition

. e :
(4.8) 0 —s A — Plcﬂ/k — = Z° —= 0

el A est un groupe algébrigue connexs sur Spec k . Or 1'application
"multiplicarion par n " dans un tel A est étale, done surjeectif

pour les points 2 valeurs danms & . Il s'ensuit qu'on a

a(Pie X) = (a(x))
et
(Pic X)/n = (z/aZ° .

81 X est lisse sur Spec k , de sorte que la jacobienne A est
une variété abélienne, le groupe E(Pic X) est isomorphe & (Z /n)gg , o
& est le genre de X . Bien entendu, on a aussi l},r_n{k) A Z/n Z, donc les
rangs des groupes de cobomologie en tant que Z /n -modules sont 1 , 22 4, 1,
ce gui est le résultat auguel on devait s'attendre.

5. La méthode de la trace.

< Soit X um schéma, f: X' —> X un revétement étezle, et F un
faisceau sur X . Alors les formules d'adjonction donnent un morphisme

de restriction
¥ 5 pawp ‘

Comme f est fini, on a Hq(X,f*f*F) ¢ pYxi £ F) dich un morphisme,

appelé également restriction :
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(5.1.1) BYX,F) —E22 5 gY(xr,evF) ,

qui est d'ailleurs le morphisme évident. Mais dans le cas f é&tsle on a
sussi un sutre morphisme, appelé morphisme trace

(5.1.2) eoep — P

qui donne des morphismes sur la cohomologie
(5.1.3) B(x,o27) —F 5 5Y(x,F) .
Le morphisme trace est caractérisé par les deux propriétés suivantes :

(1) Il est de caractire local pour la topologie étale.

(i1) Si X' est somme disjointe de d copies de X , de sorte que

f 0*F == Fd » la trace est l'application somme FId —n By

L'unicité est triviele & partir de (i), (ii) puisque tout revé—
tement étale est localement constant. Ayant l'unicité, 1'existence s'ensuit

par l'argument usuel de descente.

De (ii) on déduit la formule suivante :

(5.1.4) trores : F — F est la multiplication per le degré local de f,

Si le degré est une constante d , on en déduit que le morphisme |
trores: EMX,F) —3 EXX,F) est la multiplication per 4 .

Corollaire 5.2, Soit f: X' —> X un revétement étale de degré constant
d. Si F est un faisceau de r-torsion sur X avee (r,d)=1 , alors

B X', £4F) = 0 implique que E}X,F)=0.

En effet, la multiplication par d induit un

-

isomorphisme de F, donc
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un iscmorphisme sur la cohomologie. Si ce derrier isomorphisme se factorise
par zéro, ona HMNX,F) =0 .
St Seoient maintenant i: U —> X une immersion, f: U' —> U un

revétement 2tale de degré 4 , et supposoms f induit par un morphisme
fini g: X' —> X par changement de base, i.e. on a zlors le dizgramme

cartésien

T ot %
Soit P un feisceausur U . Cn a

e I R o —E P

v ;

d
donc, comme i f, = g.i'y ,
(5.3) i*F ﬂ} g*i| *f*F iﬁ, i*F §
™~ -7
‘“‘\________________.’”’

d
1%

et comme i f, ~ g i!, (résulte p.ex. de (VIII 5.5 )),

(5.4 ) i F T2 g eer L w

d

=,

d'ou

(5.3') B X1,F) =225 g¥x,i' £0F) Ty BY(X,1,F)

\

a‘f;
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et
(5.4') BXX1,F) =25 gYx,i £F7) =5 5UXL,F)

d
Cn déduit de (5.4 ) les corollaires suivents i
Proposition 5.5. Seit X um schéma guasi-compact et quasi-séparé,

£ € B, et soit H un foncteur semi-exact & valeurs dans (Ab), défini

sur la catégorie des & —faisceauz sur X« » et compatible aveec les limites

inductives filtrantes., Les assertions suivantes sont égquivalentes :

(i) HE=0.

(i1) H(£,4i,( 2z/<€)) =0 pour chague f: ¥ —> X fini, et chague ouvert
i:U—>Y de Y, tel gue U soit de présentation finie sur X . Si X

est neethérien, on peut méme se borner & prendre Y intdgre.

Démonstration. D'aprés 2,7.2 et 2.5 il suffit de vérifier
EF) =0 pour F de la forme F =3i,G,ol i: U — X est 1l'inclusion d'un
sous—-schéma de X de présentation finie sur X , et ol G est un
¢ raiscesu localement constant "isotriviel" sur U . Seoit U" —= U un
revétement principal, de groupe E tel que g devienne constant sur
U" . Soit A 1le #—groupe des valeurs de G sur U" . Le groupe g opdre
sur A , et cette opération détermine lz structure de 0 . Soit h un
£ -sous-groupe de Sylow de g, et soit U' = U"/h 1le revétement de U
correspondant & h . Le degréd d de U' sur U est premier 3 # .
Prenons un prolongement de f£: U' —> U en un morphisme fini g: X' — X,
qui existe toujours {EGA IV 8.12.6 ), et soit i': U' —» X' 1'ineclusion.
En appliquant 5

a . 7 0 .
et le fait que d est premier & 7, on se rdduit &

ok
démontrer que B(gd' £*G) = 0
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Or il est tien comnu gue le seul groupe zbelien de € —torsion qui
ple pour une opfration d'un -!?—grcupe h est Z/¥ zvec cpération
triviale, et il s'ensuif gu'il existe une filtration de A en tant gue
b =

h-zodule, dont les guotients successifs sont isomorphes 3 Z /£ avec opé-

ration triviale. Cette filtrstion domne une filtration correspondante de

f#G , et il suffit donec, pour démontrer que H(g*i* If*G} = 0 de démontrer
que H(g,i', Z/r) =0, d'ol le résultet.

Proposition G5.6. Soient X un schéma noethérien, £ € 1P, et ¢ une
fonction & valeurs dans 1Y , définie sur 1'ensemble des schémas intégres

finis sur X . Supposons gue LP(Yj] £ (YZ) chague fois qu'il existe

un X-morphisme Y1 —_— Y2 » 8t que 1'inégmlité est stricte si Y1 est un
5 Pour tout Y fini suwr X ,

pcsons (Y) = Sup (Yi}, ou les Yi sont les composantes irréductibles de

sous-schéma fermé de Y, , distinct de T

Y , munis de la structure induite réduite. Alors les assertions suivantes

sont éguivelentes :

(i) Pour chague Y fini sur X et chague € —faisceau F sur Y on a
ET,F) =0 si q> ¢ (Supp 7).

(11) Pour chaque Y intdgre fini sur X ona EXY, z/£€)=0 si g> & (Y)

Démonstration. Supposons gue (ii) soit vrai. On peut appliquer
le proposition précédente % chague HY, tenant compte que la cohomologie
commite aux limites inductives et aux imsges directes par morphismes finis,
et on se réduit ainsi pour la vérification de (i) au cas Y intdgre
fini sur X , et F de la forme i, (Z/€ Jy » o4 i: U —> X est un ouvert

non—-vide.

Or on a une suite exacte
0 —i(z/8) —>(2/4)y — (2/&); — ©

oi Z = Y¥-U donec Z # Y . Faisant une récurrence sur la valeur de o, nous
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pouvons Supposer que 8% z,Z/#) =0 pour q > LF{Y)—1, 4ol
Y, i, (Z/€)) =0 pour q > ¢ (¥) grfce & la suite exscte de ccho-
mologie.

Corollaire 5.7. Seit X une courbe algébrigue sur un corps k sépara-

blement clos et de caractéristique différente de £ , £ €P. Alors lea coho-

mologie de X dans un faisceau T de £ -torsion est nulle en dimension

>2. 51 X est affine, la cohomologie est nulle en dimension > 1 .

Posons, pour Y fini intégre sur X, P(Y) =2 dim ¥ (resp.
Y(y) =dim ¥ si X, donc Y , est affine). D'aprds 7.6 il suffit de
démontrer que HI(Y,Z/Z) =0 =i g » P(Y), Or c'est trivial si
dim ¥ = © . Il reste donc i démontrer que HYY, Z/2) =0 si g > 2
(resp. si g > 1 dens le cas affine) pour une courbe intdgre Y .
Puisque (Z/"?)Y: (/u-z).r , c'est conséguence de 4.6 pour g > 2 .

Supposons X eaffine, Puisque les extensions radicielles n'affectent
pas la cohomologie (VIII 1,1), on se réduit au cas o k est algébrigue-
ment clos. Seit f: X' —» X 1l& normalisstion de X , gqui est un morphisme
fini et un isomorphisme en dehors 4'un ensemble fini de points, disoms 5 .

On & une suite exacte de faisceaux sur X
0 =¥ (Zfa)y —> ¢ Ty, —*E—0 ,

oi £ est concentré sur S, donc ot HYX,E) = 0 pour g > 0.
On se ramdne par (VIII 5,6) 2 démontrer que

Hq(x,f*(zfn}x,} ~ ®Yx', z/n) =0
si g > 1, c'est-B~dire, su cas X normale, On peut aussi évidemment

Supposer X connexe, Soit i: X —> X une immersion ocuverte avec X complite

et non-singuliere. Puisque X est affine, il msngue su moins un point de

X , et on voit immédiatement que per suite le morphisme
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Alk) ——> Pic X

f, ol 4 est la Jacobienne de X (ef. 4.8 ).
) est divisibtle par £ £ car k , il en est de méme de

X, ‘L-\.J_,) =0 par 4.6, cqfd.

Remarque 5.8. Signalons, pour référence ultérieure, que le raisonncment de
5.5 €tablit en fait le résultat suivant : Soient X un schéma quasi-
compact et guasi-sépar<, Punncmbre premier, T une sous-catégorie strictemznt
pleine de la catégorie des faisceaux sbdliens de é?—torsion constructibles,
stzble par facteurs directs et par extensions. Supposons gque pour chague
morphisme fini f:¥ —> X et chague ouvert 1i:U — Y de Y qui est de
présentation finie sur X , on ait f*(i!(g/é“gju) & C . Alors C contient
tous les faisceaux constructibles de é'-torsion.
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DIMENSION COHCMOLOGIQUE : PREMIERS RESULTATS

par M. ARTIN

Sommaire :
—————

¥
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4.
5.
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que

Introduction

Résultats auxiliaires pour un corps

Corps des fractions d'un anneau strictement loeal
Dimension cohomologigue : cas ¢ inversible dans S
Dimension cohomologigue : cas £ = p .

Dimension cohomologique pour un préschéma de type fini sur

Speec Z.

Introduction.

Dans cet exposé on convient, sauf mention expresse du contraire,

"faisceau" signifie "faisceau abdlien".

Soient X un schéma et £ & P , "Rappelons" qu'on appelle

£Adimension cohomologigue de X le plus grand entier cdg X=mnmn

(ou = oo si ce nombre n'existe pas) tel que H™(X,F) # 0 pour au moins
un faisceau de f’—torsion F sur X . 81 X = Spec & , nous écrivons
cdy & = cdy Spec A . Tenant compte du dictionnaire (VIII 2 ) on retrouve

ainsi la notion "classique" de [CG] dans le cas oi 4 = k est un corps.

Comme on a évidemment la formule

- \ T, -
cqe.(J;L X;) = sup od , X,

i &

on peut, de fagon évidente, étendre la théorie classigue & un anneau

12
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o

i
aloisiegnne" de Serre. Nous sions dans le

63

nien gueleongue. Cesttc théorie e3tv exposdedans CG) = "cohomologie
1 E g
¥ apporterons guelgues préci

1% 2.

Prenons par exemple le cas d'une variété X ealgébrique irré-
duectible, de dimension n , sur un corps séparasblement cles k, et fi-
xons £ # car k¥ . Un théordme qu'on trouvera dans lerP4 donne pour la
dimension cchomologigue la majoration 2n , gqui est lz dimension "véri-
table" de X (suggérée par l'analogie topologigue dans le cas ol
k = € ). Ce résultat est assez élémentaire & partir de la théorie pour
les corps, et en fait la majoration par 2n peut &tre améliorées sauf
dans le cas ol X est compleéte : il existe une autre majoration,
2n-1 , qui est vraie chaque fois que dans X il "mangque au moins un
point". Cette derniére est la bonne "majoration stable', dans le sens
que chaque X de dimension n contient un ouvert de dimension coho-
mologique 2n-1 . Une troisi®me majoration est obtenue pour une varidté
affine, ol on obtient n comme dimension cohomologinque. Clest une géné-
ralisation d'un des théorgmes de Lefschetz pour les sections hyperplanes
Ces deux derniéres assertions sont plus profondes et ne pourront &tre

démontrées gue plus tard (XIV).

Notons gue la dimension cohomologique n'est pas une notion

-

locale {(contrairement & ce qui a lisu pour les espaces paracompacts).
Par exemple un anneau hensélien & corps résiduel séparablement clos est
de dimension cochomologigue nulle, mais si on enldve le point fermé, on
peut obtenir un nombre arbitrairement grand, savoir 2n-1 si n = dim A
dans les cas les plus importants; ce qui est également en accord avec
l'analogie topologique fournie par la cohomologie de U - {x} sy ou U
est un petit voisinage cuvert d'un point x d'un espace analytique

complexe .,
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2, Résulyets suxiliaires sur un corps

On & le suivant

Théoréme 2.1. Soit k'/k une extension de type fini dlun corps k ,
— _—
et soit £ € P . Alors

cdgk' < cd , k + deg.tr.(k'/k) ,

Si 1'inégalité stricte est vraie et si 4 #ecar k , alors £=2,

k est ordonnable, et k' n'est pas ordonnable (i.e. =1 est une somme

de carrés dans k'),

Rappelons gque lorsgue Z - car ¥ on a cd_£ k' < 1
(CG II 2.2 )} donc la question d'égalité dans 2.1 ne se pose gudre.
De plus, on & cdek = oo si k est ordonnable. En effet la cléture
algébrique ¥ de Ik contient une sous-extension k (un sous-corps
maximal ordonné de k) avec EE:E] = 2 ., Evidemment, cdzi; = o , et
cdk ¢ cd,k d'aprés (CG I Prop. 14).

Démonstration. C'est presque tout bien connu. L'inégalité
ainsi gue 1l'égalité si cdzk { o, sont des résultats de Tate
(CG II 4.1.2). Il reste & démontrer que cd_fk’ < @ et ecdyk = o
implique k¥ ordonnable et £ =2 , et il suffit de traiter les deux ecas

suivants =

a) [k':kj < oo

b) k' = k(x) aveec x transcendant sur X .

Dans le cas &) on peut supposer k'/k séparable. Alors le groupe de

Galois E = G(k/k') est un sous-groupe ouvert de & = G(k/k) et
d'aprés un résultzt de Serre 1:5] ona cdyH =cdsCG sauf si G
contient un élément dl'ordre - . Comme un corps algébriquement cles k&
Ne peut pas avoir un sous-corps x d'indice fini sauf si £ = 2 =t
.

kK est ordonnable [?] s on trouve le résultat.
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Traitons le cas 1b). Soit R 1le hensélisé de Spec k[x] au
peint x = 0 , gui est un anneau de wvzluation discrete, et soit ¥ 1le
corps des fractions de R . Alors ed pk(x) ¢ oo impligue c-:i_eK ral .
Il suffit donc de démontrer gue cd_eK < oo implique cd{ek & O
ce gqui est conséquence du théordme suivant :

Théoréme 2.2 (%), Soit R un anneau de wvaluation discréte hensélien,
& corps de fractions K et corps résidusl k . Soit & € P .0na

d = k i
ch cdé +

dans les deux situations suivantes :

(1) £ # car x .

(ii) € £ car X , k parfait, et cdgk < oo

Remarque : Naturellement, si € = car K ona cde < 1 en tous cas
(C6 II 2.2). I1 reste done & &tudier la relation de cdpX avee,
peut-&tre, le module des différentielles absoluss §1 ; (EGA IV 20.4.3),
dans le cas d'inégrles caractéristiques lorsque car k = <, k non parfait,

Démonstration du théortme. Comme pour le théorzme (2.1), 1la
plupart est due & Tate. Le cas (ii) est traité explicitement dans
(CG IT Prop. 12) si R est complet, et on se réduit & ce cas au moyen
du lemme suivant @

Lemme 2.2.1, Soit R un anneau de valuation discrdte hensélien, &

corps des fractions X , et soit T 1e corps des fractions du complété
R de R , Alors

G(R/R) =~ o(R/K) .

=5

Démonstration. Cela veut dire que le foncteur L —> L = L &

(#) Ce théordme a &té démontré récemment par Ax [1] 2
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de la catégorie des X-algtbres étales dans la catégozie des Aﬁ—algébres
étales est une équivalence, Or chaque algdbre étale K' de AK e-ft induite
per une algébre étale convensble K! de K . En effet, si X' = Kfex]

o o satisfait & l'équation irréductible séparsble £{T) =0 2
coefficients dans ﬁ y il suffit de prendre pour K' 1l'lalgébre

K£ag°] s O o est ra;ine d'une éguation fO(T) =0 & coefficients
dans R avec f_ = f (8°) , N grand et M 1'id$al maximal de R .
Clest 1l'application de la "méthode de Newton" habituelle (Bourbaki,

Alg. Comm, III 4.5) . Il reste 2 démontrer que le foncteur est pleine~
ment fidzle (il est évidemment fidéle), et il revient au méme de Adémon-
trer gque si XK' est un corps, il en est de mBme de ﬁ’ » Soit R' 1le
normelisé de R dans X' , gui est fini sur R puisque K'/X est sé-
parable. L'anneau R' est un anneau de valuation discréte, et le
complété de R' est R! = R! Qbﬁﬁ . Done R! est un annesu de valua-
tion diserdte, et comme K' en est l'anneau total des fractions, il est

bien un corps.

Traitons l'assertion i) de 5.7 . 81 ecd pk L 0 on
est encore ramené par 2,2.1 2 (CG II Prop. 12) (1'hypothise faitedans
1'énoncé de cette proposition gque k soit parfait n'est utilisé dans
la démonstration que dans le cas de caractéristique résiduelle £ )

Il reste donc & démontrer que Cdf K € oo impligue cd ,k <« oo .

Soit & = G(k/k) = G(K/K) ou X est l'extension non ramifide
maximale de K (i.e. le corps des fractions de 1l'anneau de valuation
diseréte R , & corps résiduel séparablement clos, hensélisé strict de

R),C=0c(K/K) , H=06(KX), donc G =G/E . Soit &' < & un

é;-aous—grcupe de Sylow, et soient k'/k , K'/K les extensions corres-
pondant & G!' ., On a cdyk & o si et seulement si cdyk!' < o
(ce 1 Prop. 14), donc en remplagant R par son normalisé dans XK' , on

se réduit au cas o G est un & -groupe. Il suffit alors de démontrer
. o N, = = )
que 81 cd,C < o , 2lors H(G , Z /£) =0 pour N asscz grand

(c¢ I Prop. 20).
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On cd, H = 1 dtaprés la partie de i) déj: démontrée,

appliquée a De plus, on &

(2.2.2 81(11, i’Lf.) = 31(Spec E, JJ._E) =i’*ﬁ€**‘3 - ESE .

En effet, H1(Spec X, ?"L-ZJ = ﬁ*fﬁ*“g d'aprés la théorie de Kummer
IX 3.2, On & une suite exacte

0 —% K" — X* 5 T —5 0,

et R* est divisible par £ puisque ¥ est strictement local et

inversible dans & y dtolt (2.2.1 ).

Considérons la suite spectrzle de Hochschild-Serre
e = -
B3 = EP(G , H¥(H, b)) = PTG, pyp) .

Cn a qu =0 si g > 1 . 51 de plus Cd-EG £ @ , le morphisme
"coboxrd"

BNE, B(E, ) — BNGE, )

doit 8tre bijectif pour n assez grand, et il fsut démontrer gqu'alors

n=1,= _1 n-1,=

B (G,H (H: ﬂ-’-j_)) =H (Gr Z/E) =0 .

Posons R' = R[x'] avee x! 2 . x s X le paramdtre local de
R , et soient K' 1le corps des fractions de R', G' = G(K/k') , etc...
le corps réaiduel de R' est k, puisque nous avons supposé G un L-groupe,

donc que les racines 4,2mes de 1'unité sont dans K. On a un diagramme

" ]

[

o€
ﬂé—)ﬂ

o]

—_— G
-_— G —

o1




% Te X

d'ol un morphisme de suites speotrales de Hochschild-Serre, qui donne un
disgramme commutatif

B (E,E" (7Y, )
n+t, =
ET H (G! LL_E}
B8, B (8, u,)) :

Comme cd‘g G ¢« oo dimpligue cdzc’ < 0, tous les morphismes dans ce
diegramme sont des isomorphismes pour n grand. Mais le morphisme

Z/r=H'(E p,)—> E@E, Kk, )=-2/2

qui induit la fléche £ est évidemmeni nul, donc En‘*(c‘;,zm’) =4 ,
eqfd.

Théoréme 2.3, Scient A un anneau noethérien hensélien de dimensien
1, et € € P inversible dans A . Soient k 1le corps résiduel de

A et R(A) 1l'annesu des fonctions rationnelles sur Spec A , On a

chR(A) < cd£k+1 ’

et 1'¢égalité est vraie si £ # 2 ou si k n'est pas ordonnasble.

Démonstration. En remplagant A par A/P pour un iddal pre-
mier minimal P de A et en appliquant (VIII 1) on voit qu'on peut
Bupposer A intégre. Soient ¥ son corps des fractions, R son norma-
1isé, qui est local et hensélien, donc un annesu de valuation discrite
(i1 est noethérien d'aprés Krull-Akdzuki (Bourbaki, Alg. Comm. Chap. 7,
§ 2, prop. 5)) et soit k' 1le corps résiduel de R . Il est connu que
[k‘:k] < o (loe. cit.). Or X est le corps des fractions dc R et
on a done
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cﬁg K=9gd _ k' + 1 £ cd pk + 1

dlaprés 2.2 , avec 1l'égalité sous la dernidre hypothise de 2.3 "

d'aprés 2.1

Exemple : L'égalité n'est pas vraie pour < = 2 , &4 &tant le hensélisé
. I - b
2 llorigine de R [x,y]/(x"+y°)

Corellzire 2.4. Soit A un anneau local noethérien & corps résiduel

kX , et soit £ € P inversible dans A . Supposons gue £ L2 ol

gu'aucun.corps résiduel de Spec A ne soit ordonnable. Alors on =1

cd{R(A) > edyk + dim & ,

=

oi R(A) est l'anneau des fonctions rationnelles sur Speec 4 .

Démonstration. On peut supposer A intégre, a corps des
frections R(L) = X . Soit x € MA un élément qui n'est pas diviseur

de zéro. Alors dim A/(x) = dim A - 1 . Par récurrence sur dim A, on a

cd_gﬂ(A/(x)) > cd.ek + dim &4 - 1

Soit k' un corps résiduel de R(4/(x)) tel gue cd k' = cd ,R(A/(x))

A
(ef VIII 1), et soit P 1tidsal premier, noyau de A _3 k' . L'anneau A
est de dimension 1 , Il suffit donc de démonirer le corollaire pour l'ar |
neau local A, , c'est-a-dire, on est réduit au cas ol dim A = 1 . '

Soit L 1le hensélisé de 4 . Chaque corps résiduel de R(E) s'identifie

& une extension séparable de R(E) = ¥ , et on a done
cd_ER(A) =cdyK > cd_éﬁ(.&) 5

On est ainsi ramené au cas ol 4 est de dimension 1 et hensélien, ce

qui est conséquence de 2.3 ,
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schéma noethérien et soit € € B

-ﬂbrollaire R 1Y Seit
——

gggeraible sur X . Alors

cdg‘ﬂ(}i > dim X .

En effet, soit =x € X un point tel que dim X = dim UK 5

gk )

(ou tel que dim OX,x est trés grand si dim X = oo ). Soit A 1le
G gt s . 3
hensélisé strict de Oy _ . 4lors on a od, R(X) > Cd.ZR{Ox,x" > edy R{4)

d'aprés le raisonnement habituel. De plus, dim & = dim X (resp. est trds

grend). Si € =2 , et si Z est inversible sur X , alors 1l!'éguation

T2
que & est strictement local, donc les corps résiduels de 4 sont non

+ 1 =0 est séparable sur A , donc -1 est un carré dans A parce

ordonnables. Donc les hypothéses de 2.4 sont satisfaites pour 4 en

tout cas, et on a cd},R(ﬁ) > dim 4 , d'ol le résultat.

3. Corps des fractions d'un anneau strictement local.

3.0. Nous aurons un besoin essentiel, pour les numéros suivants,
de la connaissance de cdf R(4), ot 4 est un anneau strictement loezl,
clest-&-dire hensélien & corps résiduel séparzblement clos. Malheureuse-
ment on ne connaft pas cdy R(4) dans le cas géneral, par exemple si

2= 2 J[x]] (2 # 2).

On conjecturs cependant gue si A es5t noethérien et & est
inversible dans A, on aura
(3.9) cdg?{(;«.) = dim A ( € inversible dans A) ,

du meins dans les cas les plus importants, par exemple si A est un an-
neau excellent (EGA IV 7.8.2).

I

Notons que si dim & = 1 , (3.1) est vrai d"aprés 2.3 . De

L% 1]

plus, on a 1'inégalité 3 d'aprds 2.5 en tout cas. Nous démontrerons

plus tard (XIX) que (3.1) est aussi vrai si A est excellent de
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caractéristigue résiduelle nulle, en utilisant la résolution des singu-
larités F3] . Iei nous démontrerons (3.1) seulement dans le cas fagile
1

3.2, eci-dessous.

Naturellement on a CdJER(A) £ 1 si A est de carazctéristi-
que £ y done ce cas est trivial. TI1 reste de plus & analyser le cas
d'inégales caractéristiques, avec caractéristigue résiduelle - , et on
ne s'attend pas & ce gue 3.1 soit vrai dans ce cas 1la, Il faudra cer-
tainement tenir compte du rang du module §i ; (k 1le corps résiduel),

i.e. du degré [k :kej ;

Proposition 3426 Soit X wun préschéma de type fini sur le spectre

d'un corps k ou sur le spectre d'un anneau de valuation discrite R .

et soit £ € IP inversible dans k (resp. R). Alors 3.1 est vrai

pour chaque annean & qui est un localisé strict de X .

Démonstration. Prenons X intzgre (on se réduit & ce cas com
d'habitude), et soit n = dim X .

Supposons que X soit défini sur un corps séparablement clos

kX . Alors pour chague anneau A gqui est un localisé sirict de X en w
point fermé, on a dim A = n , Comme chaque corps résiduel K de R(&)
s'identifie & une extension algébrique de R(X) et comme

deg.tr.(R(X)/k) = dim X

n o,

ona cdpK £ n dlaprés 2.1 , d'oh cd_gii(.a.) < n . L'inégalité oppo

est conséquence de 2.5,

Supposons maintenant que X soit de type fini sur Spec R ,
R un snnesu de valuation discrite, et soit A le localiss strict de X
en un point x . Si x n'est pas au-dessus du point fermé de Spec R ,
on se réduit immédiatement au cas oii X est de type fini sur un corps
(en localisant R). On peut asussi pour la méme raison supposer gue le
morphisme X — Spec R est dominant.
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- 11 - X

Supposons pour ll'instant nque de plus R est un anneau de

valuation discréte strictement locel et que le point x est fermé dans

X . Alors ona dim A = dim X = n (EGA IV 5.6.5) . Comme chaque corps

résiduel K de R(A) s'identifie & une extension séparable de R(X)

on &
cdé. R(A) & oaea(x) < cd_gL + deg.tr.(R(X)/L)
=1+ (n-1) = n
dlepréds 2.1 et 2.2 , o L esat le corps des fractions de R y d'ol

le résultat dans ce cas, compte tenu de 2.5

On déduit le cas général de ces cas particuliers au moyen du

lemme suiwvant :

Lemme 3.73.

(i) Soit X de itype fini sur le spectre d'un corps k et soit A

un anneau localisé strict de X en un point x . Alors il existe un

corps k' séparablement clos, un schéma X' de type fini sur Spee k' ,

et un point =x' <fermé dans X' +el gue A soit isomorphe & un anneau

locelisé strict de X! en x! .

(ii) Soit X de type fini sur Spec R , R un anneau de valuation

discréte, soit x un point de X au-dessus du point fermé de Spec R et

goit A wun localisé strict de X en x . Il existe un anneau de valua-

tion discrite strictement locel R', un schéma X' de type fini sur

Spec R' , et un point fermé x' de X' au-dessus du point fermé de
Spec R' , tel que 4 soit isomorphe & un localisé strict de X! en x!',
Démonstration. (i) On peut prendre X affine.

Soit Y 1'adhérence de x dans X » avec la structure induite réduite,
€%t soit d = dim Y . Par le lemme de normalisation ([2] chap. v § 3

n® 1) , il existe un morphisme

X —> Spec k[y1,... ¥al =T
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indnisant un morphisme fini Y — T . Par suite l'anneau loecalisé strict
de Oy x o8t isomorphe au localis€ strict de Oy, U ol1
L R
X' =X xTSpecRET:- y et ot =x' est un point fermé dans X' .
(ii) Ce cas se traite d'une fagon analogue. On peut supposer X affins,

dlanneau & . Seit Y 1l'adhérence de x dans X avec la structure in-
duite réduite, qui est un sous-schéma fermé de la fibre fermde ](O de X
sur Spec R , et soit d = dim Y . Alors, en relevant les éléments
Fqseraly de A @Rk envisagéa dans i) en des éiéments de A , on

trouve un meorphisme

X — > Spec RE.y.!,...,yd] = T

induisant un morphisme fini Y —>» To . Boit R' 1le localisé strict de
R£y1,...,yd] = B en 1'idéal premier mB . Alors R' est un anneau de
valuation discréte strictement local, et on peut prendre X' = X xTSpec B,
et x' un point fermé de X' au-dessus de x .

4. Dimension cohomologigue : cas ¥ inversible dans gx .

ThéorZme 4.1 Soit X un schéma noethérien, £ € P , et

¢ une fonction sur X , & valeurs dans M , et satisfaisant aux

conditions suivantes :

(1) Pour chague =x € X , cd , x) g « (=) .

(ii) Soit x € X et y € Y = adhérence de x , y # x . Soit K 1'anneau

des fonctions rationnelles d'un localisé strict de Y au-dessus de y

On a Cdi K<op(=) - ¢gy) .

Alors pour chaque faisceau de € -torsion F sur X on

4]

5%x,7) = o

si q)t:(F)szup{::x}tx&K,Fi}40

R

54

57
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Démonstration. Les hypothéses seront aussi vérifiées pour la
fonction restriction de ¢, & un sous-préschéma quelconque de X y done
par Técurrence noethérienne nous pouvons supposer le théorime vrai pour
chaque sous-préschéma fermé de X distinet de X . BSoit F donné et
éerivons F = }EE_?i oli les Fi sont les sous-faisceaux constructibles
de F (IX 2.9 (iid)).

Pour chaque Fi' 1'ensemble des x&€X tels que Fx £ 0 est construc-—
tible dans X , et nous pouvons appliquer l'hypothése de récurrence &
chague Fi dont le suppori n'est pas dense. On voit ainsi que l'hypothdse
de récurrence impligue en fait gque le théoréme est vrai pour chague F
gqui est nul en au moins un des points maximaux de X . Nous =zllons done

supposer gque F ne satisfait pas & cette condition.

Soit maintenant i : Spec R(X) — X 1'inclusion, ou R(X)
est l'anneau des fonctions rationnelles de X , et considérons la suite
exacte suivante, oi X et ¢ sont définis comme noyau et conoyau

respectivement :

0—-—>K—>F————>i*i*F—>C —_—a b .

Iei K et C sont nuls en chague point maximal de X , donc dl'aprés
(i1), @ (XK) (resp. @ (C)) est strictement plus petit que

n= @(F), d'ou 2Y4(x,k) = 8%(x,¢) = 0 pour g > n . Donc pour démon-
trer HYX,F) = 0 pour a>n , il suffit, grfce aux suites exactes de
cohomologie, de démontrer Hqix,i*i*F) = 0 , dorc nous pouvons supposer
que F est de la forme i*G ; pour un 4 -faisceau convenzble & sur
Spec R(X) .

Examinons la suite spectrale de Leray.

L [ E P+ o Fa
B3’® = B®(x,R% _6) —> E®"Y(spec R(X), G) .

Or E(Xjréd est produit des corps k{x) pour x meximal dans X "
donc edpsR(X) & n d'aprds (i) , donc l'aboutissement de la suite
Spectrale est nul en dim 3 n .

a5
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Nous wvoulons démontrer gue Ego =0 pour 1 >

5]

En examinant la suite

g y 2 . i =Pg i
spectrale, on voit qu'il suffit de démontrer que E = 0 si q»0

s Hyw)

et si p > n-q-1 ., Done, par récurrence, il suffit

de démontrer gue (Rq-i*G) £ n-gq pour g > 0 . Meis d'apres

VL S5.2 la fibre de Rq:‘r.*G en un point géométrigue y au-dessus d'.
point y € X n'est autre gue Hq(Spec K, GI{)' oi K est l'anneau des
fonctions rationnelles du localisé strict de X en y , et G, est le
faisceau induit sur Spec K . On a cd’;K < n - YP(y) d'apres (ii) ’
dtol (qu*(}); =0 si g 3 n- @(y), ce qui donne le résultat
cherché.

Corollaire 4.2. Seoient X un schéma noethérien, £ € P, ne¢ N

et supposons gue les conditions suivantes soient satisfaites

(i) Pour chague point y de X de codimension ¢ , on a
cdgk(y} £ n - 2c.

(ii) Pour chaque anneau A , localisé strict d'un sous-schéma fermé
irréductible Y de X , on a ad‘pﬁ(ﬁ) £ dim A .

Alors

cdexgn R

Plus précisément, si F est un £ -faisceau qui est nul en chague poin

¥ de codimension ¢ s , on a

EYX,F) = 0 si q> n- 28 .

En effet, on peut prendre & (y) = n-2codim y et appliquer
4.1, dont la condition (i) (resp. (ii)) résulte de 1a condition corre
pondante de (i) (resp. (ii)) de (4.2), compte tenu pour (ii) de 1'iné

galité dim QY,:,r + dim _ijx £ dim -QK,:; .
Corollaire 4.3. Soit X de type fini et de dimension n sur un co

k et soit 4 # cur k¥ . Alors cd£142n+cd k .

£

56

59




T o X

On applique le corollaire précédent, en y remplagant n par

20 + Cdjk’ et utilisant 2.1 et 3,2 pour vérifier les conditions (i) et (ii)

de 4.2, et tenant compte pour (i) de 1l'inégalité

deg.tr.K{y)/k + dim 0 <dim X
=X,y

Corollaire 4.4. Soit X noethérien, et £ € P inversible sur X .
——

Supposons gque la condition (ii) de 4.2 est satisfaite,et que de plus

{’,{ 2 ol gu'aucun corps résiduel de X ne soit ordonnable. Alors om a

cdex < cdzR(x) + dim X ¢ 2ed rR(X) .

-~

£

On pose n = cd.£ R(X) + dim X dana 4.2 , et on applique
2.4 , qui impligque la condition (i) de 4.2 , car
°d2 k(y) < cdé. R(Qx,y) - dim gx'y < edy R(X) - dim _Qx’yé n - 2 dim Q—X,y'
Le deuxi®me inégalité dans 4.4 7résulte de 2.5 .

Exemple 4»5.L'hypothése inélégante sur les corps résiduels faite dans 4.4 ,
est nécessaire, comme on voit avec X = Specﬂtx,y,z]/(xz+ ;.r2+ 2.2} , ol
toutes les autres conditions sont satisfaites, avee dim X = Cdf R(X)=€=2,
mais le fzisceau Z /2 concentré au point (0,0,0) a une cohomologie

non nulle en chaque dimension, done cdzx = + co

4.6. On est tenté sussi dl'essayer dans 4.2 de mettre des hypothéses
seulement sur les points fermés de X , mais ce n'est pas possible. Par
exemple il existe des anneaux de valuation discr&te & corps résiduel
algébriquement clos et & corps de fonections ayant une dimension cohomolo-
gique arbitrairement grande (). Le spectre d'un tel anneau zurs aussi

une dimension cohomologigue trés grande.

(#) Pour s'en convaincre, il suffit de noter gque si X est un schéme
algébrique lisse sur un corps k , admettant un point x € X(x),
alors on peut trouver un "arc de courbe formel" passant par x dont
"l'enveloppe algébrigue" soit X , et dont le corps des fonctione
contient donc celui K de X , et y induit une valuation discrite
dont le corps résiduel est k .

60




5. Dimension cohomologigue : cas £ = p

5.0. En utilisant la théorie d'Artin -~ Sechreier (IX 3.5) on obtient
une meilleure mejoration gue 4.3 pour le p-dimension cohomologigue
d'un schéma X de caractéristique p . Soit ocdge X le plus grand
nombre n tel que HE'(X,F) # O pour au moins un faisceau de liodules F
guasi-cohdrent sur X (au sens de Zariski). On a le

Théoréme 5.1. Soit X un schéma noethérien de caractéristigue

F X0 . Aloxs
cdpx £ edge X + 1 .

-

En particulier, la p-dimension cohomologique d'un schéma noethérien

affine X de caractéristigue p > 0 est au plus égale & 1 .

Démonstration. Appliquons IX 5.5 3
Tenant compte du fait que les qu*F s @> 0 , sont nuls pour un mor=-
phisme £ fini et pour un fszisceau abélien F (VIII 5.5) (resp. un
faiseceau F quasi-cohérent), on se ramdne & démontrer gue
5e (X,i1( pr)u) =0 pour i:U — X une immersion ouverte et pour
a > cdge X .

Or soit Y un sous-préschéma fermé de X de support X - T
et soit J 1le faisceau cohérent d'idéaux définissant Y . Le morphisme
pt f£fh>fP- £ (IX 3.5) induit un morphisme J —» J . En exsminant la
suite exacte IX 3.5 et la suite exacte

0 — 1, (Z/p)y— (Z/p)y—> (Z/p)y —> O
on voit qu'on a en fait une suite exacte
(=) 0 —>i!(2/p)U—> J —»J — 0.

Puisque J est cohérent on & H%(X,J) = 0O pour g > cdge X , dtol 1le
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résultat paer la sulte exacte de cohomologie.

Pour un schéme quasi-projectif sur un corps k séparablement
¢clos, on peut réduire oette majoration dans certain cas par 1 .

on a en fait

Corollaire 5.2. Soit X un schéma de type fini sur un corps k
————————— ———

de caractéristique p > 0 . Cn a

cd X & dim X +1

A

et 21 k est séparablement clos et X quasi-projectif{f,, on &

cd_X S dim X .

En effet, la premi®ére azssertion est claire, puisqgue

cdac X ¢ dim X ([6] 4.15.2) . Traitons la deuxidme : Pour un tel X

;]

e n : :

les groupes de cohomologie H (X,F) {(n = dim X) , pour un faisceau

cohérent F , sont des espaces vectoriels de dimension finie sur k .
: e n n A RN P 3

Soit V =H (X,J), o J est le faisceau d'idéaux qui figure dans la

suite exacte (x). Le morphismé ¢: V —> V déduit de (x) est évidem-
ment de la forme =€ - id ou £ satisfait a E£(rv) = r*e(v) pour

rek et vE& V . La jaccbienne de l'application $  gu schéma affine
5

déduit de P est donc -I , I 1la matrice identique. Par suite & -est

étale, donc surjectif parce gque additif, et il s'ensuit que < eat
surjectif puisque k est séparablement clos, d'olt aussitdt la

conclusion.

\*) Utilisant le lemme de Chow, il est facile de remplacer la condition
"Y quasi-projectif" par "X sépars".
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6. Dimension cohomologigque pour un préschéma de type fini sur Spee Z.
———=T=510H COnomo 2

Proposition 6.1. Soit X guasi-fini su-dessus de Spec Z .
Supposons aque £ # 2 ol que chague corps résiduel de X de caracté-

ristigue zéro est totalement imaginaire. Alors cdg X £ 3.

C'est une conséquence de Théoréme 2.2 (ii), du Corollaire
4.2 et du fait gqu'un corps de nombres (totalement imaginaire si
¢ = 2) est de < -dimension cochomologigue ¢ 2 (CCG II 4.4).

~

I1 s'ensuit en fait de la théorie des corps de classes qu'on a

l'égalité si le morphisme X —> Spec Z est propre et surjectif.

Malheureusement les résultats du n° 4 ne s'appliquent pas tels
quels si X est seulement de type fini sur Spee Z , parce gue l'hypo=-
thése (ii) de (4.2) n'est pas en général vérifide pour les anneaux locau:
de caractéristigue résiduellef.On doit donc utiliser le résultat (5.1)

pour obtenir la bonne majoration; on va maintenant se payer pour le
théorgme (5.1).

Théordme 6.2. Soit X de type fini sur Speec Z , et soit L€ P .
Supposons, 55_-8 = 2 , gu'aucun corps résiduel de X n'est ordonnable.

Alors

cd x,s._ 2 dim X + 1

£

Plus précisément, soit F un faisecau de + -torsion tel que pour tout
point x de X tel gue Fe # 0, on ait

(¥-1)/2 si £ # car k(x)

dim [E} £

N-1 si £ = car k(x)

{{E} est l'adhérence de {x}); alors

BP(X,F) =0 si p>F§ .
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Démonstration. Par réeurrence sur X , nous pouvons supposer
le théoréme vrai pour chague sous-préschéma fermé distinct de X . Si F
est comme dans l'énoncé et si on écrit F = lim Fi ol les Fi sont les
gous-faisceaux constructibles de F (IX 2.9 (iii)), chaque F; vérifie
aussi les mémes hypothéses. Il suffit donc de démontrer le théorime

lorsque F est construetible.

Or dans ce cas l'ensemble E des x &€ X tels gque Fg £ 0
est un sous-ensemble constructible, et l'hypothése de récurrence impligue
que le théordtme est vrai pour chaque F +tel que E ne soit pas dense,
De plus, le théoréme est une conséquence de 5.1 pour un faisceau
concentré sur la fibre de X en le point (£) de Spec Z,et de 4.3
pour un faisceau concentré sur la fibre en (p), oi p £ # , compte temu

que cd‘e Z/pZ =1 (CG II 2.2).

Prenons X réduit, et soit X = }Io u X1 olr J{1 est le sous=
ensemble fermé, réunion des composantes irréductibles de X de caracté-
ristigue £ , 2t ol XO est la réunion des autres composantes irréduc-
tibles, XG et X, é&tant munis des structures induites réduites.

Soient Jj, : X, — X 1les inclusions et soit d, = dim X,J , 2t
N = sup{?dﬁﬂ, d‘lﬂ} . Pour tout F constructible sur X on a une
suite exacte.

(%) 0 —> F — s j*iF @ §,#3,"F —C — 0 ,

ok C est concentré sur XO-"I x.l y qui est de earactéristique £ et

de dimension £ d.,.r-‘i +« 11 s'ensuit gue
2 x,¢) = 0 si gx N -1,
N-1 .

car en vertu ae 5.1 on a cd‘f (Xon X1) £ dim xon X, + 1K 31

"

1
En examinant la suite exacte de cchomologie relative de (») , on se
raméne auy cas X = Xy ou X = X, 5 et ce dernier est conséguence de

5.1 , comme on 1l'e déja signalé.
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Supposons donc gue chague point maximal de X est de caracté—
ristique différente de £ , et soient i,% xy;—> X les inclusions des
points maximaux. En examinant la suite exacte

0 —> K —3F 3> @iy i,)F =6 —>0
v

on se réduit par réecurrence zu cas F = i sy clest-2-dire F de

.
v %ty F
la forme 1. G pour un faisceau G convenable sur Spee k(x) , x un

point de X . On peut donc supposer X irréductible et réduit, & point

générigue x , et gue la caractéristique de k(x) est zéro d'aprés 4.3
Examinons la suite spectrale
: q. +

(#%) EP(x,R%,6) = #P"Y(spec k(x) , G) .

Soit s = dim X . Il nous faut démontrer que

e}
(+) Eg = 0 pour p» S 2s + 1 .,
Or k(x)[i] est de degré de transcendance 3-1 azu-dessus de OEiJ

qui est un corps de dimension cohomologigue 2 , Puisgue k(x) n'est pas
ordonnable si £ = 2 , il s'ensuit de 2.1 quion a cd, k(x) =8 + 1,
fe implique gue le but de la suite spectrale est nul pour n > s + 1 .

I1 suffit donc pour (+) de démontrer que dans (=) on a
(++) quzo si pN28s-qg et g > O

Soit ¥ wun point de X et X 1'annezu des fractions d'un
localisé strict en un point géométrique ¥ de X au-dessus de S
Llors X est produit direct de corps dont chacun est de degré de
transcendance s-1 sur un localisé strict de Z , et on a done, d'aprés
2.1 et 2.2, ed , X

caractéristique résiduelle de y n'est pas £ . On a donc

£ 8 . De plus on peut eppliquer 3.2 si la
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1 g > codim y, i.e. dim §F > seq,et £+ car kiy),

= o ou si q »s5 en tout cas.

En particulier on a

qu =0 =i g@> s . Pour vérifier {++

cas O« q 8, on applique l'hypothise de rdcurrence aux faisgeaux qu_{ch_

D'aprés lléncneé et ("),il faut peser N' = 2g - @ et vérifier les

deux inégalités

oh X, est le fibré de X au-dessus du peint (£) de Spec Z.
Elleswsont bien vraies si 0 <« 4 £ s

y» cafd.
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EXPOSE XI

COMPARATISON AVEC LA COHOMOLOGIE CLASSIQUE :

CAS D'UN SCHEMA LISSE

par M. ARTIN

Sommaire :

1. Introduction

2, Existence de sections hyperplanes assez générales
3. Construction des bons voisinages

4. Le théoréme de comparaison.

1. Introduction.

Dans le n® 4 nous démontrercons que la cohomologie &tale & valeurs
dans un faisceau localement constant de torsion coIncide avec la cohomologie
classique pour un schéma X lisse sur Spec €. La démonstration, qui est
essentiellement celle donnée dans [1], est €lémentaire & partir du théorame
de Grauert rappelé plus bas (4.3 (iii)), qui dit que chaque rev&tement fini
de X(€) provient d'un rev@tement &tale de X ; c'est pourquei on la donne ici,
bien qu'on prouvera un résultat plus complet plus tard, en utilisant le
théoréme de résolution des singularités de Hironaka [3] (*). pe plus, les

bons voisinages construits dans la section 3 pourraient @tre utiles dans

(*) Notons d'ailleurs que la résolution des singularités de Hironaka permet
également de donner une démonstration trés simple du résultat de Grauert,
et 4 ce titre peut &tre considérée comme étant de toutes fagons 2 1a base
des théordmes de comparaison. Voir a ce sujet 1'exposé de Mme M. Raynaud
dans SGA 1 XII (North Holland Pub. Cie).
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d'autres situations,

Notons qu'il n'est pas vrai que la cohomologie étale et la coho-
| mologie classique colncident pour les faisceaux qui ne sont pas de torsion.
re

j e .
par exemple, on a2 H (het,Z ) = 0 pour tout schéma normal X (IX 3.6 (ii)),

i mais la cohomologie classique n'est pas nécessairement nulle.

2. Existence de sections hyvperplanes assez générales,

Le résultat suivant est classique mais on manque de référence

(en attendant EGA V) :

Théoreéme 2.1. Soit k un corps et V C]P: un_schéma algébrique projectif pure-

ment de dimension r. Soit V' le sous-schéma ouvert des points de V lisses

sur Spec k et soit P un point rationnel de‘Pn . Alors :

(1) Un sous-espace linéaire "assez général" L de dimension donnée d gg_Pn

coupe V transversalement en chaque point de L N v',

(ii) Soit {Hl,...,Hs} (s S r) un systéme d'hyperplane de degré d = 2 passant

par P et soit Y = Hlﬁ G ﬁHs. Si {Hl,...,Hs} est assez général, alors Y

coupe V transversalement en chaque point de Y N V',

La locution "pour un sous-espace linfaire assez général" veut
dire qu'il existe un sous-ensemble ouvert dense U de la grassmannienne qui
paramétrise les sous-espaces linfaires de dimension d, tel que 1'assertion
envisagée sur L soit vraie chaque fois que le paramétre de L est dans U.
Cela n'implique donc pas qu'il existe un tel L (défini sur k), si k n'est

pas défini. De méme, les hyperplans de degré d passant par P sont paramé-
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trisés par un espace projectif P, et la locution "pour fH=,,,_.H~] assez
i
= - - i = . N8
général” veut dire qu'il existe un sous-ensemble ouvert dense U de (P°)
tel que 1'assertion envisagée soit wvraie chaque fois que le paramétre de

(Hl,.;..Hs) est dans U.

Démonstration (i) : Par récurrence on est ramené immédiatement au
cas ot L est hyperplan. Soit EVQ) un recouvrement fini ouvert de V'. Si
l'assertion (i) est wvraie quand on remplace le symbole V' par V; quel que
Ssoit ¥, c'est aussi vrai pour V', parce que l'intersection d'un nombre fini
de sous-ensemble ouverts denses est également ocuvert et dense, On peut donc
remplacer la situation par un schéma algébrique affine, disons
v CZEE = Spee k [xl,...,xnl. L'hyperplan L sera 1'ensemble des zéros d'une

équation linéaire

n
i = 4
Li{x) a §=1 a x, )

Rappelons qu'un schéma lisse est localement intersection com léte,
PP p

On peut donc remplacer V' par un sous-ensemble ouvert de points de V tel

qu'il existe des polyndmes fl(x),__.,fn_r(x) qui s'annulent sur V et des

indices 1 = jv = n{v=1,...,n-r) tels que le déterminant
afi
TN (i,v = 1,...,n-1r)
v
Soit inversible. Disons jv =v (v =1,...,n-r), Alors on peut résoudre

les équations

—t 3f
v = E [ i
i i=1 . ij
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ur ¢, comme fonction rationnelle des variables x,, v,
pe i B 3
(i =1,...50-T) 3 j = 1l,...,0n), et ces fonctions ci(x,y) sont définies

en chaque point de V'

Or dire que L coupe V transversalement en un point Q de V'

revient a dire que la valeur de la matrice

- N
ufl Bfl
Bxl LR Exn
of af
n-r n-r
o ox
n
a, st a,

en Q est de rang n-r+l. Donc pour que L coupe V transversalement en chaque

point de V' il faut et suffit que le systime des r+l Equations

n-r
af
aj = %—1 ey (x,a) ng (j = n-r+1,...,n)

n'ait aucune solution sur V', Une telle condition est Evidemment construc-
tible en (a) : Soit X = V'XA, oli A est 1'espace affine de coordonnées
A suosava

o .28, et soit ¥ & X le sous-ensemble fermé des solutions de ces égqua-

tions. La condition est que la fibre de Y/A soit vide, ce qui est bien une
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condition constructible (EGA IV $.5.1). 711 suffit donc de vérifier que la
fibre au-dessus du point générique de A est vide, ce qui se wvoit immédia-

tement sur la forme des &quations. Ceci ach&ve la démonstration de Cid).

(i1) : Considérons 1'application rationnelle P" —s po donnée par le sys-
téme linéaire des hyperplans de degré d (d = 2) passant par P. Il est bien
connu (et on le vérifie aisément) que c'est un "éclatement"de P, donec donne
une immersion localement fermée

f :P" - {p} — Y

Seit V" = v' - ([P} N vy, v = F(V") et soit Li 1 '"hyperplan de]PN corres-
pondant aux hyperplans Hy (1 =1,...,s). Alors V" est isomorphe a V", et
d'aprés la définition de f, dire que Y coupe V" transversalement revient

a dire que Ll n...nN Ls coupe v transversalement, En posant V = adhérence
de V", on est ramené 2 l1'assertion (i) pour V, qui implique (ii) avec ¥"

au lieu de V'. Il reste donc & considérer le point P, si c¢'est un point
lisse de V. Mais il est évident que si {Hl,...,Hs} est assez général et P

est lisse sur V, alors Y coupe V transversalement en P, d'of le résultat,

3. Construction des bons voisinages,

Définition 3.1. On appelle fibration €lémentaire un morphisme de schémas

£ : X —> S qui peut etre plongé dans un dicgromme commutatif

X 1 > % v

X
lf

g
s

h
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gsatisfaisant aux conditions suivantes :

(i) j est une immersion ouverte dense dans chaque fibre, et X = X - Y.

(ii) T est lisse et projectif, 3 fibres géométriques irréductibles et

de dimension 1 .

(iii) g est un revétement é&tale, et chaque fibre de g est non-vide.

On vérifie facilement qu'un tel plongement de X est unique s'il

existe, & isomorphisme canonique prés.

Définition 3.2. On appelle bon voisinage relatif 2 S un S-schéma X tel qu'il

existe des S-schémas

et des fibrations élémentaires fi : xi — Ki

Proposition 3.3. (¥) Scit k un _corps algébriquement clos, X/Spec k un schéma

lisse, et x € X un point rationnel. Il existe un ouvert de X contenant x

qui est un bon voisinage (relatif 3 Spec k).

Démonstration. Prenons X irréductible. Par récurrence sur dim X = n,
il suffit de trouver un veoisinage U de x dans X et une fibration élémentaire
f : U —>V, avec V lisse et de dimension n-1. En effet, il existera un
voisinage V' de v = f(x) qui est un bon voisinage, et on pourra prendre
U' = U N V' comme bon voisinage de x.

On peut supposer X cE" affine. Soit XD 1'adhérence de X dans P’

Soit X le normalisé de Ko et Y = X - X, avec la structure induite réduirte.

(*) Ce résultat s'étend sans difficulté & une assertion semi-locale.
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Soit de plus S T X 1le sous-ensemble fermé des points singuliers. On a

ST ¥ et

dim § £ n-2,

- ; £ N i 5 iz
Plongeons ¥ dans un espace projectif P, au moyen d'un faisceau

inversible L qui soit de la forme ﬁgr avec M trés ample et r = 2. I1 existe

alors des hyperplans Hl""’Hn—l de P, on Hi est l'ensemble des zéros de
N
E a x =0 g
o - iv h¥}
qui contiennent x et tels que 1'intersection L = Hl n...N Hn-l soit de

dimension N-n+l et coupe X et Y transversalement (2.1). L'intersection

X N L est une courbe lisse et connexe (cela résulte du théoretme de Bertini),

et Y ML est de dimension 0. Choisissons de plus un autre hyperplan

N

H § 2 a x =0
o] =, ov ]

tel que HO coupe X N L transversalement et H0 N¥yNL=2¢

Considérons la proje:tioniPN ———aﬁw“‘l obtenue en "introduisant

les coordonnées projectives"
N
¥ = E a, x .

V=0 1\) W

C'est une application rationnelle définie en dehors du centre de projection

Soit & : P! ——~;ﬁmw 1'éclatement de C, tel qu'on ait

EN £ P
\\_\'\\-il 1 éf//,//fw
"

c=H N...Nn
o n-1

un diagramme
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oli T est un morphisme. Seoit X' C

~

XTI

P' 1'image inverse '"propre" de X, c'est-z-

dire, 1'adhérence de e-l(i;(i-f C)). Puisque par hypothése C coupe X transs

versalement, le morphisme X' —= X est un éclatement de l'ensemble fini X N C.

=X -XNC, qui s'identifie aussi 2 un sous-schéma ouvert de X',

et ¥ = X' - X' le sous-schéma fermé avec la structure induite réduite. On

i i
x! - }_{1 ¥
i T
£' | g
v /
-1 &
"
et je dis qu'il existe un voisinage V de v = f'(x) tel que la restriction

deD &2 V satisfasse aux conditio
soit une fibration €lémentaire.
La condition (i) sera
une courbe lisse par hvpothése,
phisme biunivoque F' (v) —>

est bijectif. Pour wvérifier que

ns (i), (ii), (iii) de (3.1), donc que f'|Vv
Cela achevera la démonstration.

triviale. Pour (ii), notons que X N L est
et on voit immédiatement qu'on a un mor-

= xNL

X ML induic par € ed

pone (' Tevd))
T

f' est lisse au-dessus d'un voisinage de v,

il suffit par le lemme de Hironaka (SGA 1 IT 2.6 (*)) de vérifier qu'il est

lisse au point générique de i

le morphisme est lisse parce que L coupe X

(v). En ce point, X' est isomorphe 2 X, et

transversalement.

11 reste & démontrer que g' est étale dans un voisinage de v

(puisque Y est de dimension n-1,

non-vide), On a ¥' = "5 (Y)u D

1

(*) et EcA TV 5.12.10.

il est évident que chaque fibre de g' est

4 oDy oy XN C = {Pl.,..,P ! et Di est
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-9 - X1

= Jiis - | . .
'éclatement de P, dans X . Chague Di s'identifie a = (Pi}. et s'envoie
i
n-1 = . . "
isomorphiquement sur IP est définie en chaque point de ¥, et le morphisme
=1 o
induit sur Y n'est autre que g'|2  (¥), Il est étale au-dessus de v, car

L coupe ¥ transversalement, donc g' est étale au-dessus de v.

4. Le théoréme de comparaison.

4.0. Boit X un schéma localement de type fini sur Spec € et considérons la

topologie usuelle sur 1'espace X(€) des points rationnels de X. On va noter

par xcl le site des isomorphismes locaux f : U — X(€), c'est-a-dire,
des morphismes f d'espaces topologiques ayant la propriété suivante :

Pour chaque % € U il existe un voisinage ouvert Ux tel que f Ux
est un homéomorphisme de Ux sur un voisinage ocuvert de f£(x),.

Une famille {Ug——%> U} de morphisme de X est dit couvrant si U

cl
est la réunion des images des UV'

Puisqu'une immersion ouverte est un isomorphisme local, on a un

morphisme (inclusion) de sites (IV )

(4.1) & xcl — X(C) Gt 1

Or pour chaque isomorphisme local U — X(@) il existe d'apres la définition
un "recouvrement" de U par des ouverts de X(@), et on déduit de ( )
que les topos associés aux deux sites sont équivalents (par 8,). En parti-
culier on peut remplacer X(C) par xcl pour le calcul de la cohomologie usuelle
Soit maintenant f : X' — X un morphisme &tale de schémas, Alors

() : X'(¢) — X(€) est un isomorphisme local. Cela résulte immédiatement

(*) Plus précisément, 1'inclusion de catégories Quv(X(C)) —= X 1 définit
un morphisme de sites (4.1) en sens inverse,
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du criteére jacobien (SGA 1 II 4.10) et du théoréme des fonctions implicites.

Le foncteur X' > X' (€) donne done¢ un morphisme de sites

(4.2) €% By TR ’

est le site étale,
ol xet

Rappelons les résultats suivants (¥¥)

Théorzme 4.3. (i) X est connexe et non-vide si et seulement si X(C) est

connexe et non-vide.

(11) Le foncteur £ est pleinement fidale.

(11i) ("Théoréme de Grauert-Remmert"). Le foncteur € induit une équivalence

de la catégorie des revB8tements finis de X(€), muni de sa topologie habituelle

d'espace localement compact, avec la catégorie des revé@tements &tales de X,

Nous accepterons (i) comme connu. Il résulte par exemple de (GAGA)
[4). L'assertion (ii) résulte facilement de (i), En effet, pour vérifier
l'assertion de surjectivité contenue dans (ii), soit o : X'(€) — X"(g)
un X(C)-morphisme. On peut supposer tous les schémas connexes et affines,

donc séparés. Alors le graphe I" de ¢ est une composante connexe de X' X x"(e),

X
d'ott T = Y(&) pour une certaine composante connexe Y de x'xxx", par (i).
Alors Y est le graphe d'un morphisme f : X' —> X" qui induit o, i.e. la
projection ¥ —> X' est un isomorphisme : en effet ¥(€) —> X(€) est un

isomorphisme, d'oh on tire facilement qu'il en est de méme de Y —> X'

(qui est étale, radiciel, surjectif !). Pour (iii) tout revient d'aprés (ii)

& démontrer que chaque revétement fini de X(€) est de la forme X'(C) od

T————
5 s Ak . o
(**)  Qui figurent dans 1'exposé cité en note de bas de page, p. 2
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- 11 - XI

X' —> X est étale.

Pour cela, on se réduit immédiatement par descente (SGA 1 IX 4.7)
au cas X connexe et normal. Le probléme est local sur X (pour la topologie
de Zariski), et on peut donc supposer X affine. Soient f : X —>E" un mor—
phisme fini, et T' — X(€) un rev@tement fini connexe, On constate immé-
diatement que le morphisme composé 7' : T' —>E"(€) est un "revétement
analytique" dans le sens de ([2] § 2, Def. 3). D'aprés ([2] §& 2, Satz 8)
s'étend 2 un "revBtement analytique" T : T —-9“En{¢), et il suffit de démon-
trer que T est induite par un morphisme de schémas f : ¥ —p" convenable,
avec Y normal. Or le théordme fondamental ([2] § 13 Satz 42) affirme qu'il
¥ @ une structure canonique analytique normale sur T telle que T induise
un morphisme d'espaces analytiques. Puisque alors T est un morphisme fini,
l'image directe du faisceau structural sur T est un faisceau O d'algidbres
analytiques cohérentes sur En. Il résulte de GAGA i&] que (O est le faisceau
analytique associé a un faisceau algébrique A sur'Pn, et on prend Y = Spec A,

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant :

Théoreme 4.4, Soit X un schéma lisse sur Spec C.

(i) Il v a une Equivalence entre la catégorie des faisceaux de torsion

localement constants constructibles sur Xe et la catégorie des faisceaux de

E

torsion localement constants, & fibres finies, sur xcl’ 1'équivalence étant

donnée par les foncteurs quasi-inverses . et ¥

(ii) Seit F un faisceau de torsion localement constant, & fibres finies, sur

Xcl’ et notons aussi par F le faisceau €,F induit sur Xet. Alors

R*e,F=0 sig>o0
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(iii) Avec les notations de (i), le morphisme canonique

q q
H {Xet,}') —H (xcl,r)
est bijectif pour chaque q. En particulier,
HUX_ , Z/n) —— 5U(x__, z/n)
et cl

pour chaque q,
Démonstration. Pour (i), notons que les faisceaux en question sont ceux
qui sont représentables par des revétements étales de X (resp. par des
revétements finis de X(@)). Puisqu'il v a une €quivalence entre les caté-
gories de ces rev2tements (4.3), l'assertion (i) en résulte immédiatement.
L'isomorphisme de (iii) est conséquence de (ii) et de la suite spectrale
de Leray V 5.2 pour € . Il reste donc & démontrer (ii),

or rY ExF est le faisceau associé au préfaisceau G%qF, ol
(RI¥F)(x") = Hq(Xél,F) pour X' — X étale. Pour démontrer que R ExF =0

si @ > 0, on doit donc démontrer le suivant

Lemme 4.5. Soit £ € Hq(Xcl,F) et x € X_, = X(€). Il existe un morphisme &tale
X' —> X dont 1'image contient x et tel que 1'image de £ dans Hthél,FJ soit
nulle.

Démonstration du lemme. Récurrence sur n = dim X ; le probléme est local

sur X pour la topologie &tale, et on peut donc supposer F constant, et par
dévissage on peut méme supposer que F =Z/n. De plus, en remplagant X par
un voisinage ouvert de Zariski de x, on peut (3.3) supposer que X admet

une fibration &lémentaire (3.1) f : X —> 5. Reprenons les notations de (3.1)
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. XI

par calecul direct, on voit que qu F=03sigqg>1, que RIj =F est

(o cl

1l'extension par 0 d'un faisceau constant sur ‘fc et enfin gque jcl*F est

I-,
le faisceau constant Z/n sur X . De plus, on peut calculer Rq?cl*(jcl*F)

fibre par fibre. De la suite spectrale de Leray

T R g, p+a.
E RYL L4(R7j _,4F) = R 3

5 F

cl®

on déduit qu'on peut de m&me calculer RP*QECI*F fibre par fibre, et donc que

o

R fcl* Zin =&Z/n |,
lecl*Z!n est un faisceau localement constant de torsion sur Scl 5
R . Z/n = 0 sigq>1

cl® ’

La suite spectrale de Leray

P9 = HP(s_ F)

q p+q
5 RIf L F) = 0 (X

1’ el?

se réduit ainsi & la suite exacte

1

# q q q-1
) . = HU(S 1, £ wF) — B(X_,F) —>H" (S |, R £ ,4F) —

cl?

Soit s 1'image de x dans S. Par hypoth2se de récurrence et grace a (i), il

existe pour chaque classe T € quScl,GJ (G localement constant de torsion,

. P S

4 fibres finies) un "voisinage étale" S' —> 5 de s tel que 1'image de T
dans Hq(Sél,G) soit nul. Or les foncteurs qucl* commutent évidemment aux

changements de base étales, et si S' —> § est un voisinage étale de s,

alors X' = X J'-SS' —> X est un voisinage étale de x. Lorsque g 2 1 on ter-
mine donc gri3ce i la suite exacte (¥) en prenant d'abord G = lecI*F et |
|
!
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ensuite G = f_,4F . Lorsque q = 1, on note que H]'(X Z/n )

(<
(resp. HI(}{, Z/nZ)) classifie les revétements &tales principaux de X
(resp. X), de groupe Z/n Z, donc en vertu de 4.3 (iii) 1'application

Hl(x, Z/inZ) — Hl(}{cl, Z/nZ) est bijective, d'on aussitst le résultat

d'effacement 4.5 pour q = 1.

Variante 4,6, On peut aussi démontrer (4.5) de la maniére élégante suivante,
due 2 Serre ! on remarque qu'un bon voisinage (3.2} connexe X satisfait

aux deux conditions suivantes
(1) m (x{e¢)) =0 si n>1,
(ii) L (X(€)) est une extension successive de groupes libres de type fini.

En effet, si X —> S est une fibration €lémentaire oli § est un
bon veoisinage, on peut supposer (i) et (ii) wvrai pour S par récurrence. Or
X(c) — 8(C) est un espace fibré localement trivial, comme on voit aisé-
ment, & fibres isomorphes & XO(E), o X_ est umefibre arbitraire de X/S.
Or xo est une courbe non-singuli&re connexe non compléte et il est bien
connu que cela implique que Wn(xo(ﬂ:)) =0sin>1, et que ﬂlixo(ﬂt}} est
un groupe libre, Alors (i) et (ii) sont des conséquences de la suite exacte

d'homotopie

—= 1 (X (€)) — 11 (%(C)) —> 7 (S(g) —>
[ O n n

Donc X(€) est un espace K(m,1), et cela implique que chaque classe
de cohomologie £ € Hn(}l(ﬂ.‘},F) devient nulle sur le revétement universel
de X(C). Tl suffit de démontrer que £ devient nulle déj3 sur un revétement

fini X' de X, ce qui revient au méme que de démontrer que = rltxrn:))
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est un bon groupe (cf. CG I 16), c'est-a-dire que le morphisme de Ty dans

N
i
invariants de ﬁl d'indice fini) induit une bijection.

son complété o= lim WLKN (ot N parcourt l'ensemble des sous-groupes

rid o —— w0 ,mw
pour tout ?l-module fini M continu (ot le symbole de gauche est la cohomo-

logie de 1 en tant que groupe profini). Or une extension successive de

groupes libres de type fini est un bon groupe (cf, CG I p. 15-16, exc. 1,2),

d'olt le résultat.
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EXPOSE XII

THEQREME DE CHANGEMENT DE BASE POUR

UN MORPHISME PROPRE

par M. ARTIN

1. Introduction.

Nous donnons dans cet exposé le théor2me fondamental gqui dit, sous
une forme un peu plus précise, que pour un morphisme propre [ : ¥ — Y de
schémas, et pour un faisceau abélien F de torsion sur X, la fibre de qu*F
en un point géométrique de Y est isomorphe i la cohomologie Hq(xE,leiJ de

la fibre X

e

Rappelons que pour un morphisme propre d'espaces paracompacts
le résultat analogue est bien connu (GODEMENT II &.11) et facile. Il est
beaucoup plus délicat dans le cas des schémas. Par exemple, 1'hypothse
que F soit de torsion est bien nécessaire, contrairement & ce qui se passe
pour les espaces paracompacts,

La démonstration se fait en plusieurs étapes : on se réduit par
des méthodes de dévissage plus ou moins formelles au cas oit ¥ est noethérien,
ol la dimension relative de f est < 1, et o le faisceau F est constant. Pour
traiter ce cas particulier, on se sert du théorime de spécialisation pour
le groupe fondamental (5.9) qui est une variante non-ab&lienne du théoréme
énoncé plus haut, et qu'on peut démontrer directement dans le cas parti-

culier envisagé (XITII 2).
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2. Un exemple,

Montrons que l'hypothése que F soit de torsion est nécessaire :
Seit X une surface non singuli&re sur un corps k algébriquement clos, ¥
une courbe non singuliére sur k, et £ : X —> ¥ un morphisme propre dont
la fibre générique est lisse et la fibre géométrigue en le point géométrique
y de Y a un point double ordinaire, et est irréductible. Soit F le faisceau
constant .?Zx.

Rappelons le fait suivant : pour un point quelconque z d'un schéma
Z, soit i : z —> Z 1'inclusion. On a Hl(z,i* z,) =0 (IX 3.6 (i)). or

puisque X est normal donc unibranche, il s'ensuit que z, = i, Z_, ot

i : x — X est 1'inclusion du point générique. Donc HI(X,Z?.X) =0 et de

méme Rl'f* Rx = 0. Mais je dis que pour la fibre géométrique X, de X/Y avec

le point double ordinaire on a HI(XO, Z?.x ) =% (¥), ce qui donne le contre-
o

exemple, puisque ZZ,KO — EZKIKO .

Soit io i — Xo l'inclusion du point générique de XO, et soit

Q le point singulier de X . La courbe X a deux "branches" en Q et il s'ensu
P g o o

que la fibre de io*( Z, ) au peint Q est isomorphe a ZX Z. En dehors de Q
o
la courbe X_ est normaleet donc i ,(Z ) ==
o] o xO xo

dans Xo - Q. On a donc une

suite exacte
— { —_—
0 ZZ.XD —> Loﬁfzx 3 (ZZ)Q——? o} 3

ot le dernier membre est l'extension par O du faisceauZ au point Q. Tous

les trois membres ont un H® isomorphe 3 Z, et Hl(){o,io*( Zx }) = 0, d'onx
o

(*) Comparer, du point de vue Ty, avec SGA 3 X (6, Exemples) et (1.6).
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Hl(x ) Zy ) =Z par la suite exacte de cohomologie.
o
o

1 5
3. Rappels sur le H non-abélien,

On va indiquer bri&vement quelques résultats sur la cohomologie
non-abélienne dont nous aurons bescin dans la suite. Nous omettrons la
plupart des démonstrations, bien connues dans divers cas particuliers, et
qu'on trouvera dans la thése de GIRAUD [l},

Soient X un schéma, et F un faisceau en groupes sur X. Pour chaque
X'/X étale, on définit un ensemble pointé Hl(x',F), fonctoriel covariant en
F et contrawvariant en X', Le HI commute aux produits finis de faisceaux. Si
f : X —> Y est un morphisme, on définit un faisceau d'ensembles pointés
(c'est-a-dire, avec section distinguée) le*F. C'est le faisceau associé au
préfaisceau (d'ensembles pointés) G{lF, qui, & chaque Y'/Y étale, associe
1'ensemble HIKXXYY‘,F).

On a les suites exactes de cohomologie habituelles, dont nous nous

contenterons d'indigquer une :

u
Proposition 3.1. Soit 0 — F —> G une injection de faisceaux de ETOupes,

et soit € = G/F le faisceau d'ensembles homogines sous G, On a une suite

exacte de faisceaux d'ensembles pointés

1
0 —> £,F —> £,6 —> £,¢ 2> rle,r L > ple g

Bien entendu, cette suite exacte est obtenue en passant 4 la suite
de faisceaux associde & la suite exacte de préfaisceaux dont la wvaleur pour

Y'/Y étale est

0 — FIX'") — G(X') —= c(x") 2. HI(X',F) — Hl(X‘,G}

81

84




= Wy = X11

oii X' = XX ¥'. La relation d'égquivalence induite par 3 est celle donnée

par l'epération de f,G sur F,C. On peut comme d'habitude expliciter la

.. 1 = " " N 1
relation d'équivalence induite par u” gréce & la notion de "torsion" L1

£ =4
Proposition 3.2. Soient X —> ¥ ——> Z des morphismes de schémas. On a

une suite exacte pour chaque Z'/Z étale, pesant Y' = YXZZ', X' = XXZZ'

1

o —> ul(y', £,F) — vHx',F) — w%y'.rleE)

d'oll en passant aux faisceaux associés, une suite exacte de faisceaux pointés

sur Z :

o — (ng*)f_,,,r — Rl(ng*F == f*(ng*)F

Proposition 3.3, La famille des foncteurs de la forme HI(X',F), pour X' €étale

sur X, et de la forme le*F, pour un morphisme quelconque £ : X —> Y, est

u
effagable, c'est-3-dire il existe une injection F —= (G tel que les morphismes

induits Hl(x',F) === H1(X',G) EE_le*F — le*G soient tous nuls. Plus

- A : . . u
précisément, il existe une injection F — G tel que chacun des ensembles

Hl(X',G), avec X' étale sur X, et chacun des faisceaux pointés le*G, soient

=

uls. Si X est noethérien et F est un faisceau de ind- IL-groupes construc-

-

tible, alors il existe une telle injection, ol de plus G est un faisceau de

ind- IL-groupes.
Démonstration. La premi&re assertion est sans doute vraie dans un topos

quelconque, mais pour la topologie étale, il est commode de faire 1'effa-

cement avec la "résolution de Godement"

|
i
g

(3.4) F—>= 0= | i ui ¥F
x x
%€ X
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ot x parcourt l'ensemble des points de X et ou i_: ®x —> X est un point

géométrique de X au-dessus de x. Notons que pour X'/X étale, on a

G(X')Y = T ] (ix*F)(Xlxx;) = T T _T1 Fic, ) ,

x € X ¥ £ X %' /=

ot les %' sont des points géométriques de X'. Or il est clair que pour
chaque point de X' il v a au moins un X' au-dessus, d'od F(X') C GEX '}
(VIII 3), donec F < G. D'autre part, un u / x é&tale quelconque est somme
de spectres de corps séparablement clos, d'on HI(E,E) = 0, quel que soit
le faisceau G sur x. Il résulte alors de 3.2 que HL(X',ix*iX*F) = 0 pour
chaque X'/X &tale, d'ol (puisque H1 commute aux produits) HI(K',G) =@,
donc de méme RIE*G = 0 pour tout £ : X —> Y, grace & la description de
le*{c) comme faisceau associé au préfaisceau Y' — Hl(Xny‘,G)_

Supposons maintenant que de plus F est constructible et X noethé-

rien. Alors on voit immédiatement qu'il existe un ensemble fini de points

{xl,...,xn] de X tel que le morphisme
P r_T_ s s o
. Lnl OF

I=i=n

soit déja injectif. Le faisceau ix*ix*F est un faisceau de groupes ind-fini
(IX 1.5), donc le produit fini I'est aussi (IX 1.4 et 1.6 (iii)). En rem-

plagant G par ce faisceau, on obtient la dernigre assertion,

3.5. Comme dans le cas de la cohomologie abélienne (traité dans V 2.4),

on peut calculer le Hl par le procédé de CECH [1]
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4, Le morphisme de changement de base.

Soit

y
U —
by

S 1

un carré cartésien de morphisme de schémas. On en déduit un morphisme de

foncteur @ = ¢g

(4.1) g¥f, 2> f£'.g'*

de la manigére suivante : donner un tel morphisme équivaut & donner un mor-

phisme de foncteurs

(4.1 adj) fo ———> g f' g'®

2

parce que gy et g* sont adjoints. Nous prenons pour ce morphisme le morphisme

{(id = g'xe'¥)
f* — f*gl*gl* - g.,:.f'*g'* .

en tenant compte que
gef's = (gf")ye = (f8")y = fyg'y

Notons qu'il y a un autre condidat pour (4.1), En effet, donner

un tel morphisme équivaut a donner
fl*g‘ﬁ'f* — gl*
et on peut prendre

(£¥%f, —> id)
fl*gﬁ-f* SR g'*f*f* gt*

B4
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J'ignore si ces deux choix cotncident toujours (¥), et en tout cas

nous nous servirons uniquement du premier.. Nous 1'appellons morphisme de

changement de base.
En restreignant (4,1) aux faisceaux abéliens (resp. de groupes)
on déduit un morphisme ¢¥ = g® g pour chaque g 2 0 (resp. pour q = 0, 1) :
ol
q . -
(4.2) g*(R,) —— > ®%' )¢

En effet, cela revient au méme que de donner
(4.2 adj) (RY£,) —————= o (R )g'* .
et on a des morphismes "évidents"

q a q " ' b =3 '
(R7fy) — (R7fy)g'ye'® —> RV'fg') g'* =
= q ] (FS £ y q., [
(ROgE")ya'® —= gh(Rf' g

Remarque 4.3. Supposons que g(donc g') soit une immersion fermée. Alors les
morphismes b et ¢ ci-dessus sont des isomorphismes (VIII 5.7). Il suit Qque
(4.2) n'est autre essentiellement que le morphisme a ci-dessus, qui est

défini en appliquant qu* au morphisme canonique F — g' g'¥%F

Froposition 4.4, (Composition des morphismes de changement de base).

(1) Seit ’ bt
X =—B  xv o B o
f l f' f!f
|
v W
S — g Sl‘ - h S'I

(%) wmr. DELIGNE a résolu par l'affirmative cette perplexité, dans un con-
texte sensiblement plus général, cf. Exp. XVII.
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un diagramme cartésien de morphismes de schémas. Alors le diagramme suivant

est commutatif

(gh)*f, gh —> £ (g h' ¥
1
W ) W
h*, g s
h*g*f* —————— n*it g ¥ f"*h'*g'*

et le diagranme avee f,,F'.f", remplacé par ROf ,qu' .qu" l'est aussi,
3 #+ 4 LEMpPLACE par * #* ¥ = ESL AUSSL

dans les domaines de définition naturels des foncteurs en guestion (cf. n® 3),

(ii) Seit
"
Y = g ?I
F . ;
e‘ le
v ot
‘K - XI _:
| | e :
v
s g SF #

un diagramme cartésien de morphismes de schémas. Alors le diagramme suivant

est commutatif

g¥(fed, (f'e'),g"=

| |

g*f*e* S EI*SI*E* ff*el*gll* :

ot les trois fléches horizontales proviennent des homomorphismes de chan-

gement de base pour fe, f et e respectivement.

Dans le cas abélien, les morphismes de changement de base pour fe

sont induits par un morphisme de suites spectrales
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¥ = q 9 hi
ED = g (R (R IF —>  g*rP™(fe), F
@ | ©
| |
(Rpf'ﬁ)(ﬂqe'*)g“*F — gP q(f'e')* g"HF
qui, pour les termes initiaux, est induit par les morphismes de changement
de base pour e et £ ; et pour un faisceau de groupes, on z un morphisme de
suites exactes
0 — g*(le*]e*F —_ g*Rl(fe)*F —_— g*f{_(Rle*)F
l ¢ l @ J &
[: l 1 ) ] e 1 EI ] (L -3 1] 1 " it
0 —= (RTE'We’yg"¥F) —> R (f'e' ) g"¥F — ', (R e'Jg"*F
Nous laissons la démonstration au lecteur.
5. Enoncé du théoréme principal et de quelques variantes.
Le théor&me est le suiwvant
Théorgme 5.1. (Théoréme de changement de base pour un morphisme propre). Soit
'
X = X
£ l lf'
S H SI

un diagramme cartésien de schémas, avec f propre.

(i) Soit F un faisceau d'ensembles sur X. Alors le morphisme (4.1)

@ gEEF —————— > £l .g'¥F

est bijectif.
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(ii) Soit f un faisceau de groupes (resp. de groupes ind-finis) sur X. Alors

le morphisme (4.2)
e . * 1. l—' "3
P : g (R EGIF — (R £ e "% F

est injectif (resp. bijectif).

(iii) Soit F un faisceau abélien de torsion sur X. Alors le morphisme (4.2)

e¥ i g*(qu*)F — (R )g"*F

est bijectif pour chaque q = 0.

On va d'abord énoncer des conségquences immédiates du théorgme. Si
§' = £ est un point géométrique de S, de sorte qu'un faisceau sur £ est déter-
miné par ses sections globales, on a HO(E,RqE'*G) = Hq(X',G} pour chaque fais-
ceau G sur ¥, d'ol le corollaire suivant (qui est d'ailleurs essentiellement :

équivalent & (5.1)) :

Corcllaire 5.2, Scient £ : X — S propre, § —> S un point géométrique, et &

Xg la fibre de f au point E

(i) Si F est un faisceau d'ensembles sur X, le morphisme canonique de chan-

gement de base

(£,F)g —> Hc’(xg,F!xg)

est bijectif.

(ii) Si F est un faisceau de groupes (resp. de groupes ind-finis) le mor-

phisme de changement de base

1 1
RTEg(F)g —> H (Xg’Fng)

est injectif (resp. bijectif).
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(iii) Si F est un faisceau abélien de torsion, alors pour chaque q 2 0O le

morphisme de changement de base

Rig)r, —> Hq(xg,ﬂxg)

E
est bijectif.

Tenant compte de (X 4.3) et (X 5.2), on trouve ;

Corollaire 5.3. Sous les conditions de (5.2), soit n la dimension de la fibre

Xg. Alors pour chaque faisceau abélien de torsion F sur X, la fibre (qu*F)

g

est nulle pour q > 2n. S5i F est un faisceau de p-torsion (p la caractéristique

de £), alors la fibre de qu*(F) en § est nulle pour g > n.

Rappelons qu'on dit que la dimension relative de X/S est = n si

la dimension de chaque fibre est = n ., On a donc

Corollaire 5.3 bis, Soit f : X —> S propre et X/S de dimension relative < n,

Alors qu*F =0 si 9 > 2n pour chaque faisceau abélien F de torsion sur X. Si

5 est de caractéristique p, et si F est un faisceau abé&lien de p-torsion, alers

RYU,F=05siq>n

En appliquant (5.1) a un morphisme de spectres de corps séparablement

clos, on obtient

Corollaire 5.4, (Invariance de la cohomologie par changement de corps de base

dans le cas propre). Scient k © K des corps séparablement clos et X un schéma

propre sur Spec k., Soit X' = XK . Soit F un faisceau sur X et F' le faisceau
image inverse sur X', Alors
(1) H2(X,F) —=—> 8%(x',F")
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(ii) Si F est un faisceau de groupes (resp. de groupes ind-finis)
HE(X.F) —_— H]'(x‘,F')

est injectif (resp. bijectif).

(iii) 81 F est un faisceau abélien de torsion,

Hix. Fr) —— %', F")
pour tout gq.

Une variante légérement différente de (5,2) est la suivante

Corollaire 5.5. Seit § le spectre d'un anneau hensélien et soit §' = s, le
point fermé, Scoit £ : X — 5 propre. Posons XO = X', Fo = g"#F, Alors on a :
(i) 1% (x, F) ;}u"(xo,%)

pour tout faisceau d'ensembles F,

(i1) B x,F) —> chxc,po)

est injectif (resp. bijectif) pour tout faisceau de groupes (resp. de groupes

ind-finis) F.
(iii) (X, F) — = Hq(xn,}‘o)

pour tout faisceau abélien de torsion F, et tout g

En effet, cet énoncé n'est qu'un cas particulier de (5.2) si § est
strictement local. Supposons que (5.2) soit connu. Soit S le localisé strict
de S8, § le point fermé de E} et G le groupe de Galois de 5/s (qui est aussi
le groupe de Galois de ?!so). Alors G opére sur les fibres des Rq, et on a

(avec des notations évidentes)
@, = X, D

Az 8 ) — H
o [a]
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pour un faisceau d'ensembles F, d'ou (i) puisque H (X,F) —= HO(ED,?O} et
que 1'isomorphisme commute évidemment avec 1l'opération de G.

Si F est un faisceau de groupes, on définit aisément un morphisme

de suites exactes d'ensembles pointés

o — w6, %X, 7)) — nlx,r) —= w1 &, FE

| | l

0 —> ml(c,u%(X ,F ) — ulx_,r) —= al(x .3
o (o] o O o o

ot les fléches verticales extrémes sont des isomorphismes d'aprés (5.2).
Soient @ , B £ HI(X,F) des classes qui ont méme image dans HG(XO,FO), et
soit Hl le faisceau obtenu en tordant F & 1l'aide de @ [1]. Soit 8' la classe
HI{X.FG} correspondant & B. Alors, puisque la classe @' correspondant a O
est nulle, 1'image de B' dans Hl(Xo,(Fa)OJ est nulle.
Examinons le diagramme déduit de (5.5.1) en remplagant F par F :

- o 0,z =G cn :

on trouve que l'image de B8' dans H (X,F ) est nulle, donec que 3' est image

1

d'un élément de H (G.HO(E,?J), et que cet &lément doit &tre nul. Donc B' est

nul, i.e. B' =a' , d'ot B =@ ., Cela donne l'injectivité du morphisme de (ii).
Supposons maintenant que F soit un faisceau de groupes ind-finis,

et démontrons la surjectivité de la fléche (ii). Or il suffit de démontrer que

le foncteur F +—> Hl{XD,Fo) est effacable. En effet, soit 0 —= F s ¢ une

injection qui efface ce foncteur. Soit € = G/F . On a un morphisme de suites

exactes (4, 4)

#2(x,C) — (X, F) —=> ul X, Q)

|
e
5 { 1 J al 1 v
HO(X ,€ ) = H (X_,F ) Z>u"(x .G)
(o] (el o] o o o

- _— 1 gy . o g o A
ot le morphisme u_ est nul, ce qui impligque bien la surjectivité de €
(&
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Démontrons que le fonecteur F —= HI[X\,FD} est effagable pour les
[+
faisceaux F de groupes ind-finis. Soit F —> C la “résolution de Godement" i

(3.4). On a
(6, 8%(X,,T,0) = (6. u°X, D) < ulix,0) = o

De plus, on a le carré commutatif : i

ED = #'&.F)
l o’ o
1> = 1 —‘L -
e=H (X,¢) —— = (xo,ccl
(puisque Hlff,E} = 1lim Hl(x',C} =0 , X'/X étale), donc est nul. On a donec

un morphisme de suites exactes

0 — ul(e,vox F) —— ilw B ) ——> ghex _F)F
a] (=] [s] o o [a]

l | ¥

0 —> al(x_,6 ) —= al(x b
la] o ] o

i

ol o€ est nul, ce qui implique que B est également nul, d'ed l'effagabilité.
Démontrons enfin 1'assertion (iii) de (5.5) : On a un morphisme

de suites spectrales

En’Y = wP(e,u? &P —  g™x,F)

l:p

p 9 = no— =
H(G,HL,X ,F)) ———> = (X ,.F) .

D'aprgs (5.2), les morphismes Hq(f,fj —_— Hq(f;,Fo) sont des isomorphismes.
Cela implique que ¢ est un isomorphisme pour Eg’q , donc pour les aboutisse-

ments, d'od le résultat, cqfd.
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5.6. Examinons (5.9 (i) et (ii) dans le cas ol F est constant : Soit F = SK
un faisceau d'ensembles constant sur le schéma X, de valeur T. Alors F(X)

n'est autre que l'ensemble des applications localement constantes de X dans T,
Si xo est un sous-schéma de X, et si T a au moins deux €léments, on en conclut
que F(X) —> F(Xo) est bijectif si et seulement si 1'application U H> U= UHEB
de 1'ensemble 8(X) des parties & la fois ouvertes et fermées de X dans 1'en-
semble analogue S(XO) est bijective, Si 1'ensemble wo(xo) des composantes
connexes de X, est fini, cela revient au m&me que de dire que 1'application
ﬂo{xo) e ﬁo(x) est bijective. Ainsi, (5.5) (i) peut aussi se reformuler

de la fagon suivante (compte tenu que dans ce cas Ko est de type fini sur

un corps, donc est noethérien, donc ﬂo(xoj est fini) :

Corollaire 5,7, Soient S le spectre d'un anneau hensélien, s son point ferms.
e ——— P o

Soit £ : X — S5 un morphisme propre et KD la fibre fermée de X/S. Alors

1'application ﬂO(X) e noixo) induite par Xc —> X est bijective,

(En particulier, cela implique gue 1'ensemble ﬁO(X) est fini). Nous

alons démontrer directement (5.7) dans le cas noethérien :

Lemme 5.8. L'énoncé (5.7) est vrai si S est noethérien (%),

Démonstration. Dans le cas noethérien, ﬂo(X) est certainement fini,
et en remplagant X par une composante connexe on peut supposer que TQ(X) est
un ensemble & un élément, c'est-3i-dire que X est connexe et non-vide. Il faut
démontrer qu'alors Xc est également connexe et non-vide. Or 1'image de X dans
S5 est fermée puisque f est propre et non-vide car X est non-vide, donc contient

So. ce qui explique gue xo est non-vide. Soit

(#) Cf. EGA IV 18.5.19,
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X

la factorisation de Stein de f (EGA III 4.3.3) de sorte que 5'/S est fini

et 5' est connexe. On sait que chaque fibre de f' est connexe non-vide, et
l'espace sous-jacent a XO est la réunion des espaces sous-jacents aux fibres
fermées de S'. Tout revient donc & démontrer que $' est le spectre d'un anneau
local. Mais puisque 5 est hensélien, 1'anneau A' de 5' est produit d'anneaux
locaux (VIT 4.1 (i)), donc A' est local puisque S' est conmexe; ce qui prouve

5.8.

5.9.0. Buppossons maintenant que F = GX est un faisceau constant de groupes,
de valeur G, ol G est un groupe fini. Alors Hl(K,GXJ classifie les revEBtements
principaux galeoisiens de X, de groupe G (VII 2.1)). Le corollaire 5.5 (ii)

dit que le morphisme Xo —> X induit une bijection entre les ensembles de
classes de ces revétements. Il s'ensuit donc, de la définition des ﬁl, que
5.5 (ii) pour les faisceaux de groupes finis constants (en présence de (i)

équivaut & :

Théordme 5.9. (Théorgme de spécialisation pour le groupe fondamental). Avec

les notations de (5.5), supposons X connexe non-vide, Alors KO est connexe

non-vide, et si ;o est un point géométrique de Xo, le morphisme de groupes
fondamentaux
T X x) ———= wlix,xo)

est bijectif.
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D'autre part, d'aprés la théorie de Galois (SGA V) 1'énoncé 5.9

(dans le cas XD connexe, ce qu'on peut supposer, grfce & 5.7) équivaut &

Théor2dme 5.9 bis. Scient 5 le spectre d'un anneau hensélien, so le point

fermé de 8, £ : ¥ — § un morphisme propre, et X la fibre fermée de X/S.
Lerme CF o

Pour un schéma Z, notons Et(Z) la catégorie des revé&tements étales de Z.

Alors le foncteur restriction

Et(%X) —— Et{(X )
(=]

est une équivalence de catégories.

Remarque 5.10. Rappelons que 5.9 a été déja démoentré (SCA 1 X 2.1) dans le
cas o S est le spectre d'un anneau local noethérien complet. Malheureusement
on n'arrive pas & utiliser ce résultat pour prouver 5.9 en général (¥), et

la démonstration donnée de 5,9, dans le présent exposé et le suivant, est

trés différente de celle donnée dans SGA 1 X.

5.11. On peut donner une autre variante "non commutative" de(5,5) (ii), en
utilisant la théorie de la 2-cochomologie de J. GIRAUD (cf. Thiése de J. GIRAUD,
en préparation). Supposons S noethérien. Prenons un lien L sur X, et supposons
que L se réalise localement (pour la topologie étale) par un faisceau en

groupes ind-finis. Considérons 1'application

(

© 2 : Hz(x,L) ——%‘HZ(XO,LD} ;
ol LD est la restriction de L i XO . Alors on a
= (2X- ]
(5.11.1) (g ))l (HE(KO,LO}'J = HZ{X,L)'

(*) La situation a changé depuis ces lignes ont été écrites, cf. th. 3.1 dans
M. Artin, Algebraic approximation of structures over complete local rings
(2 paraftre).
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ol les "primes" désignent les parties formées des &léments neutres.

Compte tenu de 5.5 (iii), cet énoncé &quivaut aussi au suivant :

Pour toute gerbe CL sur X, de lien L comme ci-dessus, désignant par
Aoy Eoute g P

qfo la restriction de c%'é-xc’ le foncteur restriction sur les catégories de

sections

%(X) R %orxo)

est une équivalence de catégories.

Le fait que ce foncteur soit pleinement fidéle résulte en effer de
5.5 (i), et le fait qu'il soit essentiellement surjectif lorsque C%(X) = ¢
i.e. lorsque la classe E € Hzix,%} de ﬁ? est neutre, résulte de 5.5 (ii). Il
reste donc & exprimer gue E}O(KO) = ¢ implique (%(K} == ¢ , ce gui n'est
autre que (5.11.1).

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de (5.11.1), et nous nous
contenterons de signaler que pour tout schéma noethérien X et tout sous-
schéma fermé, on peut montrer en fait que la validité des é&noncés 5.5 (i) (ii)

implique celle de (5,11.1) ; la démonstration se fait assez €lémentairement,

en utilisant le résultat de descente VIITI 9.4 a).

ety 43

6, Premiéres réductions.

Nous utilisons 1'abréviation (f,F,g) pour désigner les données de

5.1 dans 1'un quelconque des trois cas (i), (ii) ou (iii) de ce théorime.

Lemme 6.1. Pour que 5.1 soit vrai pour les données (f,F,g), ol £,F sont fixés,

et g queldonque, il suffit que pour tout S-schéma g} localisé strict d'un schéma] |
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théor2me soit vrai pour (£,F,g), ot f,F sont déduits de f,F par le changement

de base § —> 5, et on E :'s —> § est 1'inclusion du point fermé de B
de base =_ =

pémonstration. On peut supposer évidemment 5,5' affines, spectres d'anneaux
—_—
A,A' . Alors A' est la limite inductive de ses sous-A-algébres de type fini

Ai , et utilisant la théorie de passage 2 la limite (VII 5.11 et 5.14), on
est ramené & prouver 5.1 pour les (f,F,gi) ol By ° Spec(ai) = S{ —> 8, ce
qui nous raméne au cas ol g est de type fini. Pour prouver que les homomor-
phisme de changement de base sont des isomorphismes, il suffit de prouver
qu'ils induisent des isomorphismes sur les fibres des faisceaux en jeu, ‘et

il suffit de regarder les fibres g€ométriques en des points s' de S' qui

sont fermés dans leur fibre sur § (VIIT 3.13). Soit s' un point géométrique
de S' correspondant & une cl8ture séparable de k(s') ; comme s' est algébrique
sur le point corespondant s de S, k(s') est donc aussi une cl&ture séparable
de k(s). Désignons par s 1le préschéma s', considéré comme étant au-dessus de
8, i.e. considéré comme point géométrique de S, et considérons les localisés

stricts S et S' de S en s et en s' respectivement, de sorte qu'on a un carré

commutatif,

nle— un|
0|e— u|

oh la premigre fléche horizontale est un isomorphisme, Compte tenu de VIII 5.2
et 5.3, 1'homomorphisme induit sur les fibres en s' par 1'homomorphisme de

changement de base relatif 2 (£,F,g) s'identifie 2 1 '"homomorphisme
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A

o
[
—
i
|
~—

HO(X",F")
induit par X' —> X, ot X et X' désignent les schémas déduits de X par les

changements de base § — § et §' — 5. Or le carré commutatif ci-dessus

fournit de fagon évidente un carré commutatif

H' (%=, F) ———= " (XL, , 7')
- s

T T

HU(X,F) ————> w (X', F")
ol la premigre fléche horizontale est encore un isomorphisme, donc la deuxigp

fléche horizontale est un isomorphisme d&s que les deux flaches verticales 1¢

sont. Or c'est ce qu'assure 1'hypothzse de (6.1), cqfd.

6.1.1 Ainsi, pour prouver 5.1 dans une situation (F,f,-), on est ramené 2
étudier le cas particulier 5.5, avec¢ S strictement local. Cela nous amdne 2
€tudier de fagon générale la situation ol on a un morphisme h : ¥ — X de

schémas, et ol on se propose de donner les conditions générales movennant

lesquelles les homomorphismes correspondants

w (x,F) —— uH(Y,h¥(F))
sont bijectifs. Le présent numéro donnera quelques résultats auxiliaires
faciles sur cette situation, que (pour la commodité de référencesul térieures’
nous énoncerons avec plus de généralité et de précision qu'il ne serait néce:

saire pour la démonstration de 5.1.

Lemme 6.2. Soient C,C' deux catégories abéliennes, T° = (T ) et T'Y = (')
deux foncteurs cohomologiques de € dans C', ¢ = @) un homomorphisme de
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. foncteurs cohomologiques de T" dans T'" . On suppose T et T'" nuls en degrés

< 0, et T1 effacable pour i > 0. Soit n un entier. Les conditions suivantes
Rt

| sgont équivalentes

a) ¢1 est un isomorphisme pour i = n, un monomorphisme pour i = n + 1.

B) (Sin = -1). L'homomorphisme ml est un monomorphisme si i = 0, et un

Spimorphisme si i = n,

. o y " i -
¢) (8i n = 0). L'homomorphisme & est un isomorphisme, et les T'" sont effa-

gables pour 0 < i S n,

Si ces conditions sont remplies, et si A € 0b(C), alors

n+1l

n+1(A) : F (A) — T'n‘l(ﬁ) est un épimorphisme (donc un isomorphisme)

®

: n+l . . y F :
gi et seulement si T' (A) est effacable, i.e. s'il existe un monomorphisme

A —> B tel que 1'homomorphisme T'n+lfA) — T'n;l{ﬂ) correspondant soit nul.

-§1 c' = (Ab) (catégorie des groupes abéliens), et si E € T'nvl(A), alors £

est dans 1'image de Tn_l(A) si et seulement si E est effagable, i.e. 8'11

existe un monomorphisme A —> B tel gue 1'image de £ dans T'n_I(B) soit nulle,

Démonstration. Evidemment a) implique b) et c). Comme les hypothéses faites
sur T impliquent gque les Ti (i > 0) sont les satellites droits de To, 1'im-
plication c) > b) résulte de la caractérisation axiomatique des foncteurs
satellites ; elle résulte également, par récurrence sur n, de la dernidre
assertion de 6.2, qui se démontre par 1'argument bien connu qu'on se dispense
se répéter ici (cf., démonstration de 6." ci-dessous). L'implication b) =)
est triviale si n =1, et si n = 0 on procide par récurrence sur n : 1 "hypo-

< i . -
thése de récurrence nous permet de supposer que g est un isomorphisme pour
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i = n-1, un monomorphisme pour i = n, donc par 1'hvpothése un isomorphisme
aussi pour i = n, et il reste & montrer que ¢'est un monomorphisme pour

; paoTIT n : ; it .

i = n+l, utilisant que @ est un isomorphisme. Soit A — B un monomorphisme

qui efface Tn+1, d'oli une suite exacte 0 —> A —> B —> C —> 0 dans C,

et un homomorphisme de suites exactes dans C' :

TR — TG — 10 (a) —s 7

| L

'%(B) —> ') —> 17!

(B)

(a) —> 1" 1(n) ,

ol les deux premiéres fléches verticales sont des isomorphismes d'aprés ce
. o + 4
qu'on vient de voir, et T 1(A) —_— T 1(B) est nul par construction. Alors

le lemme des cing implique que Tn+1(A) — T'n+l(A) est un monomorphisme, cqifd,

Corcllaire 6.3. Supposons que T°, T'®' proviennent de foncteurs cohomologiques

(dénotés par les mémes symboles) sur la catégorie dérivée droite [ 3] D+(C),

SR B OB

2 valeur dans C' ; on ne suppose pas nécessairement les )l 6 8- 0) effagables.

On suppose que K' € D+(CJ, Hi(K') = 0 pour i < 0 impligque THK®) = T'(K*) = 0

+
pour i < 0. Soit K° € Ob D (C) un complexe borné & gauche dans C tel que

H'(K') =0 pour i < O,

(i) 5i la condition a) de 6.2 est satisfaite, alors l'homomorphisme

i i : R i . .
Pr(K) T(K') —> T''(K") est un isomorphisme pour i < n, un monomorphisme

pour i = n+l.
& o
(ii) Soit de plus L € Ob D (C) tel que H'(L') =0 pour i < 0, et soit

. ; + ; s
u : L° —> K’ un homomorphisme dans D (C), induisant un homomorphisme injec-

et Ho(u) : H2(L") —= HO(R"). Alors, pour que TV T(L') — T'™ (L) soit

100

103



surjectif, il faut et il suffit que 1'image de PG dann ™Ry sott

+
contenue dans celle de T" l(K'}. S§i c' = (Ab), et si E € T'n+1(A), alors E
est dans 1'image de Tn+l(A) si et seulement si son image dans T'n+1(K') est
+1 ;
dans celle de Tn (K'¥ .

Rappelons gue 1'hypoth2se que T' et T'® proviennent de foncteurs
cohomologiques sur D (C) peut s'expliciter en disant qu'ils proviennent de
foncteurs cohomologiques sur la catégorie abé&lienne des complexes bornés &
gauche de C, commutant aux translations des degrés, transformant des homomor-
phismes de complexes homotopes & zéro en des homomorphismes nuls de C', et
transformant tout homomorphisme u : K' —> L~ de complexes qui est un quasi-
isomorphisme (i.e. qui induit des isomorphismes Hi(K’) — Hi(L')J en un
isomorphisme de C'. Pratiquement, tous les foncteurs cohomologiques de C dans

C' qu'on rencontre sont obtenus ainsi.

Démonstration de 6.3. Prouvons d'abord (i). L'assertion est évidente si

H' (k") = o pour i = n+l, car alors d'aprés les propriétés de degrés imposées
2T , T', on aura T(K') = T'(K') =0 pour i = n+l. Soit d'autre part m
un entier 2 0 tel que H'(K') =0 pour i < m : il en existe, par exemple m = 0O

fait 1'affaire. Nous procédons par récurrence descendante sur m, 1'assertion

étant prouvée si m = n+2. Nous supposons donc 1'assertion prouvée pour les

m' > m, et la prouvons pour m. D'aprés 1'hypothése sur les degrés de K', K-

est quasi-isomorphe 2 un complexe & degrés = m, donc on peut le supposer

2 degrés = m. Il s'ensuit une suite exacte de complexes

0—>H [-m] = K’ K'" 0 .

b m m - - * . 5 & 3 >
o0 H = H (K'), ol le signe [-m] indique translation de -m sur les degrés d'un
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complexe, et ol K'® est défini comme conovau. Donec les objets de cohomologie
de K'' sont ceux de K en degrés = m+l, et nuls en degrés < m+l ; en particu-
lier, on peut appliguer 1'hypoth&se de récurrence 3 K'® . La suite ezacte

précédente donne lieu & un homomorphisme de suites exactes

Pl ) —s i —s ) —= ey — o ™
i f
v W v v W
i gy — 5 i W — 5 i) — i) — TP
Faisant alors i € n dans le diagramme précédent, et tenant compte de 1'hypo- _;

theése de récurrence et de m = 0, on trouve que les fléches verticales autours
de la fleéche verticale médiane sont des isomorphismes et a fortiori des épi-

morphismes, et que la fléche verticale de dreite est un monomorphisme, done

par le lemme des cing la fléche verticale médiane est un épimorphisme. Faisant
i € n+l, on trouve de méme que les flaches verticales autour de la médiane
sont des monomorphismes, la fléche verticale de gauche étant un isomorphisme
et a fortiori un épimorphisme, d'ol on conclut par le lemme des cing que la
fliéche verticale médiane est un monomorphisme, ce qui &tablit 6.3 (i),

Pour établir la deuxigme assertiom 6.3 (ii), on utilise de méme la

suite exacte

o) > L° G - i 0] 3
o K'® est défini comme le mapping-cylinders de L' —> K' , donc est encore 3

cohomologie & degrés positifs. La "chasse au diagramme"” habituelle dans

&) — TR ) — T @) —s ) —= ™ k)

l l l V i

1By e IR i PIOTL(1) e ™Ry o L iy
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donne alors la derniére assertion de 6.3, compte tenu du fait que (en vertu
de la premigre partie déji démontrée) les deux premidres fl2ches verticales
sont des isomorphismes, les deux derniéres des monomorphismes. Cela achéve

la démonstration de 6.3,

Lemme 6.%4. Le théoréme (5.1) est vrai si f est fini.

Cela résulte aussitcdt en effet de VIII 5.5 et 5.8,

Proposition 6.5. Seit h : Y — X un morphisme de schémas quasi-compacts et

quasi-séparés. Dans (i) ci-dessous, I désigne un ensemble donné ayant au moins

deux points, dans (ii) et (i{ii), IL désigne une partie non-vide de 1'ensemble

P des nombres premiers, et dans (iii) n désigne un entier.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout faisceau d'ensembles F sur X, 1'application canonique

HO(X,F) ——— 1% (¥, h*(F))

est injective (resp. bijective).

o
b) Pour tout morphisme fini X' —= X, désignant par h : ¥' — X'

le morphisme déduit de h par le changement de base X' —> X, 1'application

canonique

[a] 1
B (X', 1,,) — no(y sLged

déduite de h' est injective (resp. bijective).

b') Avec les notations de b), 1'appliecation U —> BT EO) 38 1~

semble des parties de Y' & la fois ouvertes et fermées dans 1'ensemble des

barties de X' & 1a fois ouvertes et fermées est injective (resp. bijective).
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b") (Si X localement noethérien). Avec les notations de b), 1'ap-

plication induite sur les ensembles de composantes connexes

T (h') : 7 (X') ———= 7 (¥")
o o o

est surjective (resp. bijective), ou encore : si X' est non-vide (resp. connexe
a1 =Rilnéxe

non-vide) il en est de méme de Y'

De plus, si ces conditions sont satisfaites, alors pour tout faisceay
——=au

en groupes F sur X, le foncteur P —> h™*(P) de la carégorie des torseurs

(=fibrés principaux homog2nes) sous F dans la catégorie des torseurs sous

h*(F) est fid2le (resp. pleinement fid2le), et a fortiori, dans le cas respé,

l'application canonique

:
al(x, 7)) — wl(y,n*(F)) t

est injective. Enfin, sous les mémes hypothéses, le foncteur X' —> Y' = }{'XX‘I g

de 1a catégorie des revétements étales de X dans la catégorie des revé@tements

étales de Y est fidéle (resp. pleinement fidale).

(ii) Les conditions suivantes sont &quivalentes :

a) Pour tout faisceau F de groupes ind-dL-finis sur X, 1l'application

canonique
H (X,F) —— = 0 (¥, h*(r))
est bijective pour i = 0,1.

b) Pour tout morphisme fini X' —> X, désignant par h' : yY' — X'

le morphisme déduit de h par changement de base, et pour tout IL-groupe fini

ordinaire G, 1'application canonique

1... 1.
H (X ,GX.)"—'?H(Y,GX,)

est bijective pour i = 0,1 .
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b') (Si L. =P). Avec les notations de b), le foncteur image inverse

induit une équivalence de la catégorie des revétements &tales de X'

par h'

avec la catégorie des revétements étales de Y'.

b") (Si X ncethérien, IL. =P). Avec les notations de b), si X' est

non-vide, il en est de méme de Y', et si y' est un point gSométrique de Y',

x' son image dans X', l'application canonique

ﬂi(Y',y') - ﬁi(x',x') 5 our i = 0,1 3

est bijective.

(iii) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout faisceau F de IL-torsionm sur X, 1 'homomorphisme

HYX, F) ——> ul (v, n%(F))

est un isomorphisme si i £ n, un monomorphisme si i = n+l.

a') (81 n = -1). Pour tout F comme ci-dessus, l'homomorphisme envi-

sagé est injectif si i = 0, et surjectif si i £ n.

b) (S8i n = -1). Pour tout morphisme fini X' —> X, désignant par

h' : ¥' —> X' le morphisme déduit de h par changement de base X' —> X, et

pour tout £ €L, v > 0, 1'homomorphisme canonique

B (X', ( zzf%vzzx,h — iy, z/eY Z)y.)

est injectif pour i = 0, surjectif pour i < n,

De plus, on a le complément suivant & 1'énoncé précédent

Corollaire 6.6. (i) Supposons la condition non respée 6.5 (i) a) satisfaite,

=

. . s n O S
Soit F un faisceau d'ensembles sur X, et soit £ € H (Y,h*(F)). Supposons

108




gu'il existe un monomorphisme de faisceaux d'ensembles F —> (0 tel gque 1'image

de £ dans H2(Y,h®(G)) soit dans 1'image de H (X,G). Alors E est dans 1'image

de HO(X.F).

(ii) Supposons la condition 6.5 (i) a) respée satisfaite, soit F un faisceay
_ 1 2 .
de groupes sur X, et soit T € H (Y,h¥(F))., Supposons qu'il existe un manomor-

phisme de faisceaux de groupes F —> G tel que 1l'image de £ dans Hl(Y,h*(G))

soit dans l'image de H1(X,G), alors £ est dans 1l'image de HI(K,F).

(iii) Supposons la condition 6.5 (iii) a) satisfaite (pour une valeur donnée

n), soit F un faisceau de L-torsion sur X et soit E € Hn_l{Y,h*(F)). Supposons

qu'il existe un monomorphisme F —> G de faisceaux de IL-torsion, tel gue

1'image de E dans Hn*lfY,h*(G)) soit dans 1'image de Hn+1fK,G), alors

un

est dans 1'image de Hn+l(K,F).

Démonstration de 6.5 et 6.6. Prouvons d'abord 6.6. Le cas de 6.6 (iii) est

un cas particulier de la derni2re assertion dans 6.3, appliqué au cas oa C

est la catégorie des faisceaux abéliens de IL-torsion sur X, C' est la caté-
gorie (Ab), et Ti(F) - Hi(X,F), T'i(F} = Hi(Y,g*(F)) (noter que T'" est bien
un foncteur cohomelogique en F, grice au fait que le foncteur h° est exact).
Bien entendu, ici la considération des complexes comme dans 6.3 est inutile 3

(elle nous sera commode plus loin (6.8)) et nous utilisons uniquement la

derniére assertion de 6.3, #

Pour prouver (i), considérons la somme amalgamée H = GL .G, limite

inductive, dans la catégorie des faisceaux d'ensembles sur X, du diagramme
G

’,,»;?
“WHMH}G

F
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Les propriétés d'exactitude habituelles du topos des faisceaux d'ensembles
montrent, comme F —> G est un monomorphisme, que 1l'on a un dia gramme exact

de faisceaux d'ensembles sur X

F—= g =0 8
(ce que l'on peut exprimer en disant que dans un topos, tout monomorphi sme
est effectif, et prouver en se ramenant comme d'habitude & la catégorie des
ensembles). Comme les foncteurs H® et h¥ sont exacts 3 gauche, on en conclut
un homomorphisme de diagrammes exacts d'ensembles

B2 (,F) —> u° (x,6) =————= w%x,n)

l l l

EO(Y, h%(F)) ——> m2(¥,h*(6)) ——3 u°(y,n*(n)) i

oli les fléches verticales sont injectives. Une "chasse de diagramme' immé&diate
prouve alors 1l'assertion 6.6 (i),

Pour prouver 6.6 (1i), nous allons d'abord prouver la deuxiéme asser-
tion de 6.5 (i), savoir que moyennant la condition a) de 6.5 (i), pour tout
faisceau de groupes F sur X, le foncteur P +—> h¥(P), de la catégorie des
torseurs sous F dans la catégorie des torseurs sous h¥*(F), est fidéle (resp.
pleinement fidéle), donc, dans le cas respé, induit une injection sur les HI.
Pour ceci, si P et P' sont deux torseurs sous F, désignons par EEEEF (p,P')
le faisceau des F-isomorphismes de P sur P'. Il est immédiat que la formation
de ce faisceau commute 3 toute extension de la base, en particulier 3 1'ex-
tension de la base par h . (C'est 1i une assertion walable pour tout morphisme

: gz ‘ - o 5
de sites). Utilisant l'hypothése sur l'effet de h¥* sur les H pour le faisceau

lﬁgﬂF(P,P'), on trouve que l'application IsomFtP,P') —> Isom_(h*(P),h#*(P'))

&St injective (resp. bijective), ce qui signifie que le foncteur P +—> h¥(P)
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est fidele (resp. pleinement fid2le). (NB dans la catégorie des torseurs
sous un faisceau en groupes, tout homomorphisme est un isomorphisme). Notons
d'autre part, que si F est un sous-faisceéau en groupes d'un faisceau en
groupes G, alors la donnée d'un torseur P sous F revient & la donnée d'un
torseur sous G (savoir celui déduit de P par extension F —= (G du Croupe
structural), muni d'une section de Q/F (qui s'interprite en effet comme une
"restriction du Groupe structural" de G & F). Ceci posé, avec les notations
de 6.6 (ii), comme l'image de 7 de E dans HI(Y,h“(G)} provient d'un &élément
de HI(X,G), ce dernier est défini par un torseur Q sous G, de sorte que T
est la classe du torseur h¥(Q) sous h¥(G). Le fait que T provient d'un

g E Hl(Y,h*(F)) s'explicite alors en disant que E est la classe du h¥(F)-tor-
seur défini par h¥(Q) et une section convenable de h®*{(Q)/h*(F). Comme le
foncteur h* est exact & droite, ce dernier faisceau n'est autre gue h¥(Q/F),
et comme h¥ induit une bijection sur les HO des faisceaux d'ensembles, il
s'ensuit que la section envisagée de h*(Q)/h*(F) provient d'une section de
Q/F. Cette derniire définit alors un F-torseur par restriction du groupe
structural, et la classe de ce torseur dans HICX,F) a évidemment E comme

image dans Hl(Y,hg(F)). Cela prouve 6.6 (ii) et achéve la démonstration de 6

Prouvons maintenant 6.5, en commengant par 6.5 (iii). Evidemment
a) implique a'), et l'implication inverse est un cas particulier de 6.2 (appl
qué encore au cas ou C est la catégorie des faisceaux de IL-tersion sur X, et
C' la catégorie des faisceaux de groupes abéliens), pourvu qu'on prouve 1'ef
¢abilité dans C des foncteurs Hi(X,F} pour i > 0 . Cela-n'offre en effet pas

de difficulcté, mais nous pouvons aussi nous dispenser de prouver ce résultat
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en notant que F est limite inductive filtrante de ses sous-faisceaux Fi
pour lesquels il existe un entier n > 0 annulant F;, (IX 1.1). Alors h*(F)
est limite inductive des h*(Fi), et compte tenu de la commutation de la
cohomologie 3 la limite inductive (VII 3.3), résultant des hypothéses de
quasi-compacité et de quasi-séparation faites sur X et Y (qui n'avaient pas
servi pour 6.6), on se ramdne & prouver la condition a) pour les Fi . Cce
qui nous raméne au cas ot il existe un entier m > O tel que mF = 0 . On peut
évidemment supposer gue les diviseurs premiers de m sont €I, et on peut
alors prendre pour C la catégorie des faisceaux de Z/m Z-Modules sur X. Or
on sait que dans cette catégorie, les foncteursHi(X, - ) pour i 2 1 sont
effagables ( ). Cela montre 1'équivalence des conditions a) et a') de
6.5 (iii). D'autre part, appliquant a) 2 l'image directe d'un faisceau de
IO-torsion F' sur X', X' fini sur X, qui est de L.-torsion gréce & IX 1.2 (v),
1.6 (iii), et utilisant 6.4 et VIIT 5.5, on trouve que l'homomorphisme
(X, P — mlyt hrr(Er))
est un isomorphisme pour i < n, un monomorphisme pour i = n+l, d'o2t a fortiori
la condition b). Reste & prouver que cette condition implique a'). Pour ceci,
utilisons le fait (IX 2,7.2) que tout faisceau de IL-torsion F sur X est limite
inductive filtrante de faisceaux de IL-torsion constructibles ; alors 1'argument
de passage 3 la limite déji utilisé montre que dans a'), on peut se limiter
au cas ol F est constructible, En vertu de IX 2.14 il existe alors un nombre
fini de morphismes finis Py ° Xi — X, de faisceaux constants de L-torsion

GK' sur les K£ +» et un homomorphisme injectif
i
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Ceci dit, si n = -1, i.e. lorsque la conclusion voulue se réduit a 1'assertion
d'injectivité pour HO(X,F) — HO(Y,h*(F)), on voit aussitdt qu'on peut dans
cette guestion remplacer F par un faisceau G tel qu'il existe un monomorphisme
F —> (G, et par suite on peut remplacer F par le produit des pi*(Gi K!)'
Compte tenu de 6.4, on est donc ramené & prouver l'assertion d'injECt;vité
en remplagant h : Y —> X par h' : ¥' —> X', et F par un faisceau constant
sur X' de valeur un groupe fini de IL-torsion ordinaire G. Or G est isomorphe
2 une somme de groupes de la forme z/L” Z, avec 4 €IL. On est donc bien réduit
a vérifier b). Lorsque n 2 0, on procéde de fagon analogue. Par récurrence
sur n, on peut supposer la conclusion voulue (et par suite a)) prouvée pour
l'entier n-1 au lieu de n. Utilisant alors 6.6 (iii), on wvoit qu'on peut
encore remplacer F par un faisceau G tel qu'il existe un monomorphisme
F —> G, et on prendra encore pour G le faisceau p*(GK.). Compte tenu de 6.4
et de la nullité des Rip* (i =z 1) pour un morphisme fini (VIII 5.5), cela nous
raméne encore 2 prouver la surjectivité pour Hn en remplagant h : ¥ —> X
par un h' : Y' —= X', et F par un faisceau constant sur X' de valeur un
groupe fini de IL-torsion ordinaire. Comme 1'injectivité est déja acquise
grice 3 1'hypoth2se de récurrence et l'implication a') ——pa), on est encore
ramené, par dévissage sur G, au cas ol G est de la forme Zf{}lﬂ‘ c'est-a-dire
au cas envisagé dans la condition b) de 6.5 (iii). Cela prouve le cas (iii)
de 6.5

Les cas (i) et (ii) se démontrent exactement de la méme fagon, pour

ce qui est de 1l'équivalence des conditions a) et b) dams 6.5 (i) resp. 6.5 (1i)¥
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on utilise IX 2.7.2 et la commutation du H et H1 aux limites inductives
filtrantes de faisceaux (VII 5.14) pour se ramener au cas ol F est cons-
tructible, puis IX 2.14, 6.6 (i)(ii) et VIII 5.8 pour se ramener au cas par-
ticulier envisgé dans b). Par ailleurs, dans (i), 1l'équivalence des conditions
b), b') et b") est triviale et n'est mise que pour mémoire, ainsi que le fait
qu'elles impliquent la fidélité (resp. la pleine fidélité) du foncteur

X' —=> Y' de la catégorie des revétements &tales de X dans la catégorie des
revétements étales de Y, Il en est de méme de 1'équivalence des conditions

b), b') et b") dans 6.5 (ii), qui ont été ajoutées pour faire bon poids. La

démonstration de 6.5 est ainsi achevée.

Remarque 6.7 (%*). 1) Evidemment, les arguments démontrant 6.5 et 6.6 sont de
nature trés généraleet essentiellement triviale et auraient intéré&t & &tre
dégagés en des lemmes abstraits de laz méme eau que 6.2 (les faisceaux p*(er)
jouant le rdle de cogénérateurs de la catégorie C dans laquelle on travaille).
On laisse ce plaisant exercice au lecteur, et nous nous bornons 2 signaler que
le méme énoncé essentiellement pourrait &tre donné en regardant des foncteurs
tels que Rif* au lieu des foncteursHi. Les m&mes remarques s'appliquent &
6.8, 6.11 ci-dessous,

2) Lorsque X est noethérien, alors les arguments donnés montrent
que dans 1'énoncé des conditions b) et leurs variantes dans 6.5 (i) (ii) (1ii),
on peut se borner & prendre X' intégre ; lorsque X est universellement japonais,

on peut méme les prendre int&gre et normaux ; c'est égzlement possible sans

(*) Le rédacteur recommande d'omettre la lecture de ces remarques, ainsi que de
(6.13), introduites subrepticement (en méme temps que diverses autres modi-

fications plus ou moins heureuses du texte original) par un collaborateur
irrévérencieux.
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la restriction japonaise sur X. 3 condition de prendre des morphismes
p : X' —=> X entiers au lieu de morphismes {finis. Nous ne nous servirons
d'aucune de ces variantes dans la suite du séminaire.

3) La démonstration de 6.6 n'utilise pas l'hypoth2se de quasi-compa-
cité er de quasi-séparation faite sur X, et il en est de méme pour le fait
que dans (i) (ii) (iii) la condition a) implique les autres, ainsi que pour
l'équivalence des conditions b), b'), b") entre elles., Notons d'autre part
que la forme b) des conditions 6.5 (i) montre que, pour I = @, ce sont des
cas particuliers (lorsque X est quasi-compact quasi-séparé) de 6.5 (iii),
pour n = -1 resp. pour n = 0. Cela reste d'ailleurs vrai (en se bornant aux
conditions sous la forme a)) sans la restriction énoncée sur X, comme on voit
aisément gréce au fait que pour tout faisceau d'ensembles F, et tout nombre
premier 4, on peut trouver deux faisceaux abéliens de {-torsion G et H, et
un homomorphisme u : G — H des faisceaux d'ensembles sous-jacents, tels
que F soit isomorphe & l'image inverse de la section nulle (on prendra pour
F le Z/L Z -Module libre engendré par F, et pour H le faisceau constant Z/L Z
sur X). Le méme argument montre que (sans restriction de quasi-compacité et
de quasi-séparation) 6.5 (ii) a) (oft il suffit méme de faire i = 0) implique
la condition respée 6.5(i) a) ; cela permet par suite, compte tenu que cette

derniére implique déja 1l'injectivité de Hlﬁx,F) ——9—H1(Y,h*(F}) pour tout

faisceau en groupes F sur X, de se borner dans l'énoncé de 6.5 (ii) a) d'exiger.
pour i = 1 la surjectivité de HIEX,FJ —> HI(Y,h*(F}). Malheureusement, le
cas 6.5 (ii) ne peut étre envisagé comme cas particulier de 6.5 (iii), ce
qui nous oblige souvent de répéter dans le cas non commutatif un argument
déja fait pour l'essentiel dans le cas commutatif., Notons également que, sauf

6.10, les résultats qui suivent sont énoncés de sorte qu'ils sont wvalables
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sans hypothé&se de quasi-compacité et de quasi-séparation.

Proposition 6.8. (Lemme de descente). Avec les notations générales de 6.5,

supposons donné de plus un morphisme p : X — X, désignons par h: Yy —X

le morphisme déduit de h par le changement de base p, et par Py Y ey

le morphisme canonique. Nous supposons, ou bien que p est surjectif, ou bien

que h est une immersion fermée et gque X = p(X) U h(Y).

(i) Supposons gue le morphisme h i ¥ —> ¥ satisfasse 3 la condition d'in-

jectivité (resp. de bijectivité) de 6.5 (i) a). Dans le cas respé, supposons

de plus gue le morphisme de changement de base

(%) h*(py(F)) —= p, (B*(F))
¥*

est injectif pour tout faisceau d'ensembles F sur X. Alors le morphisme

h : X —=> Y satisfait également la condition d'injectivité (resp. de bijec-

tivité) de 6.5 (i) a).

(ii) Supposons que h : Y —> X satisfasse la condition de &.5 (ii) a), et

que pour tout faisceau de ind-L -groupes F sur E, le morphisme de changement

de base (*) soit bijectif. Alors h : Y —> X satisfait &galement la condition

de 6.5 (ii) a).

(iii) Supposons que h : Y —> X satisfasse & la condition de 6.5 (iii) a),

et que pour tout faisceau abélien F de IL-torsion sur E} 1'homomorphisme de
' changement de base
p h*(R'p(F)) ——= RYp, (W*(F))

#*

soit bijeetif pour 1 = n-1, injectif pour 1 = n (ol n est un entier = 1 donné).
L Alors le morphisme h : ¥ —> ¥ satisfait également 3 la condition de 6.5

(iii) a).
-
1
)
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Démonstration de 6.8. Dans le cas ol on ne suppose pas p surjectif, mais h

une immersion fermée et X = p(X) U h(¥), nous considérons le schéma somme
X' de X et ¥, et le morphisme p' : X' —> X déduit de p et h. Alors p' est
surjectif, de plus on vérifie trivialement, dans chacun des trois cas en-—
visagés (i) (ii1) (iii), que les hypothises faites sur le couple (h,p) sont
encore satisfaites pour le couple (h,p'). Cela nous ram2ne donc au cas ol P

est surjectif, dans lequel nous allons nous placer dans la suite, Dans ce cas 3

pour tout faisceau F sur X, 1'homomorphisme canonigque

F —> p (p*(F))

est injectif. Dans le cas (i), pour vérifier 1'injectrivité de
HO(K,F) ———a—Ho(Y,h*(FJJ, on est ramené aussitdt au cas ol on remplace F

par p*(E) (ot on pose F = p¥(F)). Or considérons le diagramme commutatif

HO (X, pye (F)) H® (¥, h*(F))
1 Y _
H (Y,pY*(h*{F))
W
1 (X, F) HO (Y, B (F)) "

ol la fléche verticale gauche et la deuxizme fldche verticale droite sont
les isomorphismes canoniques, la premi2re flache wverticale droite provenant
de 1'homomorphisme de changement de base par h. Par hypothése la deuxié&me

fléche horizontale est injective, ce qui implique aussitdt qu'il en est de

méme de la premidre, ce qui prouve l'assertion non respée de (i). Pour 1'asser-
tion respée, on suppose que la deuxidme fléche horizontale est surjective,
de plus 1'homomorphisme de changement de base &tant un monomorphisme par

hypothése, il en est de méme de la premidre fl&che verticale droite, donc du
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composé des deux flaches verticales droites. Il s'ensuit aussitdt que la
premigre fléche horizontale est &galement surjective, ce qui achgve de prouver
(i), Pour prouver (ii), grace & ce qui précéde et 6.5 (i) on est ramens 2
prouver la surjectivité pour HIEK,F) —_— HI(Y,h*(F}). Utilisant 6.6 (ii)

on est encore ramené & la prouver pour F de la forme p*(?), ofi F est un
faisceau de ind- L-groupes sur X (IX 1.6 (ii)). Ecrivant les suites exactes
pour les Hl, (variantes de (3.2)) pour les morphismes p et Py» On trouve

un homomorphisme de suites exactes non commutatives

# (%5, —= &P —— HO(x, R p (F))

1 l i

H (1,0 (B*(F) —> 1! @E*E) —> 1 (1,8 (o, (B* ()

]

ol dans chaque ligne la premigre fléche est injective et identifie le premier
terme & 1'image inverse, par la deuxiime fliche, du point marqué du troisigme
terme. Par hypothése sur E, la fleche verticale médiane est bijective. D'autre
part, les deux fléches verticales extrémes se factorisent respectivement par
Hl(Y,h*{p*(?)) et HO(Y,h*CRl(p*(?)J, en composant les homomorphismes

Hi{X,-} — Hl(Y,—) (pour i = 1 et i = 0 respectivement) et les homomorphismes
déduits en appliquant Hi(Y,—} (pour ces mémes valeurs de i) 2 1'homomorphisme
de changement de base h*(p§f¥)} ——?'pY*ﬁE*(F)) resp. h*(Rlp*(F)) == Rle*i?F%?ﬁl
Comme la premiére de ces fléches est un isomorphisme par hypothése, il s'ensuit
que la premiére fl&che verticale du diagramme ci-dessus s'identifie 2 1'homo-
morphisme Hl(c,-) — Hl(Y,—) que naus voulons étudier. Pour prouver sa bijec-
tivité, il reste donc & prouver que la dernidre fliche verticale du diagramme

est injective. Or d'aprés ce qu'on vient de dire, elle est composée de deux
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applications, dont la premi®re est un homomorphisme canonique
HO(X,—] —— HO(Y,—), done bijective, et la deuxiéme est injective, car
déduite par le foncteur exact & gauche #°(y,-) d'un homomorphisme
H*(Rlip*(;)) —_— Rlp*(g*{F)) qui est un monomorphisme. Ce dernier fait
résulte en effet aisément de 1'hypothése de bijectivité faite pour 1'homo-
morphisme de changement de base dans la dimension précédente 0, par exemple
en utilisant la deuxi®me assertion de 6.5 (i) et le calcul habituel des
fibres des images directes supérieures (VIIT 5.3). Cela prouve 6.8 (ii).
Reste 2 prouver 6.8 (iii). Pour ceci, il nous sera plus commode,
au lieu d'utiliser directement 1'injection F —> p_(p*(F)) comme ci-dessus,

d'utiliser 1'homomorphisme

F ——> Rp,(F)
dans la catégorie dérivée droite D+(C}, ot C désigne la catégorie des faisceaux
abéliens sur X. Rappelons que par définition, Rp*(¥§ est le complexe py(C(F)),
ott C(F) est un complexe résolution injective de F dans la catégorie des
faisceaux abéliens sur X. Si K' est un complexe sur X, nous désignons par
Hi(X,K') les groupes d'hypercohomologie de X & coefficients dans K', et on

utilise les notations analogues sur Y. En vertu de 6.3, on est ramené A prouver.

&

v

3

la surjectivité pour 2
(1) H(X,Rpy(F)) ——> H“(Y,h*np*(F)) ; ¥

Or par hypothése, 1'homomorphisme de changement de base
e e
(2) H*(Rpu(F)) ————= Rp,, (B¥*(F))

induit un isomorphisme sur les faisceaux de cohomologie en degrés = n-1, et

un monomorphisme en degrés n, ce qui peut s'exprimer en disant que le
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"mapping-cylinder" K' de 1'homomorphisme précédent n'a des faisceaux de

i
cohomologie non nuls qu'en degrés =2 n. Donc H (Y,K') = 0 si i < n, ce qui
implique, par la suite exacte de cohomologie, gque les homomorphismes

(3) Hi(Y,h*pr*(?)) - = Hi(Y.RPY*(E#(E}) .

induits par l'homomorphisme ci-dessus, sont des isomorphismes pour i = n-1,

un monomorphisme pour i = n. Considérons le composé de (1) et (3)
(4) H(X,Rp,(F)) —> HM (Y, h*(Rp,(F))) —> HH(Y,RprfE*(?))

Les termes extrémes sont respectivement iscmorphes, en vertu des définitions.
2 H'(X.F) et HY(Y,h*(F)), et le composé de (4) n'est autre que 1'homomorphisme
déduit de h, qui est bijectif gréce 3 1'hypothése faite sur h. Comme la
deuxizme fléche de (4) est injective d'aprés ce qu'on vient de voir, la
premiére est é€galement bijective, ce qui achive la démonstration de 6.8,

D'ailleurs, on constate aussitdt que la démonstration précédente

fournit le résultat suivant, légérement plus précis et plus général :

Corollaire 6.9. Les notations sont celles de 6.8. On suppose de plus satis-

faite pour h la condition non respée de 6.5 (i) (resp. la condition respée

de 6.5 (i), resp. la condition de 6.5 (iii), avee n 2 -1), et que pour tout

faisceau d'ensembles F sur X, 1'homomorphisme de changement de base

h*(p*(?)) e pY*(E*(?)) est injectif(resp. bijectif, resp. que pour tout

faisceau de IL-torsion F sur X, 1l'homomorphisme de changement de base

h*Rlp (F) — Rlp (b*(F)) soit bijectif pour i < n, injectif pour i = n+l).
#* ¥ injectit pour

Soit F un faisceau d'ensembles (resp. de ind-TL-groupes, resp. un faisceau

de L-torsion) sur X, et soit £ € H™ *(Y,h*(F)) (od on prend n = -1 dans le

"Mz
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cas (i), n = 0 dans le cas {ii)). Posons F = p*{(F). Alors, pour que Z soit

A=l : 2 : - . 3
dans 1'image de H' (X,F), il faut et il suffit que son image inverse dans

dit

Hn_lf?,pY*(h*(F)J = w" (T, B (F)) soit dans 1'inage de 8% S(X.F).

Nous utiliserons cette forme précisée de 6.8 pour prouver le

Corallaire 6.10. Les notations sont celles de 6.5. On suppose, pour simplifier,

vérifiée la condition non respée de 6.5 (i).

(i) Pour que la condition respée de 6.5 (i) soit satisfaite (resp. pour

qu'on ait 6.5 (ii) a), resp. pour qu'on ait 6.5 (iii) a)), il faut et il

suffit que la condition suivante soit satisfaite : Pour tout faisceau F

d'ensembles (resp. de ind- IL-groupes, resp. de groupes abéliens de IL-torsion)

sur X, tout £ € HO(Y,h*(F)) (resp. tout £ £ H'(Y,h*(F)) avec i = 0,1 , resp.

tout £ € H (Y,h*®(F)) avee i < n), et toute partie fermée non vide X' de X,

désignant par Y' son image inverse dans Y, il existe un morphisme p : X =X

satisfaisant les conditions suivantes

1°) L'image p(f) est contenue dans X' et contient un ouvert non vide de X'.

2°) Pour tout faisceau d'ensembles F sur X (resp....) 1'homomorphisme de

changement de base h#(p,(F)) —> pY*(F*(F)J est un isomorphisme (resp. pour

tout faisceau de ind- IL-groupes F sur X, 1'homomorphisme de changement de base

h*(R'p(F)) — Rle*(H*(?}) pour i = 0,1 est bijectif, resp. pour tout

faisceau abélien de IL-torsion F sur X, 1'homomorphisme de changement de base

est bijectif pour i < n),.

3°) L'image inverse de I dans Hi(?.py*(h*(F))) = Hi(§.ﬁ*{p*(FJ) est contenue

dans 1'image de Hi(f,p*(F}).
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(ii) Seit n = -1, et supposons que pour tout faisceau d'ensembles F (resp.

tout faisceau de ind- IL-groupes, resp.

tout faisceau abélien de I.-torsion)

F sur X, l1'homomorphisme H'(X,F) —> H (Y,h*(F)) soit bijectif pour i < n,

injectif pour i = n+l, (dans le premier cas,

on_suppose n

deuxigme, n = -1 ou 0). Soit £ £ Hn+l(Y,h*(F)). Pour gque

n+1

de H "(X,F), il faut et il suffit qu'il satisfasse 3 la

=
=

= 1, dans le

soit dans 1'image

<

ondition énoncée

dans (i) ci-dessus, avec i = n+l).

Démonstration de 6,10, Utilisant 6.5 et une récurrence immédiate sur n,

on constate que 6.10 (i) est conséquence de 6.10 (ii), que nous allons main-

tenant démontrer,

Supposons que £ ne soit pas dans 1'image de H (X,F). Soit & 1'en-

semble des parties fermées X' de X telles que 1'image £ dans Hn(Y',h*(F)1 Y')

ne soit pas contenue dans celle de Hn(K'.le'). Par hypothase, X € &, donc &

n'est pas vide. Ordonnons & par la relation —,

et montrons que ¥ est inductif,

Pour ceci, il suffit de prouver que si (x{) est une famille totalement ordon-

née d'éléments de §, et si X' est leur intersection,

alors X' € & . Or, munis-

sant les Xi et X' de la structure induite réduite, on voit que les morphismes

x L]

3 — > X sont affines (puisque ce sont des immersions fermées), donc le

systéme projectif des Xi satisfait aux conditions envisagées dans VII 5. De

plus, on constate aussitdt que X' est la limite projective des X! . De méme ,

Y' est la limite projective du systdéme projectif des Y.

sur Y. Utilisant VII 5.8, on trouve donc

. ) B
lim H {Xl

A

¥

A

qui sont affines

Bl S ETx,Flx) L 1mmon™yy L, w2 | ¥ = w™er,h ) [v).
A pemay A *

De ceci, on conclut aussitdt gque si on avait (EIY') € Im Hn(X',F]X‘), alors
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- = . ) - -4 1 ~ - -n " - .1 3
il existerait un indice A tel que (EZ|¥!) € Im H (X!,F|X!), ce qui est absurde

\ A A

donc on a bien X' € 8 , Donc & est inductif, et contient par suite un &lément

minimal, soit X'. Comme évidemment @ € @&, X' est non-vide. Appligquons &

(ta!]

et &2 X' 1'hypothése de 6.10, d'ol un morphisme p : X —> X satisfaisant aux

conditions 1°) & 3°) énoncées dans 6.10. Notons qu'on peut supposer méme
p surjectif. En effet, soit U un ouvert non vide de X' contenu dans p(K).
et soit xi son complémentaire dans X', de sorte que par construction on a

X| € §. Utilisant cette relation, on voit tout de suite que, posant §1 = El;xi

1 —> X le morphisme défini par E et 1'inclusion de Xi

dans X, le morphisme ;1 satisfait encore aux mémes hypothéses que E ; de plus,

et désignant par ;l : X

il est surjectif. Nous supposons donc p surjectif, et appliquons maintenant
6.9, en vy remplacant le morphisme h : ¥ —> X par le morphisme h' : ¥Y' — X!
(X' étant muni, disons, de la structure induite réduite), et £ par §1Y', On
conclut alors de 6.9 que 1'on a (E|Y') € Im Hn(x',F1X'}, ce qui contredit
la relation X' € & et achéve la démonstration de 6.10.

Nous utiliserons 6.10 pour ramener 5.5 au cas ol f est un morphisme
projectif ; mais pour ceci, dans le cas non noethérien, nous aurons besoin
d'une variante non noethérienne du lemme de Chow, qui sera donnée au numéro

suivant.

Proposition 6.11. (Lemme de transitivité). Les notations sont celles de 6.8,

mais on ne fait aucune hypothése de surjectivité relativement 3 p. On suppose

gque h satisfait 2 la condition (i) a) (resp. (ii) a), resp. (iii) a) de 6.5.

On suppose de plus, dans le cas (i), que pour tout faisceau d'ensembles F sur

X » L'homomorphisme de changement de base de 6.8 est un monomorphisme (resE.

un isomorphisme) ; dans le cas (ii), gue X est noethérien et que pour tout

faisceau F de ind- IL-groupes, 1'homomorphisme de changement de base
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h*(Rlp*(ﬁ}) g Rle*(E*(F}) est bijectif pour i = 0,1 ; enfin, dans le

cas (iii), que 1'homomorphisme de changememt de base est bijectif pour i S n,

injectif pour i = n+l. Alors le morphisme h:1Y¥—%X satisfait également

2 la condition (i) (resp. (ii), resp. (iii)) de 6.5.

Démonstration de 6.11. Dans le cas (i), on considére le diagramme commutatif

de la démonstration de 6.8 (i). Ici les hypothéses impliquent que la premidre
fléche horizontale et la premiére fléche verticale de droite sont injectives
(resp. bijectives), donc il en est de méme de la deuxidme flache horizontale,
ce qu'on voulait établir. Dans le cas (ii), on se doune un faisceau F de

ind- I.-groupes sur X, et il faut montrer que tout &lément de Hl(?,ﬁ*(?})
provient d'un élément de Hl(§;¥). En vertu de 6.6 (ii) appliqué a h, il
suffit de trouver un monomorphisme F —> G de faisceaux en groupes sur X

qui efface Hl(?,ﬁ*(F)). Or considérons la deuxiéme ligne du diagramme utilisé
dans la démonstration de 6.8 (ii). Tl suffit successivement de trouver un

monomorphisme F —> G, avec G un faisceau en groupes in- IL-finis, qui efface

.4
PY*

le dernier terme HO(Y,R (h*(F)), puis un monomorphisme de faisceaux en
groupes G —> H qui efface Hl(Y,pY*(Eaf?}). Or, comme on a remarqué dans la
démonstration de 6.8 (i), les deux termes qu'il s'agit d'effacer sont isomor-
phes respectivement, par les fléches verticales extrémes du diagramme envisagé,
a HO(X,Rip*(F)) et & HI(K,p*(?)), compte tenu de 1'hypothese sur les homomor-
phismes de changement de base faites ici sur p,h. D'ailleurs, les isomorphismes
envisagés sont évidemment fonctoriels en F, de sorte qu'il suffit d'effacer

les deux termes précédents. Or en vertu de 3.3 on peut effacer Rlp*(?) (et 3

fortiori HO(X.Rlp*(?)) par un monomorphisme de F dans un ind- L-groupe G.

5 o AR = . s = S =
Il reste & effacer H (X,pul(F)). ce qui est possible grfce au fait que par
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le diagramme envisagé, ce dernier terme s'envoie dans H (X.F) par un mono-
. z ) = e =5 . 5 a3
morphisme fonctoriel en F, et que H (X,F) est encore effagable grice & 3.3,
Il reste & traiter le cas (iii), et pour celui-ci encore nous repre-

nons & rebours la démonstration de 6.8 (¥*). Il faut prouver que 1'homomorphisme
H (X, F) ————  H(Y,h%(F))
est un isomorphisme pour i = n, et un monomorphisme pour i = n+l. Or les

homomorphismes précédents sont induits par un homeomorphisme de complexes
R Tf (F) —>Rr Ty G*F)

déduit d'une résolution injective C(F) et d'un homomorphisme de HF¥(C(F))
(qui est une résolution de h*(F)) dans une résolution injective de h*(F).

L'homomorphisme ci-dessus s'identifie &galement & 1'homomorphisme composé

bi:} I‘X(Rp*(“f)) —s R I'Y(h*(Rp*(FJ) —> R T (Rp, (B*(F)

od le premier homomorphisme est 1'homomorphisme h* relatif a Rpu(F), et le
deuxiéme est déduit des homomorphismes de changement de base

h*ﬂRpﬁ(F)) — mngﬁ*(?)) en appliquant R T ¥ Le premier homomorphisme
induit donc un isomorphisme sur les groupes de cohomologie des complexes
envisagés, en vertu de l'hypoth&se faite sur h et de 6.3 (i). Il en est

de méme pour le deuxidme, en vertu de 1'hypoth2se que nous avons faite sur
les homomorphismes de changement de base, en utilisant 1'argument donné dans

la démonstration de 6.8 (iii). Par suite, la méme conclusion s'applique au

composé des deux, ce qui ach2ve de prouver 6.11.

(*) On pourrait aussi, au lieu de 6.3, utiliser la suite spectrale de Leray
pour p , py .
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Remarque 6.12., L'argument donné pour 6.11 dans les cas (i) et (iii) donne
encore un résultat plus précis : pour pouvoir conclure, pour un faisceau F
donné sur ¥, que Hi(E,F) — Hi(¥,ﬁ*(F)} est bijectif pour i £ n, injectif
pour i = n+l, il suffit de supposer

1°) 1'homomorphisme de changement de base h*(Rip*(?)) ——?-Rip?*(ﬁ*(?J} est

un isomorphisme pour i = n, un monomorphisme pour i = n+l, et

2°) pour tout couple d'entiers i,j 2 0, 1'homomorphisme
Hi(XJij*(;j) —_— Hi(Y,h*Uij*(?)) induit par h est un isomorphisme si
i+j = n, un monomorphisme si i+j = n+l.

Il est plausible qu'on a un résultat analogue dans le cas (ii),
mais son énoncé devrait nécessairement faire intervenir de la 2-cohomologie
non commutative. C'est pour éviter le recours & cette théorie gue nous avons
utilisé un argument différent dans 6.10 (ii), utilisant les propriétés d'effa-
cabilité du H1 non commutatif, argument qui ne donne pas en revanche de résul-

tat, comme ci-dessus, pour un F fixé.

Remarques 6.13. Le cas le plus important oti les conditions de 6.5 (i) (ii) (iii)
sont remplies est celui envisagé dans 5.5, qui sera prouvé dans 1l'exposé

suivant en utilisant les réductions faites dans le présent exposé, Un autre

cas intéressant (ol h n'est plus une immersion fermée comme dans 5.5 sera

€tudié dans XV. Signalons également le cas, assez voisin de 5.5, o0 ¥ est le
spectre d'un anneau noethérien, séparé et complet pour la topologie définie

par un idéal J, et ol Y = Spec (A/J) est le sous-schéma fermé de X défini par J.

On vérifie alors directement les conditions de 6.5 (ii) (avec I = P) sous la
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forme b") (EGA IV 18.3.2) ; il est trés plausible gue les conditions de 6.5
(iii) sont &galement vérifides pour tout n , i.e. que pour tout faisceau de
torsion F sur ¥, les homomorphismes l-in(){,}'} — !-En(\‘,F'|Y) soient bijectifs.
On peut faire des conjectures considérablement plus générales, lides & une
généralisation 2 des schémas non locaux de la construction de hensélisation.
Tout d'abord, notons qu'on ne connait pas d'exmeple, h €tant une immersion
fermée, ol les conditions de 6.5 (ii) (iii) ne soient satisfaites (avec IL =T)
lorsque la condition respée de 6.5 (i) l'est, c'est-i-dire lorsque le couple

(X,Y) est un couple hensélien dans la terminologie de (EGA IV 18.5.5) ;

on peut donc conjecturer gu'un tel couple satisfait aux conditions de 6.5 (ii)
(iii) (avec L =P, tout n), D'autre part, on peut se demander sous quelles
conditions la propriété suivante pour un couple (X,Y¥) d'un schéma X quasi-
complet et quasi-séparé et d'un sous-schéma fermé Y implique que le couple est
hensélien :

(¥) Pour tout schéma X' étale sur X, posant Y' = X*XXY , l'appli-
cation canonique T'(Y'/Y) —> T(X'/X) est bijective,
(Cf. EGA IV 1B.5.4 b)). Cette condition est évidemment plus faible & priori
que la condition hensélienne 6.5 (i) ; elle est méme strictement plus faible,
car elle est vérifiée par exemple si X est un schéma projectif normal irré-
ductible de dimension = 2 sur un corps k, et Y une section hyperplane de X
{comme il résulte facilement de SGA 2 XIT 2.1, ot on fait S = Spec(k)), mais
évidemment le couple (X,Y) n'est pas hensélien. Il est possible par contre que
si X est affine, la condition (¥) implique que (X,¥) est un couple hensélien ;

s'il en était ainsi, pour tout schéma affine X et tout partie fermée Y de X,
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un procédé de localisation étale le long dé Y, analogue & celui de la hen-

sélisation des anneaux locaux, devrait permettre de lui associer un couple

hensélien (X',Y), ol X' est "proétale" sur X. Une autre hypothése sur (X,Y)

(suggérée par des résultats de Hironaka et Rossi sur la contractibilité de
certaines sous-variétés de variétés algébriques), qui permettrait peut-&tre
de déduire la propriété hensélienne de la propriété plus faible (*)}, est la
suivante : l'immersion Y —> X est réguliére de codimension 1, et le faisceau

2

conormal = J/J" (ot J est 1'idéal qui définit ¥ dans X) est un faisceau

By/x
inversible ample sur Y. (NB. Dans le cas du contre-exemple envisagé plus haut,

ce faisceau conormal &tait un contraire anti-ample, i.e. son inverse étant

ample).

7. Une variante du Lemme de Chow (%),

Nous aurons besoin de la variante suivante de (EGA ITI 5.6.1) débar-

rassée de toutes hypothé&ses noethérienne ou d'irréductibilité.

Lemme 7.1. Soit 5 un schéma quasi-compact et quasi-séparé, et £ 24X —5 §

un morphisme séparé de type fini, avec X non vide. Il existe un diagsramme

commutatif

(#) Le lecteur qui ne s'intéresse aux énoncés du par.5 que dans le cas noethé-
rien peut omettre la lecture du présent numéro.
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avec T projectif et T quasi-projectif, et un ouvert non-vide U de X, tels que
2 == = -1 .

7 induise un isomorphisme de U = UXYX = 71 " (U) sur U.

Démonstration., Noteons d'abord : Soit i : X' —> X un sous-schéma fermé de

X/S et VC X' un sous-schéma ouvert dans X et dense dans X'. 5i le lemme

est vral pour X', il 1l'est pour ¥X. En effet, soit

un diagramme comme dans l'énoncé, et U' #= @ un ouvert de X' tel que T' indui

- (U') —> U'. Puisque V est dense dans X', U' NV &

un isomorphisme U' = T'
et on peut donc remplacer U' par cet ouvert. Alors U' est un ouvert de X, et
on pose T =41iT', f= £, U=1u".

Or il existe un recouvrement fini de X par des ouverts affines non

vides Uk » k=1,...,n ; de 1'hypoth&se sur S résulte que chaque U, —> 5 est

k
quasi-affine, et a fortiori quasi-compact. Démontrons le théoréme pour tout X
par récurrence sur n : Si l'intersection U des Uk est dense dans X on peut
copier la démonstration de (EGA II 5.6, B, C, D), tenant compte des modifica-
tions de la notation. Si l'intersection est non=-vide, on se raméne au cas

ol elle est dense en remplagant X par 1'adhérence X' de U (cf. plus haut),

et Uk par Ué = Uk N X'. Supposons enfin que U soit vide et choisissons

r, 1 £ r =n, tel que V = f% Uk == ¢ mais V N U

k=1
possible puisque U1 = @ . Nous pouvons maintenant remplacer X par 1'adhé-

gy = ® - c'est évidemment

rence X' de V et les U par les Uk N V non-vides. Comme alors Ur+ NV est

1

vide, on cobtient le résultat par 1'hypothése de récurrence.
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8. Réductions définitives

Lemme 8.1. Pour prouver 1'un des énoncés 5.1 (i) (ii) (fii), il suffit de

le faire lorsque 1'on suppose f projectif et S noethérien.

Supposcons d'abord 5.1 démontré pour f projectif, montrons comment
on en conclut le méme énoncé pour tout f, Utilisant 6.1, on est réduit au
cas de 5.5, avec S strictement local. Appliquons maintenant 6,10 en faisant
Y = X_ . Etant donné (E;X') comme énoncé dans 6.10, nous appliquons le lemme
de Chow 7.1 pour trouver un S-morphisme p : ¥ — X', avec X projectif sur §,
tel que p(X) contienne un ouvert non vide de X' (condition 1°) de 6.10). Comme
p est projectif, par hypothise les homomorphismes de changement de base pour
(p,h) sont des isomorphismes (condition 2°) de 6.10). Enfin, comme X est projec-
tif sur S, par hypothése le morphisme d'inclusion Y = i; —> ¥ induit un iso-
morphisme pour les groupes de cohomologie Hi(i,¥) —= Hi{ig,ﬂifE)), {(condition
3°) de 6.10). Donc les conditions de 6.10 sont bien satisfaites, d'ot la con-
clusion.

Montrons maintenant que pour vérifier 1l'un des trois énoncés 5.1
pour toute situation (f,F,g), avec f projectif, on peut supposer de plus gue
5 est noethérien. Pour ceci, on note qu'on peut supposer gri3ce & 6.1 que §
est strictement local et que S' —> 3 est 1l'inclusion du point fermé, et on

est ramené 2 vérifier 1l'énoncé 5.5 avec S strictement local. De plus, comme

r

X se plonge dans le schéma projectif-type ES

» on peut (gr8ce 2 la compati-
bilité 4.4 (ii)) remplacer X par E; . F par son image dans E;, ce gui nous

5 = 3 3 — " e
raméne au cas o X = 25 . Notons que A est limite inductive filtrante de
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sous-anneaux locaux henséliens noethériens Ai tels que 1 'homomorphisme d'inclusion
5i — A soit local : prendre les hensélisés stricts des sous-Z-algkbres de

type fini de A en les idéaux premiers induits par 1'idéal maximal de A. Sous
ces conditions, le corps résiduel k de A est également la limite inductive

des corps k des A, (EGA IV 5.13.1). Secient S = Spec (Ai), X, = 2; , et sSuppos-
!
sons donné un systéme inductif (Fi) de faisceaux d'ensembles (resp, ...) sur

les Xi comme dans VITI 5.7, et solit F le faisceau qu'il définit sur X, Soit

i

s

F (resp. Fo) le faisceau induit par Fi sur la fibre xio du peint ferm i

io
de Si (resp. sur la fibre Xo du point fermé s de S), Alors on a un diagramme

commutatif

lim H(X,,F.) —> HYWX,F)
— E 1

m HUX, ;F, Y —> #YUX ,F) ;
——i-—Q 10 10 o o

dont les deux fléches horizontales sont des isomorphismes, en vertu de VII 5.7.
Par suite, pour prouver que la deuxidme fl&che verticale est un isomorphe,

il suffit de le prouver pour la premigre, donc il suffit de prouver que les
homomorphismes Hn(xi,Fi) — Hn(xio,Fio) sont des isomorphismes. D'autre part,
tout faisceau d'ensembles (resp. ...) F sur X est isomorphe & la limite d'un

systéme inductif comme ci-dessus, en prenant par exemple F,

i
=
*
—
"
e
v

u s X — Xi étant le morphisme canonique, en vertu de ( 5.2) et

(IX 1.6 (11i)). Cela achéve la démonstration de 8.1.

Corollaire 8.2, Le théoréme 5.1 (i) est wrai.

En effet, il suffit de conjuguer 8.1, le critére 6.5 (i) bB"), et 5.8.
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Lemme 8.3, Pour prouver l'un des énoncés 5,1 (i) (ii) (iii), il suffit de le

faire lorsqu'on suppose f projectif de dimension relative = 1, et 5 noethérien.

En effet, nous savons déja par 8.1 qu'on peut se borner au cas f
projectif, S noethérien, et un argument déj& signalé nous permet de supposer
de plus qu'on a X = E; - Nous procédons alors par récurrence sur r, en notant

que le théoréme est vrai par hypoth&se pour r = 1. On peut donec supposer

r 2 2, et le théoréme démontré pour 3;-1 —> S {(toute base §). Considérons
Z = 2;—2 come plongé dans X = g; de la fagon habituelle, et soit p X =X

obtenu en faisant &clater Z dans X. Un calcul immédiat (ef. EGA V) meontre
que 1'on a un morphisme naturel Py ¢ X — xl = Eé , qui fait de X un

Xl—schéma localement isomorphe a 2;*1 (c'est le fibré projectif sur Xl

1
associé a un faisceau localement libre de rang r convenable sur Kl). D'autre
part, les fibres de p sont de dimension <€ 1, ainsi que celles de

fl : Xl —> X. Nous pouvons donc appliquer 1'hypothdse, et l'hypothése de

récurrence, aux trois morphismes P, pl, fl dans le diagramme commutatif

Comme p est surjectif, le lemme 6.8 nous raméne & prouver 5,1 pour le composé
T = fp = flpl' Or nous pouvons déja appliquer 5.1 aux deux morphismes fl et Py-
Compte tenu de $.11, on en coneclut que 5.1 est vral également pour leur com-

posé Elpl. Cela achéve la démonstration de 8,3,
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Lemme 8.4. Pour démontrer 5.1 (ii), il suffit de démontrer le "théoreme

de spécialisation pour le groupe fondamental” 5.9 bis, dans le cas ol £ est

projectif de dimension relative = 1, et oli § est strictement local noethérien.

Cela résulte en effet aussitdr de 8.3, 6.1 et 6.5 (ii) (critiére b)).
On démontrera directement le théoréme de spécialisation, dans le

cas 8.4, dans l'exposé suiwvant (XIIT 2).

Lemme 8.5, Pour démontrer 5.1 (iii), il suffit de démontrer 5.1 (ii) et,

de plus, la proposition suivante (qui sera démontrée dans l'exposé suivant

(XIIT 3) ou (EGA IV 21.9.12)) :

Proposition 8.6. Soit S hensélien et noethérien, f : X —> § projectif de

dimension relative = 1, et XG la fibre fermée de X/S. Pour tout schéma Z,

soit Pic 2 = Hl(Z,(Gm)Z) le groupe de Picard de Z. Le morphisme de restriction
Pic X —— Pic KG
est surjectif.

Démonstration de 8.5. D'aprés 6.5 (iii) et B.2, il suffit de démontrer que

o alx, z¥ z) — Hq(}(c, z/tY z)
est surjectif pour tout g = 1, et tout nombre premier 1. Or on connait la
surjectivité si q = 1, d'aprés 5.1 (ii). De plus, puisque X est un schéma
projectif de dimension = 1 sur un corps k séparablement clos, on a

Hix_, z/A¥ 2) = o
si g > 2 dans le cas L == car. k (X 4.3), et si ¢ > 1 dans le cas 4 = car. k

(X 5.2). La surjectivité est donc triviale pour ces valeurs de q !
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Il reste 2 traiter le cas q = 2 et 4 5= car, k , Notons n = 4",
Comme le faisceau des racines n-iémes de 1'unité an}s est localement iso-
morphe a (iR/n)s, et que S est strictement local, il existe un isomorphisme

{non canonique) (E..Ln}s —iC&Za za)s dlod (u), = (Z/n Z)x
Par théorie de Kummer IX 3.2 appliquée 3 X et Xo, on & un morphisme
de suites exactes

Pic X —> u2(X, J — n(x, G,)

|
2
€ ®

W v

Pic ¥ —> 1-12(){ i )} — H2(x »G.) "
(s} (o] n (o] m

Or Hz(xﬂ, Gm) = 0 d'aprés IX 4,6, Donc la surjectivité de € implique celle

de @2, d'old le lemme.
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EX PO SYE XIII

THEOREME DE CHANGEMENT DE BASE POUR US MORPHISME PROPRE :

FIN DE LA DEMONSTRATION

par M. ARTIN

1. Le cas projectif et plat.

Rappelons 1'énoncé de XIT 5.9. bis dans le cas envisagé ici :

Proposition 1.1. Soit S le spectre d'un anneau hensélien noethérien, et

f : X—> 5 un morphisme projectif et plat. Soit Ko la fibre fermée de X/5.

Le foncteur de restriction

Et(X) —> EI:(XQ)

est une équivalence de catégories.

Comme nous l'avons déja remarqué, il résulte de XIT 6.5 (i) que
la fléche est pleinement fidele. Il reste 3 démontrer gue chaque revétement

étale YD de xo est induit par un revé@tement étale Y de X.

Lemme 1.2. Soit S localement noethérien, f : X —> § projectif et plat, et

Y © X un sous-schéma. Le sous-foncteur € = | | ¥/X : (Sch)/§ —> (Ens) du
X/s
foncteur final "qui exprime la condition ¥ = X ", i.e. tel que pour S' = §,

on ait

e(s') =

{6} si y' =x'
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(ot 1'on désigne par un prime l'effet du changement de base §' —> §) est
représentable par un sous-préschéma Z de S. Si Y est ouvert {resp. fermé),

il en est de méme de Z,

Démonstration. Scit Y fermé dans 1l'ouvert U de X, et soit C le fermé complé-
mentaire de U. Puisque F est propre, 1'image de C dans 5 est un fermé D, et

il est €vident que la condition U = ¥ est représentée par l'ouvert S - D de §.
On peut donc supposer qu'on a déja U = X, i.e, gque Y est un sous-schéma fermé.

a
Considérons le morphisme surjectif g, —> O

X y: 9919

-modules; dire que Y = X

X

revient au méme que de dire qu'il existe un morphisme QY R 0, tel que le

b4
composé B5a soit 1'identité, c'est-2-dire, qu'il existe une section de

X~ =X

EGA III 7.7.8 que le foncteur qui & S'/S associe 1'ensemble des sections

Hom(gY,gﬂ) qui reléve la section identique de Hom(0_ ,0,). Or il résulte de
f

de HongY,gX) (resp. Ham(gx,ng) est représenté par un fibré vectoriel vy

(resp. Vz) sur S. Soient @ : Vl — Uz le morphisme u > u @ induit par

gx —> 0y, et s ¢ S ~—a—v2 la section correspondant & 1'identité o, == QX'
L'image inverse de la section & par ¢ s'identifie 3 un sous-schéma fermé

Z de 5, et il est clair que Z représente le foncteur €, d'od le lemme.

Lemme 1.3, Sgient S un schéma localement noethérien, £ : X —> § un morphisme

projectif et plat, et E un faisceau localement libre sur X. Soit

QE : (Sch)/s — (Ens)

le foncteur qui & S'/S associe l'ensemble QE(S') des faisceaux quotients

0. =8

A' de E' = E 8 0., munis d'une structure d'Algébre étale sur By v Ce

foncteur est représentable par un schéma localement de type fini sur S.
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Démonstration. Le foncteur Quot(E), Quot(E)(S') = ensemble des gquotients de
E' plat au-dessus de §', est représentable par un schéma localement de type
fini (TDTE IV, exp. 221), disons par Z / S. Soit M le quotient "universel"
de E 89592 au-dessus de XZ. Le sous-foncreur de Quot(E) des quotients que l
sont plats au-dessus de X' est représenté par un ouvert U de Z. En effert,
soit M' un quotient de E', donné par un S-morphisme §' — Z. Puisque M'
est plat au-dessus de S§', dire qu'il est plat au-dessus de X' revient au

méme que de dire que pour chaque point s' € §', le module H'ST est plat

au-dessus de la fibre X's, (EGA IV 5.9), ce qui équivaut a (Hu)z plat
au-dessus de la fibre Zz au point z image de s'. Or 1l'ensemble U des z € 2
tels que (Mulz soit plat sur Zz, i.e. que Mu soit plat sur Z en les points
de Zs, est ouvert dans Z en vertu de EGA IV 11.1.5, d'ots 1'assertion.

Il suffit maintenant de représenter le foncteur relatif QEfUif].

On est donc réduit au lemme suivant, en remplagant S par U et X par XKSU 3 :

Lemme 1.4%. Soient S un schéma localement noethérienm, f : X —= S un morphisme

projectif et platc, et M un faisceau localement libre sur gx. Le foncteur ;g
Algét : (Sch)/S —> (Ens), qui 3 S5'/S associe 1l'ensemble Algét(S') des 3

structures d'algébre sur M' étales au-dessus de QK' , est représentable 3 i
par un schéma de type fini sur S. i
Démonstration. Nous dirons, pour abréger, "représentable" en sous-entendant IH;
"par un schéma relatif de type fini". Les fibrés vectoriels rencontrés seront ‘

tous définis par des faisceaux cohérents, donc seront de type fini. Une loi
1
de composition bilinéaire dans M' est donnée par une section du faisceau J

localement libre Hom (M'®M',M'). Puisque Hom(M'@M' M') est S-plat, il résulte
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de EGA III 7.7.6 que le foncteur "loi de composition bilinéaire" est repré-
sentée par un fibré vectoriel Z sur S, Il faut vérifier que les conditions
supplémentaires sur la leoi d'@tre asscciative, commutative, et d'avoir une
section unité, sont représentées par un sous-schéma de Z, et on peut (en
considérant le foncteur relatif) remplacer § par Z, done peut supposer qu'on
a une loi de composition donnée sur M, et montrer qu'on peut représenter le
sous-foncteur de 5 exprimant les conditions précédentes par un sous-schéma
de S.

Or pour l'associativité, la condition est que deux sections de
Hom(M @M &M, M) deviennent égales par changement de base §' —> §. Soit Y
le produit fibré de ces sections au-dessus du fibré vectoriel correspondant
2 Hom(M XM @M, M). Le schéma Y s'identifie & un sous-schéma fermé de X, et
l'associativité aprés S' —> S est exprimé par la condition Y' = X'. Elle
définit donc un sous-foncteur de § représentable par un sous-schéma fermé
de 5 d'aprés 1.2. Pour la commutativité la condition est gque deux sections
de Hom(M &M, M) deviennent égales, ce qui définit encore un sous-foncteur
de § représentable par un sous-schéma fermé d'aprgs 1.2. Supposons enfin,
ce qui est maintenant loisible, que la loi est déji associative et commu-
tative, et examinons la condition pour qu’'il existe une section unité, qui

sera alors unique. Le foncteur qui en §'/S a comme wvaleur 1'ensemble des

sections de M' est représentable par un fibré vectoriel, d'aprés EGA III 7.7.6.

et tout revient & représenter le sous-foncteur de ce dernier correspondant

aux sections unités (compte tenu de l'unicité qu'on wient de rappeler).

Relativisant comme d'habitude, on peut supposer qu'une section £ de M est
p pp

déja donnée, et montrer que le sous-foncteur de S exprimant gqu'elle devient

135

138




= 8= XIII

une section unité est représentable. Or., la condition que € soit une unité
est que le composé des morphismes &videncs M' — M'@M' —= M' soit 1'iden-
tité, c'est-a-dire que deux sections déterminées de Hom(M,M) deviennent
égales. On conclut encore grice a 1.2.

Supposons enfin qu'une structure d'algdébre commutative unitaire
soit donnée sur le module localement libre M. La condition d'étre étale

est ouverte dans X (SGA I 4.5), donc représentable sur S par un sous-schéma

(ouvert). Ceci ach@ve la démonstration de 1.4, donc de 1.3.

1.5. Soit maintenant Z/S l'objet qui représente le foncteur envisagé dans
1.3, et examinons la condition sur Z d'étre lisse sur S5 en un point z. En
traduisant SGA 1 III 3.1 en termes du foncteur QE, on trouve la condition
suivante :

Seient B un anneau artinien local, .= rB, J un idéal de B tel
que JM(= 0, S§' = Spec B, S" = Spec B/J et §' —> § un morphisme. On utilise
des notations évidentes pour les effets des changements de bases §' —> §

et 8" —= 8.,

(*) Pour chaque quotient A" de E" muni d'une structure d'algébre étale sur

0

Qpns correspondant & un S-morphisme S" —> Z d'image z, il existe un

quotient A' de E', muni d'une structure d'algdbre étale sur 92" qui

1'induise,

Or puisque X' et X" ont méme espace sous-jacent, une algeébre A'

qul induit A" est déja déterminde 2 isomorphisme unique prés (SGA T 8.3).
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On peut donc exprimer la condition (¥#) ainsi

(#%) Soit A' une algébre étale sur gx,, et A" 1l'algdébre induite de A' sur X".
Chaque homomorphisme surjectif
Er[ -EFF A'P

correspondant & un morphisme 5" —> Z d'image 2z, se reléve en un homomor-

phisme (nécessairement surjectif en vertu du lemme de Nakavama)
]
El ___.L_; Ef
De la suite exacte

O—=J — B —= B/J —=>.0

on déduit une suite exacte de faisceaux sur X' :
0 —> J2 Hom(E',A'}) — Hom(E',A') —> Hom(E",A") —> 0

L'obstruction au reldvement de ' se trouve dans HI(X'. J® Hom(E',A')). Soit

SO = Spec B/M{. Puisque Jal = 0, on a

J® Hom (E',A') = J & Hom (EQ,AOJ 5

et il est clair gue

H1 (X', J@ Hom (E ,A)) = 1 & Hl(x , Hom (E ,A )) .
— o’ ol — o

Tenant compte du fait que la cohomologie commute & 1'extension des corps

de base, on trouve le

Corollaire 1.6. Soient Z/S le schéma qui représente le fonecteur de 1.3,

Kz =% a2 e AZ 1'Algébre étale guotient ("générale") de E

5 Alors Z/S

7

est lisse en tout point z_ tel gque
o
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nl (X , Hom(E ,A J)) =0
(=] e o o

ot 1'indice =zé&ro désigne la restriction & la fibre KO de Xz !/ Z au point 2

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme 1.1
avec les notations du théoréme, soit YDJXO un revétement étale, donné par
un faisceau d'Algdbres A , &tale sur O, . Pour n assez grand, ﬁD{n) est

o
engendré par ses sections (EGA III 2.2.1). On a donc une surjection

c_);\{i = A AR} ——= §
a

d'olt une surjection

Choisissons n assez grand pour gu'on ait aussi

(+) Hl (X , Hom(E ,A )) = o |, Jr
Q e o [a]

ce qui est possible en vertu de (EGA III 2.2.1), puisque

m(ﬂo,ao)=[M€g§c, Al (@) = EAo(n)JN ’ !

Posons E = 02(-n), et soit Z/5 le schéma qui représente le foncteur envisagé
dans 1.3. Le quotient Ao de EO correspond & un point z, € Z de la fibre fermée
de Z/S, rationnel sur k(s), et d'aprés 1.5 et (+), Z/S est lisse au point z
Or puisque S est le spectre d'un anneau hensélien et Z/S est lisse au point
z, de la fibre fermée, on peut trouver une section de Z/S passant par z ¢
c'est par exemple immédiat 2 partir de la définition originale (SGA IT 1.1)
de la lissité. Il s'ensuit que Ao est induit par une Algébre A &tale sur X

{(quotient de E), ce qui achgve la démonstration de 1.1.
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2. Le cas de dimension relative = 1.

L'assertion est la suivante :

Proposition 2.1. Avec les notations de XII 5.9 bis, le foncteur

Ec(X) —= Et(xo) est une équivalence de catégories si S est noethérien

strictement local, et f est projectif et de dimension = 1.

D'aprés XII 8.5, cela achévera la démonstration de XII 5.1 (ii).

qui généralise a4 la fois 1.1 et 2.1,

Lemme 2.2. Soit 5 le spectre d'un anneau local noethérien A, et soit X/S

projectif, de dimension relative S n. Il existe un S-schéma projectif et plat

z/s de dimension relative £ n et une immersion fermée X &> 7 au-dessus de S,

Démonstration. Soit X ~—a:w§ un plongement projectif au-dessus de §, et soit
Fie A[xo,...,xw] 1'idéal homogéne qui définit X. Soient k = A/TA, S, = Spec k,
X, = X Skk. Alors X, est défini par 1'idéal homogéne

JD = Im (J —> k [Xo,...,XN]}. Comme dim xo = mn, il est bien connu qu*il

a

5 i (sl
existe des éléments fl""’fN-n

de Jo qui définissent un sous-schéma Zo de

Eﬂ de dimension n. Soient fi (o0 =i = N-n) des éléments de J gui relévent

N

»
les f?. et soit Z le sous-schéma de P'E

défini par f]_,...,f\‘| . En vertu
de EGA IV 11.3, Z est plat au-dessus de S, d'autre part en vertu de
EGA IV 13.1.5 il est de dimension relative dim zo = n. Cela achéve de prou-

ver 2, 2.

Démonstration de 2.1. Soit X/S projectif de dimension relative < 1, avec
S noethérien strictement local. Nous pouvens supposer X (donc XD) connexe .
Soit X —> Z une immersion fermée au-dessus de S avec Z projectif, plat et de

dimension = 1, cf, 2,2. Soit S, le point fermé de 5. On a un diagramme
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correspondant de schémas
Et(Z) Ec(X)
a ib
v
c
Et(Z_) > Ee(X)) 3

On veut démontrer que b est une équivalence., D'aprés XII 5.8, b est plei-
nement fidéle, et il reste & démontrer qu'il est essentiellement surjectif,
Or a est essentiellement surjectif d'aprés 1.1, et il suffit donc de démontrer

que c est essentiellement surjectif. On est ainsi réduit (laissant tomber le )
0

& la proposition suivante :

Proposition 2.3. Scient k un corps séparablement clos, Z un k-schéma, loca-

lement de type fini et de dimension < 1, et X™~= Z un sous-schéma fermé

connexe. Alors tout revétement &tale de X est induit par un revétement &tale

de Z.

Démonstration. On peut supposer Z et X de dimension 1, le cas ol X est de
dimension nulle étant triviale grice 3 1'hypothése faite sur k. Alors

Z =XUY¥Y,ot Y est le sous-schéma fermé adhérence de Z-X, Soit V=X 0NY

le schéma intersection, qui est un schéma discret i.e. localement artinien.
Le morphisme X1lY — Z est fini et surjectif, donc un morphisme de descente

strict pour la catégorie des revétements étales (SGA IX 4.7). On a évidemment

*) (X..Y) Xy (XLY) = qu.uv(“.u.v(z) {v{i) = V) "
ol PT, envoie th) dans le composant X de XUY et V(j) dans le composant Y
pour j 5 1i.

Soit X'/X un revétement étale de degré n, et soit Y"/Y un revétement

de degré n (par exemple le revétement trivial de degré n), de sorte que X'LLY"'
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est un revétement de XY de degré n. Il suffit de trouver des données de
descente pour ce revétement et pour le morphsime X IlY —> Z. En regardant
(¥), on voit qu'une donnée de descente pour ce morphisme équivaut simplement

2 un isomorphisme

X! xxv = gy = yn o= yn XYV

Puisque k est séparablement clos, il en est de méme de k(zi), et par suite
chaque revétement étale de V est compl&étement décomposé, d'olt V' = V", ce

qui donne le résultat.

Remarque 2.4. On peut &viter le recours au délicat résu}tat de SGA IX et

& la théorie de la descente, par un argument direct, montrant que la catégorie
des revétements &tales de Z est &quivalente 3 la catégorie des triples

(x', ¥', ©), ot X'(Y') est un revétement &tale de X(Y) et © un V-isomorphisme
X' xxv === Y'XYV. Ce résultat, valable pour tout schéma Z réunion de deux
sous-schémas fermés X,Y, s'établit direcrtement & 1'aide du résultat analogue
pour la détermination des Modules quasi-cohérents sur X (lorsque X = v (%),

Y = V(K), JMK = 0).

3. Un résultat auxiliaire sur le groupe de Picard (%),

Proposition 3.1. Scient X un schéma noethérien, Xo un sous-schéma fermé de X

tel que a) dim xo =1, EE.b) pour toute partie fermée connexe non-vide Y de X,

YO =Y N xo est connexe non-vide,

(*) Figure aussi dans EGA IV 21.9.11, 21.9.12 sous une forme légiérement plus
générale ; notamment il suffit dans 3.2 que f soit séparé au lieu de propre.
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(i) Soit ZD la réunion des {;E il XU pour x € Ass GN tel que =y n xu soit

réduit & un point. Alors pour tout diviseur de Cartier D} sur X tel que
C T L®

supp(DD ne rencontre pas ZO, il existe un diviseur de Cartier D sur X. in-

duisant D

D (et si D =0, on peut prendre D = 0).

(ii) Supposens qu'il existe un ouvert affine UO de X contenant 1'ensemble

fini Ass QX W Z (condition automatiquement satisfaite X est noethérien et
o
si X admet un faisceau inversible ample). Alors 1'homomorphisme

Picl(X) —= Pic{xo) est surjectif.

Démonstration. (i) Comme dim Ko = 1, on voit tout de suite que tout diviseur
de Cartier Do sur XD a un support discret, donc est la différence de deux

diviseurs de Cartier positifs, de supports contenus dans celui de Do' Cela

nous rameéne dans (i) au cas ob D0 est positif, donc ol pour tout x £ Supp DD,

, +X). Alors
%5

fx est induit par une section 2, de gK sur un veoisinage ouvert Ux de =. Je

Do est défini en x par un élément non diviseur de zéro Ex £ rad (0

dis qu'en prenant Ux assez petit, g, est non diviseur de zéro dans o i, e

u_*

x

V(g ) N Ass 0. = 0. En effet, il résulte de a) et b) que pour tout x € X,

U

b4
et en particulier pour z € Ass QX s &1 Xo est un fermé connexe de XD donc

est, soit réduit & un seul point fermé&, soit 3 une réunion connexe de compo-
santes irréductibles de dimension 1 sur Ko. Comme x € ZO il s'ensuit que
dans le premier cas on a x € z . Mais pour s £ Ass QX du deuxidme type, on
ne peut pas aveoir x € z et z € V(gx), puisqu'alors g, donc fx s'annulerait
sur une des composantes irréductibles de z N supp Xo‘ qui est aussi une
composante irréductible de Xo, ce qui est incompatible avec le fait que [x

est non diviseur de zéro dans QX Donc quitte & restreindre Uﬁ on peut
»

o
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supposer que U(ng N Ass 9 = B, i.e. 8, est non diviseur de zéro. Soit

Yx 1'adhérence de v(ng dan: X, alors Yxﬂ Xoﬁ U;: V(gx)ﬂ xo admet % comme
point isolé&, donc il en est de méme de Yxn Xo, donc par la condition b)

de la proposition, Yx admet une composante connexe Y; telle que Y; n xo = {x}.
De plus, on =a Y; = Ux’ car Tx = Yﬁ - Y; n Ux est un fermé de X tel que

Txnxc:= ¢, donc Tx = 0 en vertu de la condition b). Nous prenons maintenant

le diviseur de Cartier D; sur X qui induit Y; sur Ux, et induit zéro sur

X - Y;, et poserons D = ; d;, qui est un diviseur de Cartier positif sur X,
induisant évidemment Do sur XD.

(ii) La conclusion résulte de (i) et du fait que tout module inversible

Lﬂ sur Xo est isomorphe au module défini par un diviseur de Cartier Do

dont le suppert ne rencontre pas Zo. Ce dernier fait signifie en effet que
pour Lo admet une section définie sur un ouvert Vo contenant Ass gx Lz,
cette section ne s'annulant en aucun point de ce dernier ensemble. Or il
suffit de prouver cela en remplagant Xo par l'ouvert affine Uﬂ, et dans ce
cas cela est bien connu et provient du fait qu'un module inversible sur

un schéma semi-local est isomorphe au faisceau structural. Enfin, on sait
bien gque si Xo admet un faisceau ample, alors toute partie finie de Xo

est contenue dans un ouvert affine. Cela prouve (ii).

On a le corollaire suivant, qui généralise XII 8.6 et qui achive

la démonstration de 5.1 (iii) :

Corollaire 3.2. Soit S le spectre d'un anneau hensélien neethérien, et

£ : X —> 5 un morphisme propre et de dimension relative S 1, Alors pour

tout sous-schéma fermé Ké de X avant méme espace sous-jacent que la fibre

143

146




= = XITT

fermée XD de X/S, 1'application canonique Pic(X) —> PicfXOJ est surjective,

=

n effet, on applique la proposition & (X.Xé), en notant que la
condition a) est satisfaite par hypothése, et b) en vertu de XII 5.7. Il
reste & vérifier 1'hypothése faite dans ii) d'existence d'un U,» ce qui

résulte du fait que Xé est nécessairement projectif (comme toute courbe

PTOPre sur un corps).

Remarque. Le lecteur qui ne voudra pas admettre ou reconstituer le fait que
les courbes propres sur un corps sont projectives, se bornera a utiliser

le corollaire en supposant déja que f est projectif, ce gqui suffit pour
l1'application que nous avions en vue ici, Signalons d'autre part que, admet-
tant la projectivité des courbes algébriques propres sur un corps, on conclut
que sous les conditions de 3.2 X est nécessairement projectif sur S, comme

on voit en choisissant un §c € Pic (KO} ample et le relevant en un £ &€ Pic(X),

et appliquant EGA III 4.7.1.
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EXPOSE XIV

THEOREME DE FINITUDE POUR UN MORPHISME PROPRE ;

DIMENSION COHOMOLOGIQUE DES SCHEMAS ALGEBRIQUES AFFINES

par M., ARTIN

Cet exposé contient deux théordmes importants qui se démontrent

en utilisant le théoréme de changement de base pour un morphisme propre,

1. Théoréme de finitude pour un morphisme propre.

Théor2me 1.1. Soit f : X —> S un morphisme propre et de présentation finie.

Soit A un anneau noethérien & gauche qui est une Z/n-algdbre pour n € W con-

venable. Soit F un faisceau d'ensembles (resp. de groupes, resp. de A-modules)

constructible sur X. Alors le faisceau f,F (resp. RIE*F. resp. qu*F pour

chagque q = 0) est également constructible.

En particulier, on a :

Corollaire 1.2, Soit X un schéma propre sur le spectre d'un corps séparablement

clos k, et soit F un faisceau abélien de torsion constructible sur X. Alors

les groupes Hq(X,F} sont finis pour chaque q = 0,

Remarque 1.3. Le théor&me est faux pour les faisceaux abé&liens si 1'on omet
la condition que f soit propre, comme on veit en prenant f =Z/p, p = car k,
X = Ei, l'espace affine, et f l'inclusion de X dans'Ti, ou le morphisme struc-

tural X —> Spec k. Cependant, on conjecture qu'il est vrai si F est premier
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aux caractéristiques résiduelles de S et S est "excellent" EGA IV 7.8. On
peut le démentrer, lorsqu'on dispose du rthéoréme de résolution des singula-
rités (par exemple en caractéristique nulle) pour un schéma excellent §

d'égales caractéristiques (XIX 5.1).

Démonstration de 1.1. L'assertion est locale sur 5 et on peut donc prendre §

affine. Alors S est limite des spectres d'anneaux de type fini sur Z, et les
données du théorgme sont telles qu'on peut les obtenir, par changement de
base 5§ — 50, d'un morphisme propre fo : xc —> So avec Sc de type fini sur
Z et un faisceau constructible Fo sur Ko, cf. EGA IV 8 et IX 2.7.4. Or,
puisque 1'image inverse d'un faisceau constructible est encore construc-
tible (IX 2.4 (iii)), on est ramené, en appliquant XII 5.1 au morphisme de
changement de base Sb <— 5, & démontrer la constructibilité de fo*Fc (resp.

q

de R*f #F ), d'ol le
o o

Lemme 1.4. I1 suffit de vérifier 1.1 avec § de type fini sur Spec Z.

Lemme 1.5. L'assertion ensembliste de 1.1 est vraie, c'est-a-dire f£.F est

un faisceay constructible d'ensembles si F 1l'est.

Démonstration. On peut supposer S noethérien (1.4). Soit F—> G = T?iﬁi*(CiJ

une injection avee ﬁi : Xi —> X fini et Ci constant et constructible sur

¥; (IX 2.14).0n a £4F C£,G et par suite (IX 2.9 (iii)) il suffit de traiter
le cas Fi= G. Or f,G = ET(f ri)*Gi’ et un produit fini de faisceaux construc—
tibles sur S est constructible (IX 2,14). En remplagant X par Xi, on est
ramené au cas ol F = DX est un faisceau constant constructible, & wvaleur D.

Or en vertu de XII 5.1 (i), la fibre f%(F)g est isomorphe & DC(S>, ol
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c(s) =7 (Xg). donc elle est finie. D'aprés IX 2.13 (iii) il suffit de

o
démontrer que la fonction "nombre d'éléments de la fibre de f.F " est cons-
tructible sur S. Or cette fonction est Card(DC), ot € est 1la fonction

"nombre de composantes connexes dans la fibre géométrique", et C est cons-

tructible (EGA IV 9.7.9), d'ol le résultat.

Lemme 1.6. Seit S un schéma noethérien, f : X —> S propre, F un faisceau

de groupes (resp. de A-modules) constructible sur X, g un entier égal & O

ou 1 (resp. un entier = 0). Soient Si (1 £ i = n) des sous-schémas de S tels

gue § = U Si et soient Fi N Ei - Xi ——9—51 les "restrictions" des données aux
i

Si. Alors si pour tout i, qui*Fi est constructible, il en est de méme de

RE,F.

Démonstration. La restriction de qu*F a §; est isomorphe 2 qui*Fi d'aprés

XITI 5.1, et le lemme suit de IX 2.8,
On procéde maintenant par des raisonnements analogues & ceux de XIIS8:

Lemme 1.7. Scient S noethérien,
¥ —D %
\2\\\& &{///;/
S

un diagramme commutatif de morphismes propres, et j ¢+ U— X un ouvert tel

que 1l'ouvert U = U XKE s 'envoie isomorphiquement sur U. Soit ¥ = X-U le schéma

fermé réduit er soient fD P Y —> S5 et i : ¥Y—>X les morphismes canoniques.

Supposons le théorgme 1.1 wvrai pour £, f0 et

7. Alors il est également vrai

pour
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Démonstration. Traitons d'abord le cas d'un faisceau de A-modules F sur X.

On a la suite exacte

0 —> j; J"F —= F —= i, i¥F — 0 3
et compte tenu de la suite exacte de cohomologie correspondante pour les
qu*, et de IX 2.6, on veit qu'il suffit de vérifier la constructibilité des

g4

fyx pour les membres extrémes (notons que i i¥®F est constructible d'aprés
IX 2.4 Gii) et IX 2.15(i), done j)i*F 1l'est aussi(IX 2.6). Puisque i est

une immersion fermée,
(RIE D1, (i%F) = (R _Da*)

(VITT 5.6), d'ol la constructibilité dans ce cas d'apras 1'hypothése sur £,

De plus, désignant par E : L —> X le morphisme d'inclusion et F = m% F, on a

() 3% = w3, F

comme on vérifie en définissant d'abord une flédche —> s et prouvant qu'elle

est inversible fibre par fibre en utilisant XII 5.1 (i). En chaque point
géométrique ;-de Y, la restriction de E};‘? a4 la fibre E; de X sur X est ]
nulle, et par suite XII 5.1 (iii) la fibre de (Rqﬂ*) (E!E*F) en y est nulle

pour chaque q = 0. Puisque d'autre part T induit un isomorphisme au-dessus

de X - ¥, on a (Rqﬁ*)(iii‘g) =0 si g >0. De la suite spectrale de Leray

Eg’q = (Rpf*J{R“-n*)GJ*?) — Rn?*(j!j*F)

et (¥*) on déduit des isomorphismes

®RIED G, T = RILI G 5%

pour g = 0, Puisque j,j®*F est constructible (méme raisonnement que pour

E}T*?) le membre de droite 1'est aussi, d'ofi la constructibilité de
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(qu*)(jlj*i‘) et donc de RYE,F.

Supposons maintenant que F soit un faisceau de groupes constructible
sur X. Remplagons 7T : X —=>X par Tui : (XUY) —> X. Il suffit ainsi de
démontrer que si T : X —> X est surjectif et si 1.1 est vrai pour 7 et
pour T, i1 1'est également pour f. Soit d'abord F un faisceau de groupes
constructible sur X. Alors W*F est constructible sur X (1.5) et on a une
injection (le*) T F —=> (ng*)? . Le membre de droite est constructible
par hypoth&se, et par suite le membre de gauche l'est aussi (IX 2.9 (ii)).

Or puisque T est surjectif, on a une injection F —> 7T,7"F = G. Le faisceau
F = T*F est constructible, donc G et RLE*G sont aussi constructibles, comme

on a vu ci-dessus. On est ainsi ramené au lemme suivant :

Lemme 1.8. Scient S noethérien, f : X —> § un morphisme propre, et Fels g

une injection de faisceaux de groupes constructibles sur X. §E_R1f*G est

constructible, le*F l'est aussi.

Démonstration. Soit C = G/F qui est un faisceau constructible d'espaces
homogénes sous G (appliquer IX 2.6). Considérons la suite exacte

1
(*) fuC— R s rbf,.c .

Pour démontrer que le*F est constructible, il suffit par récurrence noethé-
rienne et 1.6 de démontrer que si § %= @, il existe un ouvert non-vide de §
sur lequel le*(F} soit constructible., On peut donc supposer RIE*G localement
constant, donc puisque la constructibilité est une notion locale pour la
topologie &tale, on peut supposer que S est irréductible et RIE*G est constant

(et constructible), & wvaleur E = {el,...,en}. Soit ‘Di (i =31,.c.an) Le
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sous-faisceau de R f F image inverse de la -section e, par u-, On a, puisque

i i I " —_
dans un topos "les sommes sont universelles", R f,F =1lD. , et il suffit
P * T T

i
donc de démontrer gque chaque Di est constructible sur un §' convenable étale
sur 5 et non-vide.

1 s o i i =
Rappelons que R f,F est le faisceau associé au préfaisceau

1

wF, ol RIF(S'} e HI(X',F). Par suite on peut supposer {en remplagant 3

par un S' non-vide étale sur S) que Di est le faisceau "vide" (donc cons-
tructible), ou qu'il existe un élément o € BIEK,F) qui induit une section o

de Di' Dans ce dernier cas, soit

g —2 e —— s e F

la suite exacte déduite de (#) "en tordant 2 1'aide de a". On a

~ - 1
e =der e, = rleg

et la section de le*Fu correspondant 2 @ est la section unité. Donc le

sous -faisceau Diu de le*Fu correspondant a D, est l'image inverse de la
s 1. @& & ' a :

section unité de R £,6 , i.e., Di est 1'image de f,G par & . Puisque

f.G est constructible (1.5) il en est de méme de D? , donc de Di (appliquer

IX 2.6), d'od le lemme.

Lemme 1.9. Soit S noethérien et

]

¥ =

S

un diagramme commutatif de morphismes propres. Si le théordme 1.1 est vrai
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pour f et T, il 1'est également pour f.

pémonstration. Dans le cas d'un faisceau F de A-modules constructible, on
Démonstration

utilise la suite spectrale de Leray
Eg'q = (Rpf*)(Rqu’*)? = 4 (Rn-f*)-l;

Par hypoth&se, on trouve que Eg’q est constructible pour chaque p,q, et

par suite 1'aboutissement l'est aussi, comme il résulte alors de IX 2.6,

Seit F un faisceau de groupes coqgtructible, On la suite exacte

(X11 3.2)

* 0o —> &gy n,F —— ®REIF — f&InOF
ol les membres extr@mes sont constructibles d'aprés 1'hypothzse et 1.5. On
procéde comme dans la démonstration de 1.8 : Il suffit par récurrence noethé-
rienne et 1.6 de supposer § == @, et de démontrer la constructibilité sur

un ouvert non-vide convenable. On peut donec supposer f*(Rlﬂ@)F localement
constant, et (par localisation &tale) méme constant et constructible (IX 2.8)
4 valeur E = {el,...,en}. Soit Di le scus-faisceau de {le;)F image inverse
de e , de sorte que (RlE*JE =.%lDi. I1 suffit de démontrer que chacun des
faisceaux Di induit un faisceau constructible sur un S'/S étale connexe et
non-vide convenable, Si D, n'est pas le "faisceau vide", on se ramEne au cas
oli i1 existe un élément o € H1(§;¥) qui induit une section & de D,. Soit

0 —> (le*) TuF —> Ckl?%)ﬁ'——a f*(Rlﬂ*)?

la suite exacte déduite de (*) en tordant F & l'aide de @, La section de
I- = - . 4 i . 7
(RTf,)F correspondant 3 O est la section unité, et par suite le sous-faisceau

a 1= 5 . 5 _ ;
Di de (R L*)¥a correspondant a Di est 1'image inverse de la section unité de
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qui est bienm un faisceau constructible,

Lemme 1.10. Il suffit de vérifier 1.1 dans le cas ol S est de type fini

sur SpecZ , et f est projectif et de dimension relative

=

1.

Démonstration. Supposons d'abord que f
rence sur la dimension relative de f,
s5i

remplacer 5 par un ouvert affine. £

n 2 2, on peut trouver, localement sur

et on se raméne par 1.9 et IX 2.15 (i)

tural de E; . Considérons le diagramme

X

e
N

déja envisagé dans la démonstration de

]

faisant éclater le sous-schéma fermé Y

qu'on peut supposer finie,

;]P

soit projectif et procédons par récur-
quitte &

est de dimension relative = n, avee
x—arﬁg R

au cas ol £ est le morphisme struc-

S, un morphisme fini 7 :

commutatif de morphismes

\a
= 1
f Ps
/

XII 8.3, ot X est déduit de IP; en

n-2

s . La dimension relative de

b est = 1, celle de a est = n-1, et par suite le théor2me est vrai pour a

et b par 1'hypoth2se de récurrence, donc pour f par (1.9). De plus, la di-

mension de T est < 1, celle de fD s

1.7 que 1.1 est vrai pour f, donc pour

Y —> 5 est = n-1.

Il résulte donc de

tout morphisme projectif. Soit main-

tenant [ propre arbitraire, et procédons par récurrence noethérienne sur X :

on peut supposer le théorgme vrai pour

X et que X == @ . Soit
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un diagramme du type donné par le lemme de Chow XII 7.1. En appliquant 1.7

2 ce diagramme, on déduit 1.1 pour f, d'oli le lemme.
1.11. Nous pouveons maintenant achever la démonstration de 1.1. Si F est
un faisceau de groupes constructibles, on peut trouver une injection

i i

et il résulte de 1.8 qu'on peut supposer F constant, De méme, si F est

F—> G = Tj'ﬁi*Ci avec T, fini et C, constant et constructible (IX 2.15),
i

un faisceau de A-modules constructible, on peut, en appliquant IX 2.15,
trouver une résolution F—> G*, ¢ = [0 = ¢° —= Gl — G2 — ...}, de F, telle
que chaque (:;“I soit de la forme GV =.rTTH*£i’ et on se ré&duit par la suite

i

spectrale de la résolution G',

er? =t (@6 = R"gaF

au cas oli F est constant et constructible, a valeur M,
Rappelons que A est une Z/n-algébre. Soit 4 un nombre premier qui
divise n, On a la suite exacte

0 — L M—> M —> MMM —> 0 ’

et i1 suffit encore de prouver 1.1 pour LM et M/L M.
On se réduit alors, par une récurrence facile, au cas A est une
Z/ l-algebre, 4 €P, et ot M est un A-module de type fini, Alors M est un

espace vectoriel sur Z/L, et par suite le morphisme canonique
q ¥ q
(Y, Z/L) & M —=> H(G,M

est bijectif, quel que soit ¥ quasi-compact et Quasi-séparé (en effer, c'est

trivial si M est de rang fini, et les deux membres commutent aux liwites
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inductives (VI 1.6)), donec
[R%, @/e)]@,, M—> &, (0,

I1 suifit donc évidemment de démontrer que qu* Z/M) est constructible en
tant que Z/{-Module, c'est-a-dire, on est réduit au cas A = Z/Z, ce que

nous supposons désormais.

Notons que le cas oll F est de dimension relative < 0 (i.e. ot f
est fini) et F est arbitraire résulte maintenant de VIIT 5.6 et de 1.5.

Procédons par récurrence noethérienne sur S, D'apraés 1.6, on peut

.1 S

supposer 5 5= @, et se permettre de remplacer S par un ouvert non-vide quel-
conque. De plus, on peut supposer S intégre, de point générique s. La fibre

xs est un schéma algébrique de dimension < 1, et par suite il existe une

3
2

.ﬁ_
£

extension radicielle K' de k(s) = K, telle que le normalisé Y de (xsgkxl}réd
soit lisse au-dessus de Spec K' (¥*). En remplagant S par un ouvert non-vide,
on peut supposer qu'il existe un morphisme fini radiciel surjectif §' — §
tel que S; soit K-isomorphe 3 Spec K', et un morphisme fini sur jectif, un
morphisme lisse et projectif X' —> S' et un S'-morphisme fini surjectif

T X' —>X'=xX XSS' qui induise Y —> X B K' sur les fibres en le point
générique s de S (EGA IV 9.6.1). Or d'aprés VIII 1.1 il est inoffensif de
faire une extension radicielle. On peut donc remplacer S par S' et X par X',

c'est-a-dire, on peut supposer que f s'insére dans un diagramme

Y e——

(*) Cf. BGA IV 17.15.14.
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oli T est surjectif et fini, et T est lisse. De plus, d'aprés la construc-
tion, on peut supposer qu'il existe un sous-schéma fermé Y de X tel que la
fibre générique de Y soit finie, et tel que 7 induise un isomorphisme au-
dessus de X - Y. En remplagant encore S par un ouvert non-vide, on se raméne

au cas ou de plus fO : ¥Y—> 5 est un morphisme fini.

Comme F est comstant, T¥F est également constant, et F —> T TTHF
est injectif parce que T est surjectif. Si F est un faisceau de groupes,
il suffit de démontrer que (le*)(ﬁ*ﬂ*F) = (RIE;J(**F) est constructible (1.8),

Si F est un faisceau de Z/{-modules, on a une suite exacte
0O—=F —= m"F —> C —>0

olh C est concentré sur Y, parce que T induit un isomorphisme au-dessus de
X - Y. I1 s'ensuit que qu*C = quoﬁc est constructible (nul si q > 0), et
ainsi il suffit encore de démontrer que (qu*}(faﬁ*F) = (Rq¥;)(f*F) est
constructible. En remplagant f par f et F par T¥F, on est réduit au cas T
constant et constructible et f est lisse.

Traitons le cas d'un faisceau de groupes constant, f = GX' Toutes
les fibres de (le&)cx sont finies ; en effet, en appliquant XIT 5.2 (ii)
on est réduit, pour le prouver, au cas ol S est le spectre d'un corps
séparablement clos et ol X est lisse et de dimension < 1 au-dessus de S. Le
résultat est connu dans ce cas (SGA 1 X 2.6). Il suffit donc de démontrer que
les morphismes de spécialisation sont injectifs (IX 2.13 (ii)). Pour cela,
on est réduit au cas S strictement local, et par le théoréme de changement
de base XII 5.1 (ii)on peut méme remplacer S par le spectre d'un anneau de

valuation discréte et strictement local. De plus, on peut supposer X connexe.
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Puisque HI(K,G) classifie les rev@tements principaux galoisiens de X de

groupe G, il suffit de vérifier que si X' —> X est un revétement étale

connexe alors la fibre géométrique est également connexe. Cela résulrte

facilement du fait que f est lisse et propre, & fibres géométriques connexes,
Traitons maintenant le cas F = GE!I)X . Pour les valeurs 0 et 1

de q le résultat est déja connu((1l.5) et ci-dessus). D'aprgs X 4.3 et

XIT 5.3 bis, il reste seulement le cas q = 2, et de plus, si S est de carac-

téristique 4, on a REE*GZIL} = 0. En remplagant S par un ouvert non-vide

convenable, on est done réduit au cas olt 4 est inversible sur S. Alors,

d'aprés XIT 5.2 (ii) et X 4.7, la fibre de sz*ﬁzft) en un point géométrique

s au-dessus de s S est isomorphe i (Ef-f,)C(S}

, ot c(s) est le nombre des
composantes irréductibles de dimension 1 de la fibre géométrique X2 . 0rc
est une fonction constructible sur S (EGA IV 9.7.9), d'oli le résultat

CIX- 2,13 (144)).

Remarque 1.11. La démonstration de 1.1 se simplifie beaucoup en utilisant
le formalisme de la cohomologie & supports propres, qui sera développé dans
XVII comme conséquence directe du théorime de changement de base pour un
morphisme propre XII 5.1. D'autre part, l'énoncé 1.1 se généralise au cas

oli on se donne sur Y un faisceau quelconque d'anneaux de torsion A, et qu'on

A s e

prend sur X un complexe K° de f* (A)-Modules satisfaisant une condition de

"constructibilité" qui, dans le cas particulier 1.1, s'exprimerait simplement
en disant que des faisceaux de cohomologie G%l(K') de K° sont des A-modules

constructibles, nuls pour i assez grand.
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2. Une wvariante de la dimension.

v U Soit X un schéma., On va noter

(2.1.1) d(x) = dim (x)

pour X € X, on { } est 1'adhérence de {x}. Si F est un faisceau abélien sur

X, on pose

-

(2.1..2) d(F) = sup {d(x) | = € x et ¥ %+ 0} N

On aura bescin d'une notion rectifiée dans le cas local

Définition 2.2. Scoient Y le spectre d'un anneau local noethérien universel-

lement caténaire (EGA IV 5.6.2) et £ : X —> Y un morphisme de type fini,

Soit x € X et ¥y = f(x). On pose
B(x) = dimf;i + deg. tr. kix)/k(y) .

8i F est un faisceau abélien sur ¥, on pose

5(F) = sup {&8(x) l x € X et P = 01}

Propositien 2,3, (i) Boit i : X' — ¥ une immersion et x' € X'. Alors

GCi(x")) = B(x").

(ii) Ssoit XO la fibre fermée de X/Y. On a

a(x) si x1nx, =+ 0o
5(x) =
d(x)+1 si x}nNx, = 6 ;
(iii) B(x) = d(x) si f est propre.
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Démonstration. L'assertion (i) est triviale 2 partir de la définition. '
Puisque {x} N X_ n'est pas vide dans le cas f propre, (iii) est conséquence

-3 i
de (ii). Pour (ii), nous pouvons remplacer X par {x} et Y

par {v} (avec la structure induite réduite), ce qui est permis d'aprés (i).

-

Soient x' £ X' et y' = f(»'). On a la formule (EGA IV 5.6.1.1) r

dim Ox L0 = dim oY gt deg.tr. kix)/k(y) - deg.tr.k(x')/kiy') .

Supposens que Ko == @ . Alors il est clair que sup {dim Oy, x‘} = dim¥x
x »

est obtenu en prenant pour x' un point fermé de Xo, d'ot

dim X = dim 0, _, = dim Y + deg.tr.k(x)/k(y) = &8(x)

Si Xo = @, le supremum est évidemment obtenu en prenant pour x' un point
fermé dans sa fibre E_l(y'), tel que dim{y'} = 1. Il existe de tels points,
parce que les y' € ¥ avec dim{y'} = 1 forment un ensemble trés dense

(EGA IV 10.1.3, 10.5.9, 1.8.4). On a donc :

dim X = dim OX v

o dim O, _, + deg.tr. k(x)/k(y)

dim ¥ - 1 + deg.tr. ki(x)/k(y) = 8(x) =1 ,

d'olr le résultat.

Proposition 2.4. Soit f : X —> ¥ un morphisme de schémas de type fini sur

le spectre d'un corps k. Soient x € X, vy = f(x), et y_ une spécialisation de y.

Soient f' : X' —> Y' le localisé strict de f en un point géométrique ;o

au-dessus de Yo &L x' € X' un point au-dessus de x. Alors on a

E(x') = d(x) - d(yo) :
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pémenstration. On a
d(x) = d(y) + deg.tr. k(x)/k(y)
§(x') = dly') + deg.tr. ki(x")/k(y') ,
ou y' = £'(x'). De plus
deg.tr. ki(x)/kly) = deg.tr. ki(x')/k(y') ;

parce que les extensions k(x')/k(x) et k(y')/k(y) sont algébriques. Il reste

donc & démontrer que
dly') = d(y) - d(yo}

On peut supposer y maximal dans ¥, donc y' maximal dans Y', et alors

1]

d(y' dim 0., —
(y ) =¥ syo

= dim O (EGA IV 6.1.3)
_Y) yo

= dim Y - d(yo) (EGA IV 5.2.3.1)

]
o
~

“
S

I

d(yo} 5

d'oll le résultat.

3. Dimension cohomologique des schémas algébriques affines.

Théoréme 3.1 (d). Soit £ : X —> Y un morphisme affine de schémas de type

fini sur un corps k. Soit F un faisceau de torsion sur X tel que d(F) < d

(cf. 2.1). Alors d(rR¥f,F) < d-q.

En particulier, prenant Y = Spec(k) :
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Corollaire 3.2. Soit X un schéma affine de type fini sur un corps k sépa-
Lorollsaire ¥p I T

rablement clos. Alors

cd X £ dim X .

Corollaire 3.3. Soit X C:Eﬁ un schéma projectif de dimension n sur un corps

séparablement clos k, et soit ¥ = H N X une "section hyperplane" de X. Alors

pour tout faisceau de torsion F sur X, 1'homomorphisme canonique

1 &x,rn — 1lx,m
Hy

est bijectif pour q > n+l, et surjectif pour q = n+l,

Le corollaire est trivial & partir de 2.2 et de la suite exacte
pour un sous-ensemble fermé& (IV 3.7.1), compte tenu que X - ¥ = WL est affine
de dimension = n. Remarquons que 3.3 est une généralisation d'un des théord-
mes de Lefschetz sur les sections hyperplanes : en effet, si X est lisse sur
k et F est localement constant et premier 2 la caractéristique, on peut
calculer la cochomeologie Hg(X,F) explicitement en utilisant le théorzme de
pureté cohomologique relatif (XVI 3) et la suite spectrale ( ), et

on trouve gque

H;(X, zZ/n) =~ 92 {Y; un-l} pour tout g

»

' : q-2 -1 q el 4 v
1 'homomorphisme H (¥, M ) —= HYX, Z/n) déduit de 3.3 n'étant autre
que 1' "homomorphisme de Gysin", qui sera étudié ultérieurement (%),

Le théor2me 3.1 (d) équivaut au suivant :

Corollaire 3.4 (d), Scit Y' un schéma strictement local qui est un localisé

strict d'un schéma algébrique sur un corps. Soit f' : X' —> ¥' un morphisme

(#) Cf, SGA 2 XTIV pour une &tude systématique des théor2mes du type de
Lefschetz,
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affine de type fini, et F' un faisceau de torsion sur X' tel que &(F') s d

(cf. (2.2)). Alors Hq(X',F') = 0 pour q > d,.

En effet, supposons que 3.4 (d) soit vrai. Soit f : X —> ¥ un
morphisme affine de schémas algébriques sur k et soit F un faisceau de tor-
y sion sur X tel que d(F) = d. Soit y un point de Y et £ un point géométrique
au-dessus de y. Pour démontrer 2.1 (d) , il faut démontrer que la fibre

(qu*F)E est nulle si d(y) > d-q,

Seit £' : X' —> ¥Y' le localisé strict de f au point E, c'est-a-dire,
soit Y' le localisé strict de Y en £ et soit X' = X KYY’.
Soit F' le faisceau induit de F sur X, de sorte que

(qu*FJg = H3(x',F') (VIII 5.2). On a

i §(F') s d(F) - d(y) s d - d(y) (2.4)
et en appliquant 3.4 (d), on trouve Hq(X',F') =0siq>d - dly), d'on

le résulrtac.

Inversement, supposons que 2.1 (d) soit vrai, et soient

F', £f' : X' —> ¥' comme dans 1'énoncé de 3.4 (d). Puisque la cohomologie

"y

commute aux limites inductives (VII 3.3) et F' est limite inductive de ses
sous-faisceaux constructibles (IX 2.9), on peut supposer F' constructible.

Or Y' est localisé strict d'un schéma algébrique Y en un point géométrique

un

- ' i : T - -
. au-dessus d'un point fermé : o (X 3.3). Ecrivons Y lém Y, » ou (Ya) est
un systéme projectif filtrant de schémas affines étales sur Y (VIII 4.5).

D'aprgs IX 2.7.4, F' est induit d'un faisceau de torsion constructible sur

X =i XYYK pour @ suffisamment grand, et on voit immédiatement, utilisant 2.4
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et EGA IV 9.5.5, qu'on peut de plus supposer que d{(F_) = &(F') < d. En
ke
remplagant Y par i:, on est réduit au cas ol F' est induit par un faisceau
F sur X, avec d(F) = d. On a alors qu*F =0 siq>D, d'aprés 2.1 (d), danc

en particulier

(R, F). = %X ,F') =0 si g > 4,

d'olt 3.4 (d).

Comme cas particulier de 3.4 (d), on a

Cerollaire 3.5. Soit ¥' un schéma strictement localde dimension < d, localisé

strict d'un schéma algébrique sur un corps k. Soit UC Y' un ouvert affine.

Alors cd U = 4.

Remarque 3.6. Il semble trés plausible que 3.4, donc 3.5, reste valable pour
tout schéma local noethérien Y' (pas nécessairement un localisé striet d'un
schéma algébrique), du moins si Y' est excellent (EGA IV 7.8). C'est ce qui

sera prouvé dans (XX 6) lorsqu'on suppose de plus Y de caractéristique nulle.

4, Démonstration du théoréme 3.1.

La démonstration se fait par récurrence sur d.
Lemme 4.1, 3.1 (0) et 3.1 (1) sont vrais.

Démonstration. Triviale pour d = 0, auquel cas supp F est fini sur k, et on
applique (VIII 5.5). Soient F , f : X —> Y comme dans 1 'énoncé de 3.1 et
supposons que d{F) = 1. En remplagant F par un sous-faisceau constructible

(IX 2.9 et VII 3.3), on se réduit au cas ot F est constructible. Alors le
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support de F est contenu dans un sous-schéma fermé de X de dimension € 1

(IX 2.3 (ii)), et on peut remplacer X par ce sous-schéma, c'est-z-dire, on
peut supposer qu'on a dim X = 1. D'aprés IX 5.7, la dimension cohomologique
d'un schéma algébrique affine de dimension 1 sur un corps séparablement clos
est = 1., TI1 suffit d'ailleurs de traiter le cas ol k est séparablement clos :
en effet, soit £ : X —> Y le morphisme déduit de f par le changement de base
Spec k —> Spec k (k la clBture séparable de k). Pour un point géométrique

E de Y, le localisé strict f' : X' —> Y' de f en £ s'identifie 2 un localisé
strict de f , donc la fibre (qu*F)g 2 une fibre de RYE,F. Puisque f est
affine, on trouve donc que qu*F = 0siqg>1., De plus, il est é&vident que
d(f,F) = 1. Pour le cas g = 1, notons que 1'hypothése que X soit de dimension
<= 1. Pour le cas g = 1, notons que 1l'hypoth&se gque X soit de dimension = 1
implique qu'il existe une partie fermée finie Z de Y telle que f soit fini
au-dessus de Y - Z, Il en résulte que RIE%F est nul dans ¥ - 2 (VIII 5.6),

d'odr dCle*F) = 1, ce qui achive la démonstration du lemme.

Soit d = 2 et supposons maintenant que 3.1 (d') (ou, ce qui revient

au méme, 3.4 (d')) est vrai pour d' < d.

Lemme 4.2, Pour démontrer 3.4 (d) dans tous les cas, il suffit de traiter

le cas ot X' = Ei, est 1'espace affine dimension 1 sur Y', et ol f est le

morphisme structural,

> : . N %
Démonstration, Evidemment, on peut supposer X' = EY' pour n convenable, parce
qu'on peut plonger X' dans un E 1+ Supposons N > 1 et le résultat connu pour

N

r . . :
tout Y' et pour EY‘ avec r < N. Soit F' un faisceau de torsion sur-EY.,
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avec d(F') < d. Considérons le diagramme

N g' N-1
EY' Ey'

f' h'
Y'|

g' et h' les projections canoniques, de sorte queiﬁﬁ, est isomorphe 3 1'es-

pace affine de dimension 1 au-dessus de‘Eg

o 3 N- ) 3 :
anneau localisé strict de EY'I est aussi le localisé strict d'un schéma

. Puisque évidemment chaque

algébriquey on peut appliquer 1'hypothése de récurrence aux fibres de

ng'*F', et on trouwve que
(#) 8(rRIg',F') = d-q

De plus, 3.4 (d') est vrai pour h' , d' = d, par 1'hypothise de récurrence 1

sur N,
Considérons la suite spectrale de Leray ]
5 N-1 #
e =w® @&y, R () = W usﬁ. , F') . -
On a Epéq =0 si p > d-q, comme on trouve en appliquant (¥) et 3.4 (d') au

morphisme h'. Il s'ensuit que 1'aboutissement est nul si n > d, d'ol le lemme.

Considérons 1'énoncé supplémentaire suivant, qui est un cas spécial

de 3.5 :

Enoncé 4.3 (d) : Soit X' strictement local de dimension < d, localisé strict

d'un schéma algébrique sur un corps. Seit f € T" (X', gx.) et soit U c X!

l'ouvert U = X' - V(f). Alors c¢d U < d.

Lemme 4.4. 4.3 (d) implique 3.4 (d).

164

167




- 21 - XIV

pémonstration, Considérons le diagramme

ff gl
YI
ot Y' est comme dans 1'énoncé de 2.6 et oﬁiﬁ;, est 1l'espace projectif, déduit

1 " . . M r
de E- "en ajoutant la section Y; A 1'infini". Soit F' un faisceau de torsion

surZEl avec d(supp F') = d. On a la suite spectrale

P @', Rl =—> & &lFY) X

Or les Rq

i,F, pour g > 0, sont concentrés sur Y; ,qui est Y'-isomor-
phe &2 Y'. Puisque Y' est strictement local, il s'ensuit que uP GPl,qu*F'} =0

si p,q > 0. De plus, d'aprés le théoréme de changement de base pour un mor-

phisme propre (XII 5.1), la cohomologie d'un faisceau de torsion sur'El peut-
&tre calculée sur la fibre fermée, qui est un schéma de dimension cohomologique
< 2 (X 4.3). On a donc HP GPL, iyF') = 0, si p > 2. Comme on veut démontrer
] HD'CEI,F') = 0 pour n > d, et comme d 2 2, on est réduit & démontrer que
u° GPI, qu*F') = 0 pour g > d. Ce groupe, isomorphe aussi 2 i fY;, Rli*(F')),
est en vertu de (VIII 4.6) isomorphe & la fibre de qu*F' au peoint Q, Q étant
le point 2 1'infini de'IEl dans la fibre fermée,

I1 suffit (VIT 3.3 et IX 2.9) de traiter le cas ol F' est cons-
tructible. Alors, puisque O(supp F') = d, il existe un sous-schéma fermé X'
de El avec dim X' = d, tel que X' contienne le support de F'. Scit E' le

—

localisé de X' au point géométrique Q, soit T=x'- XX.EIY; , et soit F le
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§ . - . o s 1 _—
faisceau induit par F' sur U par le morphisme U —>T . Alors la fibre de
qu*F au point Q n'est autre gue HP(U,F) (VIII 5.2), et on applique 4.3 (d)
au schéma strictement leocal X' &t & 1'ouvert U.

Le lemme ci-dessous, joint & 4.4, achévera la démonstration.

Lemme 4.5. 3.4 (d') pour d' < d implique 4.3 (d') pour d' < 4,

Démonstration. Supposons 3.4 (d') pour d' < d. Par récurrence, nous pouvons
supposer que 4.3 (d') est vrai pour d' < d. Soient les données X', f,U comme
dans 1'énoncé 4.3 (d). Alors X est localisé strict d'un schéma algébrique XO
sur un corps k en un point géométrigque fermé. On peut prendre Xo affine
et de dimension < d, quitte & le remplacer par un voisinage de L Alors
X est limite projective de schémas affines et &tales Ki au-dessus de xc
(VIII 4.5).

Soit F un faisceau de torsion sur U. Il faut démontrer gque
Hq(U,F) =0 si g>d, et il suffit encore de traiter le cas oli F est cons-
tructible. Alors les données f, F, U proviennent de données analogues sur

1'un des X (IX 2.7). On aura un faisceau F_ sur U, =X, - V(fi) qui "induit"

i

F sur U, Puisque U = lim U,, on a (VII 5.8)
e

i,
ud(u,®) = 1im 83U, ,Fr.) .
— > 4
I1 suffit donc de démontrer le fait suivant : Quel que soit i, il existe un

diagramme commutatif

y ——
U.“////
1

ot U —> U; est la fléche donnée, ctel que cd(U") < d. En effet, cela impliquera
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que chaque élément de Hqiui,Fi), pour g > d, a une image nulle dans Hq(U,F).

Supposons i = 0, et considérons le morphism g : Xo ~—9-E; = YD
donnée par fO €ET (KO, gx ). Soit Y" le localisé strict de'Ei en un point
o

géométrique au-dessus de l'origine, donc Y" est le spectre d'un anneau de

valuation discréte, et soit X" = XOXY ¥
o

Le morphisme X — X_ se factorise par X" puisque X est strictement
local. De plus, 1l'ouvert U" = KHXX Uu n'est autre que la fibre générique de
X"/¥". C'est donc un schéma algébzgque affine au-dessus du point générigque
de Y', et on a évidemment dim U" = d-1.

Vérifions que cd U" = d (ce qui achévera la démonstration). Soit

K le corps résiduel de Y" au point générique. C'est un corps de dimension

cohomologique 1, c'est-a-dire, on a cd{(@) 1, G le groupe de Galois de la

= T = =
cldture séparable K de K (X 2,2), Soit U u xSpec - (Spec K). On a

cd U" S d-1 par hypothése de récurrence sur d (c'est 2.2 pour un schéma de
dimension < d). Le fait que ¢d U" S d suit alors de la suite spectrale de

Hochschild-Serre (VIII 8.4)
ile, 54T, 7)) —> ww.m ;

d'ol le lemme 4,5.

1£7
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EXPOSE XV

MORPHI SMES ACYCLIQUES

par M. ARTIN
Introduction.
Scit g ¢ X —= Y un morphisme de schémas. Dans le premier

numéro, nous étudions des conditions bour gue g soit acycligue,
c'est-a-dire, tel gue pour tout faisceau de torsion F sur Y on a2it
Hi(Y,P) == B4(X,s%F) , et que cela reste vrai si l'on remplace Y
par un Y' étale sur Y . Une condition naturells nécessaire d'acy-
clicité est que les fibres géométrigues socient acycliques, c'est-a-
dire, aient une cohomologie triviale pour des faisceaux de torsion
constants. On verra que cette condition, jointe & une condition lo-
cale, appelée acyclicité loczle de £ 1.11 4, impligque gque f est

acycligue.

Le théordme fondamentzl est gu'un morphisme lisse est localement
acyclique pour les faisceaux de torsion Premiers aux caractéristiques
résiduelles 2.1 , ce qui impliquera le théor2me de changement de
base par un morphisme lisse XVI 4.1 s qui sera développé, avec ses

premidres conséquences, dans l'exposé suivant.

Le présent exposé est indépendant des exposés XI & XIV, et notamment
du "théordme de changement de base pour un morphisme propre". Ce dernier in-
terviendra 2 nouveau de fagon essentielle, mais en conjonction avec le

théoréme fondamental du présent exposé, 3 partir de 1'exposé suivant.
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1. Généralités sur les morphismes globalement et localement acycligues

Propesition 1.1. Soit £ + X — Y un morphisme de schémas.

Les assertions (i) B (iii) suivantes sont éguivalentes :

(i) Pour chagque Y' ——> Y é&tzle (qu'on peut prendre affine

au—dessus d'un ouvert affine de Y) et chague faiscezu d'ensembles

F sur Y' , le morphisme cancnigue F —— g'!g‘lF est injectif

(zesp. bijectif).

(ii) Pour chague Y' —= Y £bale (qu'on peut prendre affine

au-dessus d'un ouvert affine de 7Y) et chagque faisceau d'ensembles

F sur Y' , le morphisme canonigue HO(Y',F} — > ®o%X',g'"F)

est injectif (resp. bijectif).

(iii) Pour chague Y' —> Y 1localement guasi—fini et chague

faisceau d'ensembles F sur Y' , le morphisme cancnigue

B(y',F) —> HO(X',g'*F) est injectif (resp. bijectif).

mais en prenant F faisceau constant de la forme g o I est

(ii bis) (8i f est guasi-compact et quasi—séparé). Comme (ii),
IY'

un ensemble donné au préalable, avec card I 3 2 .

Déumonstration. L'éguivalence de (i) et (ii) est immédiate & par-—

tir des définitions, et (iii) 3 (ii) 3 (ii bis) sont triviales.

On 2 (ii bis) = (ii) s car on peut suppeser Y affine, done X
et Y gquasi-compacts et quasi-séparés, et on peut alors appliguser

XII 6.5 (i) . Pour 1' implication (i)—=> (iii) , notons 4'a

¥

ard

le lemme suivant 3
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Lemme 1.2. Seit f : ¥' ——> ¥ un morphisme loczlement gquasi-—Fini.

- o F s - - - - r
Alors f est "fini localemsnt sur Y' pour ls topologie étzle",

E} Yi . i .
F
l b 5
bi B
" F
Y, ey Y
e
cit les a. s ©C. Sont étales, les b, sont finis, et les a. for-
—_ i i i i =

ment un recouvrement de Y' (%),

En effet, soit y' wun point de Y' et y = £f(y') . Il suffit

de trouver un diagramme (7) tel gue y' soit dans l'image de Y!

-
Sgit Y 1le spectre de 1l'annezu hensélisé de Oy ¥ VIII 4.1 et

]
2 1le localisé (ordinaire)ds ¥ = ¥ fo en l'unigue point au-—dessus

de y' et du point fermé ¥ de Y . D'aprds VIII 4.1 (ii) "

P P
Z —» Y est fini, et Z est un ouvert induit de Y¥' . Puisgue
f\" .
Y est limite de préschémas Yi étales au—dessus de Y , on veoit
immédiatement EGA IV 9 que pour Y. convenable il existe un

i
3 ' i = ¥ da Ey s 2
ouvert Z, de ¥ xF., , tel que 2 ZiinY s 8t dans (&) il suf

fira de prendre Yi = Zi s c.q.T.d.
Supposons maintenant que (i) de A | soit vrai. Il est évi-—
dent que 1l'assertion (ii‘} de T gguivaut 2 l'assertion dédui-

te de (i) en remplagant le morphisme Y' —3 Y &tale par un mor-—
thisme locazlement quasi-fini. Sous cette forme, l'assertion (pour I,
Y' donnés) est locale sur Y et T' pour la topclogie étale, et on

est donec réduit par le lemme au cas d'un moerphisme £ : ¥' —3 Y

(¥*) Cf. EcAa IV 18.12.1.
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fini. Seit f' 3 X' =3 X le morphisme déduit de f par le chan-
gement de base g . Alcors le morphisme de changement de base
g*EuF —> £'xg'"F est bijectif VIII 5.6. D'aprés (i), on a £,(F)—» g, g f*F).

£
Par suite le morphisme HO(Y',F) — HO(Y',g'ﬁg’*F) de

r -
(1ii) est le composé HO(Y',F) = E°(Y,2.F) =5 =E°(Y,g 6™ F) -
Ho(xsg*f!F) = HD(Xsf‘!E'*F) = HO(I',g‘*F] - Puisgue £’ est in-
jectif (resp. bijectif) il en est de méme de £ . Cela achéve 1=

démonstration de 2 T [

Définition 1.3. On appelle merphisme (-1)-acyclique (resp. O-acy-

cligue) un morphisme g 3+ X —> Y ayant une des propriétés Squiva-

lentes (i) & (iii) (zesp. (i) & (iii) respées) de 1.1. Le

morphisme est dit universellement (-1)-acyclique (resp. O-acycligue)

si pour chague morphisme de changement de base ¥' =» Y , le mor-

phisme g' = gx,¥' : Xxy¥' —> Y¥' est (-1)-2cyclique (resp. O-zey-

cligue). BEnfin, un Bchéma X est dit (-1)—acycligue (resp. O-ncy-

cligque) s'il est non-vide (resp. connexe et non vide).

Corollaire 1.4. Spit g : X —> Y un morphisme C—acycligue. A-

lors pour chague Y' —s Y loczlement quasi-fini et chague fzisceau

en groupes F sur Y' , le morphisme canonigue

1

B (Y',F) —> H'(X',2"™F)

est injectif.
==% lhjecwii

Cela résulte aussitdt de XII 6.5 (i) .
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Corollaire 1.5

o

it & ¢+ X == Y un morvhisme. Si & est sur-

jectif (i.s. ses fibres sont non vides, i.c. ses fibres sont (-1)-acy-

cliques) alors g est (-1)-acycligue. la réciprogue est vraie si

Z st quasi-compact et guasi-séparé.

La premidre assertion est &vidente sur la forme 1.1 (ii) par

de la définition sous lz forme 1.1 {1ii) et du sorite de passage a

la limite VII 5 , compte tenu gue pour tout ¥ Y , ¥ = 3pec k(y)
est limite projective de schémas affines localement gquasi-finis sur
Y , savoir les veisinages affines de y dans m (muni de 1a
structure réduite induite). - Notons gue 1.5 impligue gue lorsgue

& est quasi-compact et quasi-séparé, =zlors Zz (-1)-acycligue impli-

que déjad g wuniversellement (-1)-ecycligue.

Proposition 1.6. Soient g : X —>» Y un mcrphisme de schémas,

Lc?®? un ensemble de nombres premicrs, et n X un entier naturel

(resp. =n = 1). Les assertions (i) 2 (iii) (resp. les assertions

(i) 2 (iii) respées) suivantes sont gquivalentes. Si de plus g

est quasi-compact et guasi-séparé, alors (i) 2 (iii) (resp. (i)

2 (iii) respées) sont aussi éguivalentes & (iv) (resp. (iv) respée).

(i) Pour chagque Y' —= Y étale et chague faisceau abdlien de
L -torsion (resp. de ind- IL-groupes) IX 1.5 P sur Y' , ona

F s g' g™ ,

(ng'z}g'*}"=o 8i1£q¢gn (resp. si aq=1).
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(ii) Pour chaque Y' —> Y étale et chagque faisceau abélien de

IL-torsion (resp. de ind-I-groupes) F sur Y' , le morphisme ca-

nonigue

g4y, F) — EXX',g'"F)

est bijectif si qg¢ n et injectif si g = n+1 (resp. est bijectif

si ag 1) .

(iii) Pour chague ¥' —> Y 1localement guasi-fini et chague fais-

ceau abélien de I~tcrsion (resp. de ind-IL -gtoupes) F sur Y' , le

morphisme
84(Y',F) —> EY(X',g'™F)

est bijectif si g g n et injectif si gq = n+1 (resp. est bijectif

si g £1).

(iv) Le morphisme g est surjectif, et pour chagque Y' —3 ¥ lo-

calement quasi—fini, chague ¥ > 0 , et chague 4L ¢ IL y le morphis-—

me canonigue
q v a v
EN(Y",Z2/4 ) — EY(x', = ¢ )

est surjectif pour O € q §n (resp. pour chague Y' —> Y loca-—

lement quasi—-fini et chague I -groupe fini ordinaire G , le morphis-

me czanonigque
B(Y',0) = HY(X',0)

est surjectif pour i = 0,1).
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Démonstration de 1.6 . Les implications (ii)<E== (iii) —=(iv)
sont triviales. Or {ng'r)g'iF est le faisceau essocié au préfais—

ceau RA(Y") = BY(Xx",g"®F) (¥ —> Y' étale). 5i (i) est vrai,
on a HYy',F) =5 BYUX",2"®F) , donc le faisceau associé est nul ,
i.e. (i1) = (i). L'implication (i)=—=> (ii) résultec de 1.1 (i)

{(qui correspond au eas n = 0) joint & la suite spectrale de Leray
BP(yr, (Rig' Jg'™F) ==> E¥'{(x",¢'%F)
dans le ecas abélien, et & la suite exacte
o —> 2'(¥',8' &%) —> E'(X',8%F) —> B, (R e’ )& ).
dans le cas des faisceaux de groupes.

(i)= (iii) : Puisgue (i) et (ii) sont &quivalentes, il
est clair que (iii) &quivaut & 1'énoncé qui est d&duit de (i) en
remplagant le met "étale" par les mots "localement guasi-fini". Sous
cette forme c'est, pour ¥ , Y' donnés, une assertion loecale sur
¥' et sur Y pour la topologie étale,et on est done réduit par 1.2
ancas ot £ : ¥' —> YT est un morphisme fini. Soit £' : X' — X
le morphisme. On a d'aprés VIII 5.5 (resp. VIII 5.8 ) (appliqué

trois fois)
QA_y ' T e a ' ' 3 q 2 = q L ' ¥
t (R )g'*F RY(fg') &' "F rRY(g£') &' *F (R%g )2 ;8" *F
a =
=~ (R% g (£.F)

et ce dernier est nul si (i) est vrai pour les valeurs de g envi-

sagées, d'ol (i)—=(iii).

Il reste & démontrer (iv)=—>(iii) 3 or ceci résulte zussitdt
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de XII 6.5.
Définition 1.7. Soient n &€ N et ILcC P . Un morphisme g:X —> Y

qui satisfait & une des conditions équivalentes (i) & (iii) (resp. (i)

32 (iii) respées) de 1.6 est appelé morphisme n-acycligue (resp. mor-
phisme 1-asvhérique) pour IL . On dit que g est scycligque pour IL

s'il est n-acycligue pour IL pour chagque =n . On dit gue g est uni-

versellement n-acycligue (resp. universellement 1-asphérigue) pour IL,

si pour chague Y' —> Y le morphisme g' = g x_rl" est n—acycligue

(resp. 1-asphérigue) pour IL . Enfin, un préschéme X est dit

n—acyclique (resp. 1-asphérigue) pour IL s 8'il est O—acyelique 1.3

et si pour chague {EIL et chague 1< q ¢n ona EXNX,Z/%)=0

(resp. et pour chague IL-groupe fini ordinsire G , on a ' (X,G) = 0).

Remargues 1.8.

a) Si g est quasi-compact et guasi-séparé, il suffit, pour que
3 soit universellement n-acyelique, gque g' =soit n-acyclique cha-
que fois gue Y' —> Y est localement de présentation finie. Nous

n'avons pas besoin de ce fait et en laissons la démonstration, qui

= ws

A
FAns

est un exercice de passage & la limite, au lecteur.

b) Neus ignorons si un morphisme n-acycligue pour IL est déja
universellement n-acyclique pour IL . La m@me question Se pose pour
les wvariantes locales plus bas 1.11.

¢) Lorsque n = 0 , on retrouve la notion de 1.3. Bien en-—
tendu, on aurait pu rédiger 1.6. et 1.7. de fagon & inclure le
cag n = -1 - Lz propomition qui suit est également valable dans ce
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Progosition 1.9,

(i) Soient X —&5 y By gz des morphismes de Schémas,
LecIP , et ne XN . Supposons que g soit O-acyclique (resp.

t-asphérigque pour IL , resp. n-acycligue pour IL). Seit f = hg .
Alors pour tout faisceau d'ensembles (resp. de ind IL —groupes, resap.
abélien de IL-torsien) F sur Z , on 2 un isomorphisme

2 E°F > h,b*F (resp. des isomorphismes {R?f*}f*F = (Rph*)h*F si

Lot}

P g1 , Tesp. si p < n). En particulier, h est O-acycligue (resp.
1—asphérique pour IL , resp. n-acycligue pour I} si et ssulement

8i f l'est.

(ii) Soit {53, | Xy = %x} un systéme projectif de morphismes

de schémas tels que les morphismes Xl ——te Xﬁ et Y&. — Yﬁ
soient affines et que les gy  Soient guasi-compacts et gquasi-sépa-
rés. Soit g ¢+ X —> Y 1la limite projective des g VIE: 5.1

Alors si tous les gﬁ. sont O-acycliques (resp. 1-asphériques pour

L , resp. n-acycliques pour I), il en est de mdme ds £ -

Démonstration. Pour {i), on a d'abord
~

P h!(gxgﬁ)hx‘lﬂ" Fe fif*F )

La deuxi®me assertion de (i) est conséquence immédiate de la suite

spectrale de Leray
(Rphi)(ﬁqgi)f*F = (&F"_ )e%r .

Enfin l'assertion non-abélienne résultc de la suite exacte XII 3.2.
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L'assertion (ii) résulte facilement de la théorie de passage & la li-

mite VII 5 et VI .

Corcllaire 1.9.1. Scit g : X —> Y un morphisme guasi-compact et

guasi-séparé, et nelW , L C€ P . 51 g eat n-acycligue pour L

(zesp. 1-asphérigue pour I), alors pour tout point géométrique y

de Y , algébrigue sur un peint yF de Y , la fibre géométrigue

KJ—'_ est n-acycligue pour IL (resp. 1-zsphérigue pour .

En effet, ¥ est limite rrojective de schémas affines Yi qui
sont localement quasi-finis sur Y , et comme les xi-x_xYYi —_— Yi

sont n-acycliques pour XL (resp. ...), il en est de méme de Xf —_ 7

en vertu de 1.9 (ii), d'oll 12 conclusion annoncée.
Propesition 1.10. Soient g : X —> Y un morphisme de sché—

mes, LCIP , et n €N . Alors les conditions (i) & (iv ) ci-des—

sous sont éguivalentes.

(1) Seit ¥ un point géométrigue de Y et X un point gdométri-
- S
que de X au-deesus de ¥ . Soient X , ¥ les localisés stricts
= - - — - A" N - 8
de X , Y aux peints x , ¥ , et soit & + X —> Y le mor—
phisme induit par g . Alors E est O-acyecligue (resp- 1—asphérigue

pcur IL , resp. n—acycligue pour I).

(ii) Pour chaque dizgramme & carrés cartésiens

x ‘C Kl’ (ﬂli X"

(E} l -4 i gf lgn
v 3
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avec i étale ot 1i' €Etale de présentation finie, ef chague faisceau
d'ensembles (resp. de ind~ IL -groupes, resp. zbélien de 1L —torsion)
F'osur Y" , le morphisme de changement de base XII 4.1 , 4.2
-
EFEGE — J'fg"EF

e3t bijectif (resp. les morphismes

|* q [} =] _':l-u t!*t‘
IR I ey (REJ T F

sont bijectifs pour g = 0, 1, resp. sont bijectifs pour 0 £ q ¢ n

et injectifs pour g = n+1).

(11i) M2me énoncé que (ii), sauf gue le morphisme i' est supposé seu-

lement gquasi-fini et guasi-séparé.

(iv) Méme énoncé que (ii), mais en supposant i ssulement locale—

ment guasi-fini, et en revanche i' une immersion cuverte guasi—com-—

pacte.

Démonstration. L'implication (iii) == (ii) est triviale. Vérifions
que (i) =—=>(iii). Il suffit de regarder le morphisme de (iii) fibre

par fibre. Soient ¥ un point gdomsétrique de ¥' et X un point

géométrique de X' au-dessus de ¥ . Soit
~ s 4 e
x L] & J Xh’
l g’ 1 'é’n
v
o T A
¥ < E ¥
" i 5 = 2 - =
le diagramme cartésien déduit de (7)), ol X' , Y' sont les loca-
lisés stricts des X' , ¥' aux peints X , ¥ et ol s Y"xy,§: 3
178
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la'd
X" = X"xx,X' « Ona VIII 5.2 et 5.3
a h"u -t e q. [] £ — | E q. 1 o
2T, T) (R% 1 F)- (g (R )F);
= A
ol o est l'image inverse de P suxr ¥" , et

S = — 5
BYX",@F) = (R e )z .

S
Puisque i' est quasi-fini, on peut appliguer 1.1 (iii) (resp. 15 (11d))

au morphisme
Y, ) — BNX, @)

pour les valeurs de q envisagdes, d'olt (i)=—> (iii).

(ii) == (i). Supposens (ii) vrai et vérifions le critdre 1.6 (ii)
& 4 ~ o o 3
d'acyclicité pour un morphisme g 3§ X —> Y . Soit ¥Y' — ¥
re rr
étale, avee Y' affine, et soit ¥ un faisceau d'ensembles (resp.
~
abélien de IL —torsion, resp. de ind — L —groupes) sur Y' . On doit
démontirer gue
s L o o
8(y ,F) =~ wi(x",2%F) ,
- ~ —~— B . o
ol g' : X' —> Y' est le morphisme Aéduit de g par changement
~

de base. Or édcrivons Y = lim 'Y& ot les Y&. sont étzles et affinses

au-—dessus de Y (supposant Y =affine, ce qui est loisible). On peut

—~ ~
"descendre' le morphisme dtale ¥!' —>» Y & un des YOL y disons
1 r‘-/l : 1 3 '
en Y: — YG s et ona I'= 3‘.11':: Yo = ¥ Xy 4 o * Or chague
o

b > - . . 5 - T
faisceau F sur Y' est limite induetive des fzisceaux t‘.',"_ fo':. :
- o= - — - -
ou T o Ll —> 1&_ est le morphisme canonigue. D'aprés XII 1.2 (v)
et 1.6 (iii) les faisceaux f‘& i‘F‘ sont des faiseezux d'grsem-—

bles (resp. abéliens de L -%eorsion, resp. de ind

I
H=
|
p
a
[
s
i}
"]
po—_
.
(9]
&
=]
L3
I
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te tenu de VII 3.3 s, on voit deone qu'il suffit de trziter le cas

ci F se descend & un des YQ y disons & un F_ sur Y; . En

jT
X e&—— X, «—— X!
A0
il
T e Y — 4] .
o déduit que = Q4 Lt Qs 1 : 33 3 R
on déduit que g (R*' P = (RY oz}g CEFO pour les valeurs

de q ‘applicables. Or les points géométriques ¥ , X se reldvent
canonigquement en des points géométrigques de Y , X_ (nous les no-

tons par les m@mes symboles), et ona VIII 5.2 et 5.3

o
)

#3(Y',F) = ((&%’
et

BUX LB ) = ((R%3' e’ ®F )

o a Te'x
pour les vzleurs de aq envisagées, d'ol le résultat.

Reste & montrer que les conditions (i) & (iii) sont éguivalentes
a (iv). Or, utilisant la forme (i), on voit que ces conditions sont
stables par extension de la base Y' —3 Y 1localement guasi-finie,
d'ol résulte aussitdt, sous la forme (ii), qu'elles impliquent (iv).
D'autre part, (iv) impligue (iii), car pour wvérifier (iii) on voit
tout de suite, utilisant par exemple la suite spectrale de Leray, ou
le résultat de descente XII6.8 , gue l'on peut supposer Y' et I
affines. Mais alors par le "Main Thecrem" EGA IV 8.12.8 ™ — 1
i! il

; 1 : p E
se factorise en YY" > Y! > Y' , avec i} une immersion ou-
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verte, et ié un morphisme fini. Utilisant VIII 5.5 , 5.8 pour i} ,
on est réduit & vérifier (ii) pour il , qui reldve de (iv). Ceci

achéve la démonstration de 1.10.

Définiticn 1.11. Un morphisme g : X ——> Y de préschémas gqui

satisfait & une des conditions équivalentes (i) &2 (iv) de 1.10 est

appelé morphisme localement O-acyclique (resp. localement 1-asphérique

pour IL , resp. localement n—acyclique pour 1), On définit d'une

maniére évidente (comparer 1.7 ) les notions de morphisme localement

acycligue, et de morphisme universellement localement O—acyeclique

(resp. ...) pour L .

On peut naturellement varier les énoncés (i) & (iii) de 1.10.
Ainsi, dans (iii) et (iv) on peut se bormer 2 un faisceau F cons—
tant et de la forme GI s G un ensemble fini (resp. un IL-—groupe
fini, resp. G de la forme =/ 1\) Z , avec e L , vYeN ;
cela résulte facilement de VIII 5.2 , 5.3 et de XII 6.5 . Signa-—

lons également la wvariante suivante :

Corollaire 1.12. Supposons g t X —=> Y 1localement de type fini.

Pour vérifier la O-zcyclicité (resp. ...) locale, il suffit de véri-—

fier 1.10 (i) dans le cas ol le peint géométrique X est fermd

dans la fibre géométrique Xf =

En effet, dans la démonstration de (i) =—=> (iii) de 1.10 , =n

a vérifié (iii) fibre par fibre, et il suffisait de le Ffazire pour las

Tibres aux points géométriques X qui sont fermés dans leur fibre
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o
wn

|
-

géométrigque, puisque g est localement de type fini VIII 3.13 b) .

Propositicn 1.13.

n

EREY Y > 2 des morphismes de sché-

(i) Socient X

mas, IL c TP , et ne T , et supposons gue g soit surjective,

et localement O-zacycligue (resp. localement 1-asphérique pour IL ,

resp. locazlement n-—acyclique pour 1II). Alors h est localement

O-acycligue (resp. ...) si et seulement si £ = hg 1'ecst.

(ii) Soit {g&' : X, —> Y, ] un systime projectif de morphis-

o
mes de préschémas tels gue les morphismes Km _— Xﬁ et Ix-—9 YE
scient affines. Soit g la limite projective des {%l} VII 5.1 .
Alors s8i tous les 8, sent lecealsment O-acycligues (resp. ...),
il en est de méme de g .
C'est un scrite analogue & 1.9.
ﬁ
Remargues 1.14. Pour simplifier wa tdche, le rédacteur a omis dans -g
1.10 a 1.13 de traiter également le cas den = -1 , et il 2
laisse au lecteur le socin de se convainere que les énoncés, défini- :
5

tions et démeonstrations s'appliquent essentisllement sans changement

2 ce cas. Ainsi, avec les notations de 1.10 , la condition (i) s'é-

s o

nonce en disant que les morrhismes induits locaux X —3 Y sont

T

(-1)-acycliques i.e. 1.5 surjectifs, st les conditions (ii) & (iv) |
s'énoncent en disant que le morphisme de chanzement de base

g (i'y(F))—> j'%(g"*(F)) est un monomorphisme. Sous ces conditions, on dira

done que & est localement (-1)-ncyclique. Cette condition est done
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stable par extension localement quasi-finie de la base. Comme exemple,
signalons gqu'un morphisme plat est localement (-1)-acyclique, car

pour un tel morphisme la condition de surjectivité pour les ??--; i
est une conségquence bien connue de la platitude de ces morphismes.
D'autre part, signalons aussi que lorsque f est localement de pré-
sentation finie, alors f est localement (-1)-acyclique si et seule-—

ment si il est universellement ouvert, du moins lorsque Y est loca-

lement ncethérien : cela résulte en effet aisément de ECA IV 14.4.9 §
1.10.3 . Pour un tel morphisme, la (—1)-acyclicité locale implique par
suite la (-1)—=cyclicité locale universelle. (Il est d'ailleurs trés pro-
bable (*) que dans ces derniers énoncés, 1l'hypothése localement ncethé-—
rienne sur Y soit inutile : c'est en tous cas ainsi si 1l'ensemble

des composantes irréductibles de Y est leocalement Tfini EGA IV 14. 4.10)

Théoréme 1.15. Scoient ® : X ~> Y wun morphisme gquasi-compact

et quasi-séparé, IL cIP un ensemble de nombres premiers, n un en-

tier naturel (resp. =n = 1). On suppose gue g est (n-1)-acyclique

pour IL et localement (n-1)-acyclique pour L 1.3 , 1.7 , 1.11 , =)
- AN
i

1.14s Scit F un faisceau sur Y , Jue pour n » 1 on suppose mu-— R

ni d'une structure de faisceau abélien de IL-torsion (resp. d'une

structure de faisceau en groupes), et scit E un élément de
E(X,2"(F)). Pour que E provienne d'un §lément de HY,F) (qui

est alors uniguement déterminé, grfice & 1'hypothése de (n—1)—acyclici-

té sur g), il faut et il suffit gue pour tout peint géométrigue ¥

j=n

de Y , algébrigque sur un point ¥ de Y , ll'image § — e E dans

) f{ee qui, pour =n >1 ,

i
HY(Xs , F ] X;) soit dems l'image de H

(*) Cela a €té effectivement vérifié par M. Raynaud. Cf réédition de EGA IV 14!

1R3
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signifie gu'en 2 E = - o
]
Notons tout de suite qu'on conclut de 1.15 que, sous les con-—
ditions préliminaires envisagées pour g , g est n-acycligue pour

L (resp. 1-asphérigue pour I) si et seulement si pour tout ¥ com-—
me dessus, }‘Ci est n-acyclique pour I (resp. est 4{-asphérigue P
pour 1L ) : le "si" résulte en effet directement de 1.15 et des dé—

finitions, le '"seulement si" é&tant de toutes fagons immédiat par

1.9.1 . Ceci dit, une récurrence immédiate sur n fournit le \
Corollaire 1.16. Sgit g un morphisme gquasi—compact et guasi-sépa-—

ré qui est localement (n—1)-acycligue pour IL , oi n est un entier

naturel donné (resp. oi n = 1). Alors g est n-acyclique pour I

(resp. est 1-asphérigue pour IL) si et seulement si pour tout point

géométrique ¥y de Y , algébrique sur un point y de Y , la fi-

bre X- est n-acycligue pour I (resp. ?1-asphérigque pour I.L).

Corollaire 1.17. Scient & : X —> Y un morphisme de préschémas,

I.LCIP un ensemble de nombres premiers, n un entier naturel (resp.

n=1), Pour que g soit localement n-acycligue pour IL (resp. lo=-

calement 1-asphérique pour IL) il faut et il suffit que pour tout

- - S~
point géométrique x de X , si g-(:’i.’—-a Y est le morphisme

des localisés stricts de X et Y (en X et le point géométrigue

correspondant ¥y de Y) induit par & , chague fibre géométrique

XE de & , relativement & un point gdométrique =z de Y algébri-

que sur un point 2z ds Y , soit n-acycligue pour IL (resp. 1-

asphérique pour IL ).

La nécessité résulte en effet du critdre 1.10. (i) et de 1.9.1. 4
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pour la suffisance on procéde par récurrence sur n , ce gui nous
permet, lorsque =n » 1 , de supposer gque g est déjd localement
(n—1)~acyclique pour IL . Il en est alors de m@me des morphismes E’,
et 1.16 impligue alors gue E‘ est n-acyclique (resp. 1-asphérigue
pour 1L ), ce qui en vertu du critdre 1.10 (i) implique gque g est

localement n-acyclique (resp. localement 1-asphérigue)pour IL .

Corollaire 1.18. Avec les notations de 1.17 , i g est locale-

ment de type fini, alors dans le critére énoncé, on peut se borner

a4 prendre des points géoméirigues X dont la localité x est fer-—

mée dans sa fibre.

Cela résulte en effet de la démonstration donnée 2t de 1.712.

Démonstration de 1.15 (%) Montrons d'abord qu'on peut supposer Y
strictement lccal. Dans le cas abélien, n » 1 , la suite spectrale
de Leray pour g et & (F) , jointe & ngx(g*(F)) = 0 pour

0 ¢i g n-1 et F 223 g 2%(F y exprimant 1'hypothdse de (n-1)-
2 =

acyclicité de g , implique gu'on a une suite
0 =3 HAY,F) —aBEHE,g™(F)) —>

qui montre gu'il suffit de prouver que l'image
8iéme terme est nul. Ceci se vérifie fibre par
de VIII 5.2 on est ramené au cas o Y est
cas n =0
mani&ére, car 1'hypothiése sur g impligus gue

injectif, et g s'identifie & une section du

dont il s'agit de monirer qv'elle provient d'une ssct

exacte canocnigue
o n =
B (Y,R g (g7 (F)) ,

de & dans le trei-
fibre, et compte tenu

strictement local. Le

y F étant un faisceau d'ensembles, se traite de la méme

F— g8 (F) est
deuxi&me faiseceau,

on 4du premier

(*¥) Le lecteur gqui ne s'intéresserait qu'au cas noethérien est invité

&2 se reporter 3 1,18,
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cela se wérifie encore fibre par fibre, et on appligue VIII

wn
.

Lad
s

Le mBme argument essentiellement est wvalable dans le ¢as non

]
0
1
g
L
ot
)
I

tif, avee n = 1 , en utilisant la suite exacte XII 3.2

Lad

H(1,F) — 5 (x,8%(F)) —> 8°(1,rg (5(F)

et utilisant VIII 5.3.

Nous supposons done Y strictement local, done X gquasi-compact
et quasi-séparé. Le morphisme g : X —> Y satisfait aux conditions
de XII 6.10 , ce gui nous raméne au cas o pour toute partie fermée
Y, de Y distincte de Y , la restriction de E da K, = Exy Y,
est dans 1l'image de Hn(Y1,F ]Y1) —_— Hn(xﬁ,gi(F) :31] sy et & véri-

fier dans ce cas qu'on peut trouver un morphisme fini £ : Y' — ¥

)
dont l'image dans Y contient un ouvert non vide de Y y et tel gque
l'image inverse §' de § sur x' = Xx Y' scit contenue dans
l'image de H(Y',F') —> En{X',g’z(F')) » On notera en effet que,
compte tenu de VIII 5.5 , 5.8 , la conditicn 2°) de loc. cit. est

automatiquement satisfaite pour ce morphisme £ : Y! _— Y,

Pour trouver un tel f , nous pouvons suppeser Y réduit, et
nous considérons un point maximal y de Y . Soit y le point géo-
métrigque correspondant & une clBture séparable de k(y) , de serte
que F est limite projective filtrante d'ouverts Ui de schémas fi-—
nis intégres Yi sur Y , dont chacun est tel que son image dans
Y contient un veisinage de y . Utilisant 1'hypothése sur E s ON
voit qu'il existe un indice i tel aque l'image inverse de g sur

Xxy U; est nulle si n ) 1 , resp. est dans 1'image de HO(Ui,FU )
i
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Nous prendrons Y' é&gal & Yi sy €t notons gu'ecn peut supposer
Ur = Ui égal & l'image inverse d'un voisinage ouvert affine U de

y dans Y , de sorte gqu'con voit gue l'image inverse de E sur

Xx 2" (ot Z'

est dans l'image de Hn(Z',Fz,) - Quitte & remplacer Y par Y' ,

T'-U' est 1'image inverse de Z = X=U dans Y')

nous Voyans donc que nous sommes réduits au cas suivant : il existe

un ouvert affine U de Y , de complémentaire Z , tel que les
restricticns de E a KU et & X, appartiennent respectivement

3 1 de E™(U,F.) et & l'image de H"(Z,F.) ; de pl i

2 1'image de 'y E image de d Z) § de plus , si ny 1,

on peut.supposer ces restrictions nmulles.

Lorsque =n 3 1 , nous zllons montrer que sous ces conditions,on a
E =0 . Pour simplifier les nctations, nous dcrirons Y' au lieu
de X , et nous désignons par U' , Z' les images inverses de U ,
Z dans Y' , par F' 1l'image inverse g (F) . Notons i : U —> Y5

jséd&— Y , i'" : U" = Y' , j' : 2' —> ¥Y' 1les inclusiens,

i‘ ‘j!
U —— b AL e— S z

O —> Fffy yo —> F'—> Fj, 4, — 0 .

B S i A " .y o g - i
Comme l'image de £ dens H (Y',Fé, Y') & 7 \Z',fﬁ,) est nulle, §
]
. : i n \ B N
Provient d'un £lément de H (Y',Fﬁ, yi/ 2 2% 12 restriction de ce
?
dernier sur U' est ézale & celle de § , donc est nulle. Comme
;é',Y‘ 251 iscmorphe & 1'imsge inverse de FU,Y y nous scmmes ainsi
107
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ramenés zu cas d'un fziscsau de la forme s done nous pouvons

Z'U’Y
supposer F, =0 (ce gui tient compte de 1'hypothése £ I Z2Y = Q).

- =

Notons que i F =—> G est un mcnomocrphisme de faisceaux abéliens

4

de X~torsion (resp. de faisceaux =n groupes), il suffit de prouver
que l'image 4 de £ dans EMY',6') est dens 1'image de H°(Y,G)
i.e. est nulle XII 6.6 . Cela nous permet de Templacer F par
i*(FU} y compte tenu gque 1l'hypothése FZ = 0 impligue que l1'hemomor—
pPhisme cancnigue F —>» i*{FU) est injectif. Or comme g est lo-
calement (n-?)—acyclique pour I , et a fortiori O—-acycligue pour

IL (car n > 1), il s'ensuit que l'image inverse de i FU] sur Y'

(
s'identifie & i'i{Fﬁ,) » de sorte qu'on est ramené i montrer qus
l'image v de £ dans Hn(Y',i'E Fl,)) est nulle. Or la restric-
tion de mn &2 U' est nulle, et il suffit done de vérifier que
1'"homomorphisme

= n L] 3 = IT? ]
* B (Y14 (Fg,)) —> E(U',FY,)

est un monomorphisme. Dans le cas abélien, on utilise la suite spec—
trale de Leray pour i' et P!

gr ¢

BS*% = BP(yr Rl _(Fr))) =—> BT (U',FE,)

et les relations

E =3
) ' -0 pour 0<pgn1 , qgn-t .

Pour vérifier ces dernidres, on note que 1l'hypothése de (n-1)-acyecli-—

cité locale de g pour 1L ippliguse gque l'on a des isomorphismes

RM(FL) = gFRYU_(FL)) pour q g n-t
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et compte tenu du fait que & est (n—-1)-acyclique pour I , donec
que BP(Y,G) =% EP(Y',G') pour p & n-1 et tout faisceau abélien
de IL-torsion G sur Y , on trouve () puisque HF(Y,3) =0

pour p> 0 , 8t on trouve de m@me

(==) B'Y =~ E°(Y,RU_(F;)) opour agn-1 .

La suite spectrale de Leray considérée donne alors naissance & une
suite exacte, qui forme la deuxiéme ligne du diagramme commutzatif
suivant :
o n—-1, n :
1_11 (T,R%7i_(F,)) — H|{Y,1§(FU)) =0
v

BO(T,RP T (R, ) —> BN (Y1 0 (Fg,)) — EMUY,ES,)

oli la premid&re fléche verticale est bijective en vertu de (Iii). On
lit sur le diagramme gue (E} est injectif, ce gui achéve la démonstra-—
tion dans ce cas. Dans le cas non abélien, n=1 , on utilise le mé-
me dizgrzmme avec n=1 :

o : 1 i
B(Y,1 (Fy)) —— E (Y,1,(F,)) =0

E
| :
il .

BO(Y',10(Ry,)) — EU(¥,40(Fg,)) —s E'(U',FL,)

XII 3.2 , ol la premiére fl%che verticale est encore bijective gra-
ce & 1'hypothése de O-acyclicité locale et globale faite sur g 5 et

2 af a = - 3
on conclut encore l'injectivité de (T ) dans ce eas.

Traitons enfin le eas n = 0 . Hemarguons gue la donnée 4d'une
section £ de TF' revient, en vertu de ; & 1la donnée
y
d'une scction g yr e FY, et d'une section £ g de

telles que l'image de ¢ g+ Par 1'homemerphisme naturel

1R9
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For —> XYY,
scit la section du deuxiZme membre induite par £ .y -« Par hypothd-—
se, 1l existe des sections No €6 Ny de P, et F., respecoti-
& 8] P (S)
vement, gui induisent § g1 et % g+ - Tout reviemt & veir su'el-

les satisfont & la conditicn de compatibilité analogue, exprimant gue
ce sont les restrictions d'une m@me section N de F . Il faut vé-
rifier 1'&4zalité de deux sections de jz(i*(FU}) y et pour ceci, com-—
me Z' — Z est surjectif (g étant surjectif puisque (-1)-—acy-
cligue par hypothdse), il suffit de vérifier que les deux sections
correspondantes de gz*(jE(iECFU)) = j'*(g*(iﬁ(FU)} sont égales. Or

le faisceau envisagé, grice & 1'homorphisme de changement de base

1=

*) g (1 (Pp)) — 1i(e*(Fy)) = 10 (Fg))

8'envoie dans j*i(iTE(Fﬁ,)) y et ce dernier homemorphisme est injec-—
tif, car il en est ainsi de (¥) grfce 2 1l'hypothése que g est loca-—
lement (-1)-acycligue. Il suffit donc de vérifier gue les deux sec—
tions de j'*(i'z(Fﬁ,)) » images des deux sections précédentes, sont
égales. Or on constate aussitdt gque ces sections ne sont autres gque
celles déja envisagées plus haut, gqui sont égales par hypothése. Cela

achéve la démonstration.

Remargque 1.18. On peut denner un raffinement de 1.15 , gqui fournit
une démonstration nettement plus simple de 1.15 lorsgque Y est
suppcsé localement nosthérien. Pour ceci, en plus des hypothdses pré-
liminaires sur g , F , supposens gu'il existe un nombre fini de

points géométrigues £, Ei — Y de Y +tels gue le morphisme
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F—s TT fi“(fiE(F))

soit injectif {hypothése zutomatiguement vérifiée si Y est noethé-
rien et si F est constructible IX 2.14 ) . Je dis gque sous ces
conditions, le eritére 1.15 est valable en se bornant sux seuls
points géométrigues fi . En effet, en vertu de XII 6.6 on peut
suppeser que F est lui-m@me de lz forme fE(M§) s ot M est un
ensemble resp. un groupe resp. un groure abélien de IL —torsion, et
f 3 ¥y —> Y un point géomstrigue. Soit ' : X' = Kf —s X 1le
morphisme cancnique. Supposant, pour Tixer les idées, n 3 1 s 1'hy-

pothése locale faite sur g impligue qu'on =z
= 3 L r i - :
& (f!(hi)) e g ,) 5 B f'i[i-;x,} =0 pour 1 ¢ i £n-1 ,

la deuxigme relation provenant du fait que le premier membre est iso-
morphe & g*(ﬂlfz{mf}) s Qui est nul puisque manifestement le*(M§)= o}

pour ix>1 . De ces relations, on ceonclut gue
ES
EUX,ET(F)) = BU(XE (4,)) —  EU(X,N,)

est injectif, en utilisant la suite spectrale de Leray pour f' , ce
qui prouve bien qu'un élément § de Hn(I,F} induisant un élément
nul de Hn{X§ ,F) est nul. Pour déduire de ceci une démonstration
simplifidée de 1.15 dans le cas ol Y est loczlement noethérien,
on note gqu'on peut se borner au cas Y noethérien, ef un passazs &
la limite facile, utilisant IX 2.7.2 et VII 5, permet de se ra-—

mener au ¢as ol F est de plus constructible, justicizble de 1'énon-

¢é gu'on vient de prouver.
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2. Acyclicité locale d'un morphisme lisse.

Le théoréme est le suivant

héoréme 2.1. Soient g : X —> Y un morphisme lisse et soit

IL. T l'ensemble complémentaire de 1'ensemble des caractéristiques

résiduelles de X . Alors & est localement z2cyclique et lecalement

i—-zsphérigue pour IL .

Notons d'abord le corollaire

Corgllaire 2.2. Soit g : E:? —> Y le merphisme structural de

l'espace affine. Alers g est acyclique et 1-asphérique pour 1'en-—

semble L complémentaire de 1l'ensemble des caractéristiques résiduel-

les de Y .

En effet, par récurrence sur m et T«9 {i) on se raméne au

cas m = 1 « D'apres 2.1 on sait que g est localement n-acy-—
cligue et localement 1-asphérique peur IL ; done gue la condition locale
de 1,16 est satisfaite . Il suffit donc de démontrer que les
fibres géométrigues de EE; sont acycligues et l-asphéri-

ques pour 1L , c'est-a-dire gque Spec k [t] est acycligue et 1-as—
phérigue pour L si k est un corps séparablement clos de caracté-
ristique p élﬂ. y ¢ gqui résulte de IX 4.6 pour 1l'asserticn d'a-—

cyclicité, et pour la 1-asphéricité est bien cocnnu. Plus généralement,

i i = £ . s * 1
soit X' un revBtement normzl irréductible Zaloisien de X = IP,
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qui soit non ramifié en dehors du point o et dont la ramification
en ce point soit modérée. Prouvons gue le degré n du revé@tement

eat égal & 1. Or on a la formule de Hurwitz :

2(g* = 1) = 2n(g - 1) + deg S'x,fx

oi & , &' =sont le genre de X , X', et E?i,/x le diviseur
différente.On 2 g =0 , ¢t l'hypothése de ramification modérée im=-
pligue deg «s'x,/x €n-1 , d'olt 2(g'-1) € —(n+1) done n ¢2(1-g')-1,
et comme g'» O , on conclut m £ 1 donec n =1 , c.g.f.d.
Démonstration de 2.1 . L'assertion est locale sur X et Y pour

la topologie étale, et on peut donc supposer SGAL IT 1.1 gque g

est le morphisme structural de l'espace affine IE

; y et gque Y est

affine. BEn appliquant la transitivité de 1'acyclicité locale 1.13. (i)

et le fait gue IE? = E™) on se réduit immédiatement au cas
IE
m=1 , c'est-a-dire, au cas b

X = Spec DY It] &

Appliquons 1.18 . On est rzmend & démontrer que les fibres géo-

A ~
métrigues du morphisme de schémas strictement locaux }f- E— T

L]

- o = r

déduit d'un ccuple de points géométrigues X s ¥ , 00 x est fer- G

II.\Q..‘_

mé dans la fibre KF ; sont acycligues pour I et 1-asphériques '
pour IL . On peut évidemment suppeser Y =Y . Soit Y' — ¥

un morphisme fini, local, et surjectif, de sorte gque Y' est stric—

tement local, et soient ¥' 1le point de Y' au-—dessus de ¥ g X

le point de X' au—dessus de X et de ¥' . Puisgqus X' —s X

est fini, le localisé strict de X' au peint X' n'est autre que
- -

X' =X x,¥' . Par suite, toute fibre géométrique de X'/Y' est dé-

.
duite d'une fibre géométrique de X/Y par extension algébrigue (né—
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cesszirement radicielle) du corps de base, de plus il ¥y 2 2u moins

L+

A - - - . - ;.
une fibre géométrigue de X'/Y' au-dessus de chague Tibre géométri-—

2

-~
gus de Kf? . On peut done VIII 1.1 remplacer Y pzr ¥' , &t
var cheix convenable de ¥Y' , on se raméne ainsi au cas ol k(X)=k(¥).
Llors X est un point raticmmel de la fibre X§ = Spee k(¥) [t] ,

disons le peint + = a° . En relevant =2° en une section = de 0O
¥

T

et en faisant la "translation" 1, = t—2 on est ramené a2u cas ol le

4
point X est le point {t = 0} de Spec kly) itj . Posons

T
A= r‘(Y,O?J , de sorte que A est un anneau strictement local.
Notation 2.3. Soit A un anneau hensélien loeczl. On dénctes par
A {t} le hensélisé de l'anneau A [t] en 1'idéal premier engendré

par rad 4 et t .

Corollaire 2.4. Scient A& hensélien et A' wune A-algdébre finie.

Alors A4' {tJ ~ A ® A {tj .

Cela résulte immédiatement de VIII 4.1 . Notons gue si A est

strictement loeal, il en est de mé@me de A {t} .

-

La démonstration du théoréme est ramenée a2u lemme suivant :

Lemme 2.5. S0it A un anneau hensélien de caractéristique rési-
duelle p . Alors chague fibre géométrigue de Spec 4 :t} sur Spec 4

est acycligque et 1-asphérique pour L= P - bﬂ .

Notons que puisgue A4 {t} est le hensélisé de A [t] ; une fi-

bre Spec A {t]@l 2X¥ s X un corps résiduel de 4 , est limite pro-
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jective de schémas affines et de type fini Ki sur la "droite"
Spec K {t]_ y c'est-a—dire, limite de courbes algébriques affines.
Donc chagque fibre géométrigue de Spec A.{t} est limite de courbes
affines (xi)ﬁ au—-dessus du corps séparablement clos K , et il
s'ensuit de IX 5.7 et VII 5.7 que la dimension cchomologique
des fibres géométrigues est &£ 1 . Il suffit donc de vérifier que
les Tibres géométriques sont 1-asphérigues pour L , c'est-a-dire,
qu'une telle fibre géométrique Z est connexe, non vide, et que

H1{2,G} = 0 pour chague IL-groupe fini G .

Ecrivons A4 = lig %1 ol les Ba sont des anneaux de type

fini sur Z . Le morphisme Bm —_— LA ge fzetorise par le henséli-—

foN
o

sé A& de B en 1'idéal premier induit par rad & , o

oL

& ft}.

e L

e B | . . .
A= 11@ Am. « On constate 2isément gu'on a aussi 4 {t}

De plus, soient ¥ un point géométrigue de Spee 4 X;— la fibre

s

éométrique de S = Spec 4 {1t sur Spec A en ¥ ¥ le point
1 ¥ Y

de Spec Aa- induit par ¥y , et Xu:} la fibre géométrigue de
ot
t sur Sp A ¥ . 0 - = 1lim X = .
Spec %m { } rec & en %l na Xy @, On est
donc réduit pour laz démonstration ds 2.5 par 1.7 (ii)(appliqué
aux morphismes X, = —> Y. ) aueas A = A, » c'est-a-dire, ooy
oL o )

oi A est le hensélisé d'une algibre de type fini sur Z en un i-
déal premier donné. Nous le supposons désormais. Rappelons qu'une

telle algébre est un anneau oxcellent EGA IV 7.8.3 (iii); 7.8.6 (i) ,
done gue Am est Szalement excsllient(comme on voit facilement sur

la définition, ef. EQA IV 18.7.6 ).

ipns la O-acyclicité. (Pour un résultat plus

[ 4 J
A eridice} Prad sats - s L ; 3 ] . AT
Appendice.) Puisque A gLi /& imet la seetian Y2 = 0 y Unc fibre

198



- 29 - V.

géométrigue Z est non-vide. Pour voir gu'elle est connexe, on est
réduit, en remplagant 4 par un guotient 2.4 y 2. cas o2 A est

intégre, et oi Z est la fibre gométrique au-dessus du point géné-

b

rique de Spec A . Il suffit de prouver gue pour toute extension fi-—

nie séparable K' de corps de fractions K de A , le schéma ZK'

(Z = Spec A {t}tb AKJ est connexe. Soient 4' 1la normalisée de A

dans K' (gui est une A-algébre finie EG4 IV 7.8.2 ) et 2Z2' 1a

fibre générigue de Spec A {t} sur A' . D'aprds 2.4 , on a
A'{t}zA'GAA{t}, d'olt Z,, = Z' . Remplagons A par A' . Il suf-

fit alors de démontrer que 2 est intégre, et il suffit de démontrer

que 4 ft] est int2gre. Mais 4 étant normel, 4 [t] 1'est, donc "

A {t} l'est aussi SGAL1I19.5. (i) , d'olt le résultat.

La démonstration de 2.5 , et par suite de 2.1 sy €3t ainsi

réduite au lemme suivant, qui sera démontré dans le Prochain numéro :

Lemme 2.6. Soit A wun anneau hensélien et excellent, et soit Z

une fibre géométrique de Spec A {t} /Spec 4 . Alors chague reviéte-

ment principal galoisien Z' de Z , de groupe G d'ordre premier

2 la caractéristigue résiduelle p de A , est trivial.
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3. Démonstration du lemme principal.

En remplagant 4 par une algdbre finie A' (ef. 2.4 ), on rTé&-
duit l'assertion 2.6 au cas oli A est intégre et o Z est la
fibre géométrigue générigue de Spec A {t} sur Spec &4 . Scient X
le corps des fracticns de A et Z = Spec 4 {t} @ 2K .+ 81 Zr / Z
est un revdtement principal galocisien, on peut le descendre & un ZK"
oii K' est une extension finie séparable convenable de X . En rem-
plagant 2.4 A par son normalisé dans K' , qui est une A-algé-

bre finie EGA IV 7.8.3 (vi) , on est ramené & démontrer le lemme

sous la forme suivante i

Lemme 3.1. Avec les notations de 2.6 , supposcns A normal, et

scit Z' / Z un revétement étale principal galoisien, de groupe G

d'ordre premier & la caractéristique résiduelle r de A4 . Alors

Z' est induit par une extension goloisienne XK' de K 5 leea

56A 1IX 6.2 le revétement Z' de Z déduit de %' est trivial.

Démonstration. Soit B' 1le normaliséd de A {tj dans 1l'annesu des
fonctione raticnnelles de &' s €t considércens les idéaux premiers

P de hauteur 1 de & {t} tels que l'algébre B' sur A {t} soit
ramifide en P . Puisque Z' / Z est étale, P n'est pas sur le

point générique de Spec &4 , i.e., Pp=Pn A # O . Dene A itj/pﬁ{t}
= (4/p) {t} est intdgre ot de dimension au plus égale & dim A .
Puisque 4 {t} est excellent EGL IV 7.8.6 (i) et 18.7.6  donc ca—

ténaire, on 2 dim Spec A [t};‘?=(dm A-1)—1 = dim Ay din é.{t} fgn{t} .

197

200




= 3% = xV.

d'os F = 2&513 pulisyue P2 E*Etj i
Soient donc Dis weey B les idéaux premiers de hauteur 1 ds
A tels que B' /i [t] scit ramifié en les iddaux p, & {t] , soit
s le p.g.c.d. des ordres des groupes d'inertie 3GA1IV 2 Si c G
pour B' en les idéaux premiers au-dessus des Eii [t] ,» 2ui est
un entier divisant l'crdre de G , donc premier &8 p . Scit f &4 |}
]
une fonction gqui s'annule avec ordre 1 en chague B, (un tel £ exis—
te » comme il résulte par exemple de Bourbaki, Alz. Comm., Chap. II,
§ 3, cor. a prop. 17 ). En remplagant 2.4 A par son normalisé

4; dans l'extension finie K, = K [x] /(x°-£f) de K et B' par le

normalisé de A & B! s on se réduit par le lemme d'Abyankhar SGAL X 3.6
1 A

au cas ot B' n'est ramifide en aucun idéal premier de hau-

teur 1 de 4 It} .

Alors 1l'algdbre B'/a {t} est aussi &tale au-dessus de la fibre 3

n ef— e

12
1]

de Spec 4 {tl en tout point de Spec 4 de codimension 1 .
-

fet, socit p wun idéal premier de hauteur 1 de 4 . isque A est

normal, Ap est un anneau de valuation diserdte, done régulier, donc

A lt}@ ab, oSt aussi régulier - en effet, c'est une limite de sché-
mas étales au-dessus de A [t] . Par hypothdse, l'algébre B'/4 {i}
est &tale en chague point de codimension &1 de BSpec & {t}& AAP ;

donc elle est étale partout par le théoréme de pureté de Zariski-Nazata

8GA 1 X3.1 ;3 pour une démonstration, woir p. ex. SGAZ s X 3.4 )

En remplagant 2.4 A par une A-algébre finie convenable, on

se raméne au cas ol de plus l'algdbre B'/tB' sur 4 {t} [th jtj =

L

.

est complétement décomposée au-dessus du point générigue de Spec A .

Donc il suffit de démontrer gue scus ces conditions, l'algdébre B' sur
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A [t} est "triviale", et puisque A {t} est hensélien, il suffit de
démontrer gque B' sur A [t} est étale ; en effet, il Tésulte du
fait que l'algdbre B'/tB' splitte au-dessus du point générigue de
Spec &4 qu'elle splitte sur Spec(A) (SGA1110.1 , donc que les ex-—
tensions résiduelles de B' sur 1'idéal maximal de A {t} sont tri-
viales, et on applique (BGA IV 18.5.14 ). On est donc ramené au lem—

me suivant :

Lemme 3.2. Scit B un anneau loecal excellent et normal, et soit

0#ft €rad B tel que B/tB scit normal. Soit B' une B-algibre

finie intégre normale, contenant B , telle que 3

(i) L'algébre B'/tB' sur B/tB est complitement décomposée

en les points maximsux de Spec(B/tB) .

{(ii) L'algébre B' sur B est étale en les points de codimen—

sion 1 de Spec{B/tB) -

Alors B' est étale sur B .

Démonstration. En vertu de (ii), 1l'assertion est triviale pour dim B <2, =,
c'est-a-dire pour dim B/tB £ 1 . Supposons gue B'/B nec soit L
pas é€tale, soit x un point maximasl de 1l'ensemble des points de

Spec B/tB au-dessus duguel B'/B n'est pas étale, et soit C 1l'an—

neau local de Spec B en x . flors € est encere un annesu sxcel—
lent et normal (EGA IV 7.5.2 ), ona O£t €rad C , et (i) et (i)
sont wvrais pour la C-algébre C' = C ® BB' « On peut donc supposer

B=C , c'est-d—dire, que B' est &tale sur B au-dessus de chague
boint de Spee B/tB , sauf peut—B2tre 2 l'origine. Puisgue B/tE est
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Lemme 3.3, Seit B wun znneau lccal excellent et normal, O £ t&rad B
dim B > 3 . Scit B' une B-algtbre finie normsle inté—

gre, contenant B , telle gue l'algébre B'/tB' de B/tB soit com-

plétement décomposée en dehors de l'origine. Alors B' est &tale sur

Démonstration. 3Scient X = Spec B , X1 = X - {xc} y o x  est le

point fermé, et soit i : U —> X 1l'cuvert des x X en lesguels

l'algébre B'/B est &tale. Alors (X-U) n V(%) = fxog est de di-—
mension O . Puisque V(t) est défini par une équation, il s'ensuit
que dim(X-U) ¢ 1 (EGA Ory 16.2.5 ), donc (X étant caténaire)

x €X-U — dim 0O

> dim B~=1 > 2 , i.e. codim(X-U,X)y 2 .
X,x =

Soit X' = Spec(B') , U' 1l'image inverse de U dans X' ,
alers, X é&tant universellement caténaire, la relation codim(X=U,X)
2 2 implique la relation codim(X'-U',X')y 2 (EGA IV 5.6.10 ),

done, X' é&tant normal, on a

B. i .E.(X')’Q._Kl)z’ F(L'I!QU‘Q) -

e~
B!

Soit alors B' = le faisceau de Oy—algebres qui définit X' sur

X , £ sa restriction &8 U , zlors la formule précéddente équivaut

2 la formule

200

203




-~ 34 - XvV.

B! <=y 18] ;

et 3.3 se raméne par suite & 1l'énoncé suivant (o1 il n'est plus
question de B') : Soient B , t ocomme dans 3.3 , X = Spec(B) |,

Y = Spee(B/tB) , U wun voisinage ouvert de Y, =¥ - {xc} dans

x1 =X - [10} + U' un revetement étale de U dont la restriction
& Y, soit complétement décomposée, C 1lec faisceau de QU,—algébres

définiasant U' , a2lors (i :+ U —> X désignant 1'immersicn ca-—
nonique) ii(g} est une Algébre cohérente étale sur X (ou, ce gui
revient au m&me, gréice & la relation prof gx’x > 2 pour x € X-U

signalée plus haut et & EGA IV 5.10.5 , U' se prolonge en un revé-

tement &tale X' de X)

Scit X= Spec B , o B est le complété de B . Alors B est

normal (EGA IV 7.8.3 (v)) et B /B est fiddlement plat. Soit

U -——i—-r X
= |
i
U ——— X
le diagramme cartésien déduit de X —> X . Puisgue f esgst fida-

Fo s

-

lement plat, le foncteur i; commute au changement de base f

EGA IV 2.3.1, et on est ramené EGA IV 17.7.1 & prouver gque i*{éj
est une algdbre étale sur i . On peut done remplacer B par ﬁ y
¢'est—&-dire, on peut supposer B complet. Dans ce cas, nous zallons
prouver gque U' sest un revétement complétement décomposé de U (ce
Qui impliguera évidemment gu'il se prolonge en un revitement étale

de X , et achivera la démonstration). Or cettsz assertion est main-

tenant conséguence immédiate de lz "théerie de Lef'schetz lceczla”

"}:':1
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2 X 2.1 (i) et 2.5 COomma O
tenu encore une fois de la relzticn
- A ~ -k o - - 2
3.4. On peut prosuver 3.2

plus générales, en suivant

{b: )
ﬂ.‘
m
o

aux résultats
pour la topelogie

d'un anneau régulisr.

E g 0]
Pt F o8

I

essentisllement

\
T

(tB)—ndique
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4. Appendice : Un critére de 0O-acyclicité locale,

Les résultats du présent numéro ne sercnt plus utilisés dans la

suite du séminaire.

Théoréme 4.1. Scit & : X —=—> Y un morphisme de schémas. On sup-

pose & plat et & fibres séparables, et X et Y localement noethé-

riens resp. & localement de présentation finie. Alors & est uni-

versellement localement O=-acycligue.

On peut évidemment supposer X et Y affines, ce gui permet ,
dans le cas respé, de sSe ramener au cas ol Y done X est noethérien,
par la méthode standard de EGA IV 8, utilisant ici EGA IV 9.7.7. On
peut donc se berner & prouver le premier énoncé. L'hypothése &tant |
stable par changement de base de type fini, on est réduit, compte tenu
du passage & la limite 1.13 (ii), & prouver que & est localement
O-acycligue, et pour ceci on est ramené par 1.17 & prouver gue =i

on suppose de plus g strictement local, alers les fibres géométrigues

[S LA

de g sont connexes. Or c'est ce que dit EGA TV 18.9.8,

Y

Corollaire 4.2. Soit § 1+ X == Y un morphisme de schémas, o vec

¥ discret. Llers g est universellement localement O—acyclique.

On peut supposer que Y est le spectre 4'un corps parfziti k
VIII 1.1 « D'autre part, on peut supposer X affine, donc limite
Projective de schémas affines de type fini sur k s 81 compie tesnu de

1,13 (ii) on est ramené au cas oit X est de type Pini sur k . En-
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fin, on peut évidemment supposer X réduit, denc séparable sur k

puisgue k est parfait. Ta conclusicn résulte alors de 4.7.

Corollaire 4.3. Supposcons que g scit surjectif, et satisfasse zux

conditions de 4.1 ou de 4.2 7 dans le cas non respé de 4.1

on suppose de plus que g est, socit gquasi—compact et quasi-séparé, A

Soit universellement ocuvert. Alors g est un morphisme de descente

effective universelle pour la catégorie fibrée des faiscezux étales

sur des préschémas variables.

Dans les cas envisagés, £ es8t universellement submersif et il
résulte de VIII G.” que £ est un morphisme de descente universelle
pour la catégeorie fibrée envisagée. Cela nous permet, pour laz gussticn
d'effectivité, de nous borner au cas Y affine. On voit de plus, dans
chacun des cas envisagés, gque X se recouvre par un nembre fini 4d'ou-—

verts affines Ki dont les images recouvrent Y . Remplagant X par
aff

la somme disjointe des Xi » on peut alors supposer X ine, a
fortiori guasi-compact et quasi-sépard sur Y . On conclut zlors Zri—
ce au raisonnement de VIII 9.4.1 , en utilisant le fait XVI 1.1

que pour un morphisme guasi-compact et guasi-séparé g , la formation
de gI(F) (F un faisceau étale sur X) commute 3 tout changement

de base T' —> Y qui est localement O-zcycligue.

a) On cbtient ainsi la démonstration(gqui avait £1&é laissée en
suspens) de VIII 9.4 4d), comme cas particulier de 4.3. Une démons—

tration différente plus facile, n'utilisant pas le résultat assez dé-—
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licat de EGA IV 18.9.8, s'obtiendrait en notant que grfce & VIII 9.1
on peut se bormer au cas du morphisme Spec(K) — Speclk) induit
par une extension de corps K/k s or Spec(K) est universellement
localement O-acyclique sur Spec(k) , car il est m8me universelle—
ment acycligque pour L= IP- {p] sy P =car k , comme on verra

dans XVI 1.5.

b) On ignore si tout morphisme guasi-compact et quasi-sépars,
surjectif et localement (-1)-zcycligue (ou universellemsnt localement
(=1)-acyeclique) est un merphisme de descente effective pour la caté—
gorie fibrée des faisceaux étales sur des préschémas variables. Cet
énoncé semble assez plausible, et améliorerait 4.3 et VIII 9.4 ¢),d).
On le rapprochera de 1'énoncé d'effectivité dans MURRE, Sém,

Bourbaki n°® 293, p. 17.

¢) Il est plausible que sous les conditions de 4.2 s & est
méme localement acycligue pour L et localement 1-asphérigue pour
L , 0o L est l'ensemble des nombres premiers distinects des carazc-
téristigues résiduelles de Y . On peut dans cette guestion supposer
évidemment Y spectre d'un corps algébriquement clos k y €t on -
peut montrer (SGA 1964/65) gue la réponse est affirmative lorsgu'on
dispose de la résclution des singularités pour les schémas de- type fi-
ni sur k . Donec la réponse est affirmative lorsque Y est de carac-—

téristique nulle, comme on veoit en utilisant les résultats de EIRONAKA (*).

(¥) cf. sGA 1 XIII.
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Théor2me de changement de base par un

morphisme lisse, et applications. k

Sommaire :

. Le théoréme de changement de base par un morphisme lisse.

2. Le théoréme de spécialisation des groupes de cohomologie.
3. Le théoréme de pureté cohomologique relatif.
A Le théoréme de comparaiscon de la cochomologie pour les Dré-—

schémas algébrigues sur € .

5. Le théoréme de finitude pour les préschémas algébriques en

caractéristique zéro.
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1. Le thécrdme de changement de base par un morphisme lisse.

Théoréme 1.1 . Seient IL ¢ IP n € W , et

2 S
X £ x
(*) T £
Y ¢&—E— 71

un diagramme cartésien, avec f quasi-compact et guasi-—séparé, et

& universellementi logalement O -acycligue (resp. univ. loc. 1 -as—

phérigue pour IL , resp. univ. loe. n -acyeligue pour L ) (XV 1. 11).

Alors pour chaque faisceau F d'ensembles (resp. de ind- L -
groupes, resp. abélien de IL-torsion) sur X , le morphisme de

changement de base (XII 4.1.2 )

et 2 ERUIF —> (R )gF

est bijectif pour q = 0 (resp. g € 1 5 resp. g & n).

En particulier, en appligquant XV 2.1 s on trouve le

Corollaire 1.2 . (Théoréme de changement de base par un morvhisme

lisse). Supposons que le morphisme g de (E) soit lisse, gue f

Soit guasi—compact et guasi-séparé, et que 1L C TP soit 1l'ensemble

complémentaire 4 1'ensemble des caractéristiigues résiduelles de Y .

Alors pour chaque faisceau F d'ensembles (resp. de ind - IL =grou-

Pes, resp. abélien de IL -iorsion) sur X , le morphisme de change-

~
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ment de base ¥ % gi-dessus est bijecti
ment de base

q = 0,1, Tesp. pour chague c._).

Démonstration de 1.1 . Traitons d'abord le cas o f : X —> ¥

est guasi-projectif : ce n'est gu'une conjonction du théoréme de
changement de base pour un morphisme propre XII 5.1 et de la dé-— ‘

finition XV 1.9 . En effet, on a2 un diagramme commutatif

x.__.lﬁ.)-;

ot f sest projectif, donc propre, et oa i est une immersion ou-—

verts. Or on sait XII 5.1 que le théoréme de changement de base

est vrai pour f quel que soit g : ¥' —> Y . Puisque

gxé? : YTXQ¥'_;§ est encore universellement O-acyclique (resp. ...),

on se raméne immédiatement par (XII 4.4 (ii)) & démontrer le théo—
réme pour le morphisme i , c'est-a-dire, on est ramené au cas ol
f est une immersion ouverte. Alors le théorsme est conséguence de

la définition XV 1.10 (ii) .

Traitons maintenant le cas général. L'assertion est locals sur

Y , et on peut donc supposer Y affine.

Lemme 1.3 . On peut de plus supposer X affine.

Démonstration. Procédant comme dans XII 6.1 , on est réduit, pour

Prouver 1.7 pour un I domné, & le prouver dans la situation dé-—
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Facd
duite de la situation donnée par des changements de base T - A S
~r o i~ o L4 :
Y' —» Y sy Pour un morphisme local g : Y'—>» Y de localisés

stricts de Y',Y induit par g , et & prouver gue les homomorphis—

mes
() BYE,F) —» 83X, ') (om F' = g'¥(F))

-~ Ll
sont bijectifs pour @ £ n , o X = XxYI ¢ XV e X'xYTY* . Cela

nous raméne donc au cas o1 Y,Y',g sont strictement locaux, et a
prouver dans ce cas la bijectivité des applications précédentes, zd-
mettant que 1.1 est prouvé pour f affine. Or soit (Xi) un re-—
couvrement fini de X par des ouverts affines Xi s 8L s0it 2 le

schéma somme des xi y Qui est donc affine et muni d'un morrohisme

surjectif h : Z —3» X , d'elt un morphisme h' : Z!' —» X' , Yo-

tons que h est séparé, et qu'il est affine lorsgque f est séparé.

Ceci dit, appliquant le lemme de descente XII 6.8 , on voit que

pour prouver la bijectivité des applications (=) pour ¢ £ =nes pour

tout F , il suffit de prouver la bijectivité des applications cor-—

respondantes HY(Z,n¥®(F)) — B2z ,0'®(F')), 2 condition que les

homomorphismes de changement de base, pour 2 —» X et le change- .5
ment de base X' —>» X , soient des isomcrphismes en dimension ¢ n. i
Or si f est séparé, donc h est affine, il en est ainsi rar hypo-

th&ése, ce qui prouve 1.1 lorsque f est supposé séparé. Dans le
cas général, on peut alors appliguer le résultat précédent 2 hk gui

est toujours séparé, et on conclut encore gue 1.1 est vrai nour f ’

ce gui prouve 1.3 .

Remargue. On pourrait aussi invoguer la suizse spectrale de Leray

Pour le recouvrement ouvert (Xi) de X , et ses variantes non cor-
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mutatives, mais cette méthode, gui n'est pss essentiellement 4iffé—

rente du reccours & XII 6.8 , a le désavantage de nous chliger %

Pour achever la démonstration du théoréme dans le cas général,

il suffit de ramener la démonstration au o

m
i
8]
£
Fh
>
!
1]
0
ot

affine et de type fini, donc gquasi-projectif. D'aprés 1.2 , on
peut supposer X affine. Soit alers X = lim X x s ot T 1 Xoq —> ¥
—

sont des schémas affines et de type fini sur Y . On termine avec la

technijue de passage 2 la limite habituelle (VII 5).

Compléments 1.4,

a) Nous laissons au lecteur le soin de constater que lz méme
démonstration donne encore une conclusion lorsuu'on suppose gue g
est universellement localement (-1)-acycligue (AV 1.14) : dans ce

¢2s, l'homomorphisme de changement de base
67 1 &I, (F)) — £1(e™(F))

est injectif pour tout faisceau d'ensembles F sur X . D'autre
part, supposons & mouveau n » 0 , on peut compléter 1.1 par 1'é-
noncé d'injectivité suivant, contenu également dans la démonstration
qui précdde : si g est universellement localement O-— acyclique,
alors pour tout faisceau en groupes F sur X , 1'homomorphisme

de changement des base p1 de 1.1 est un monomorphisme ; si &

est universellement localement n —acyclique pour IL , alors l'ho-

+
nomorphi sme pn 1 de 1.1 est un monomorphisme pour tout faisceauy

abélien de IL-torsion F sur X .
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b) Il est sans doute possible de donner &galement une conclu-—
pion d'injectivité analogue & partir de l'hypothése de 1 —z2sphéri -
cité locale pour IL de g , en introduisant les invariants de 2-

«11

wn

cohomologie non commutative de la thése de GIRAUD, comparer XII

la m@me question se pose également pour (1.6) et (2.3) ci-dessous.

Corollaire 1.5 . Soit K/k wune extension de corps, et secit

IL=1 - {p} s o p=g¢ar k . Alors Spec(X) —> Spec(k) est

universellement localement acycligue pour IL et universellement

localement 1 -asphérique pour IL ; 81 k et K sont séparablement

clos, alors le morphisme précédent est également universellement a-—

cycligue pour IL et universellement 1 -asphérique pour IL g

Notons tout de suite la conséquence suivante de (1.5} :

Corpllaire 1.6 . Scient XK/k une extensicon de corps séparablement

clos, X un schéma, F wun faisceau d'ensemble (resp. de ind-

.

IL -groupes, resp. de groupes abéliens de IL -torsion) sur X olt
groupes sur 5 our

L= IP-{p} y P=car k . Alors l'application

BYX,F) —> EH(X,F,)

est bijective pour g = 0 (resP. pour gq £ 1 s resp. pour tout gqj.

Cela résulte en effet aussitdt du fait gue Spec(K) —> Spec(k)
est universellement acycligque pour 1L et universellement 1 —asphé-
rigue pour IL , et des définitions.— Notons gu'on peut interpréter
aussi l'homomorphisme précédent sur les HY comme s'identifiant ,

par VIITI 2.4 4 1'homomorphisme de changement de base

(*) C'est ce qui est effectivement &tabli dans le livre de J. Giraud,
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g (R (7)) —> rir (a'*(F)) ,

ofi £ : X =—> Spec(k) , f£' : X, —> Spec(X) , g = Spec(X) —>Spec(k)
et g' : KK —> X sont les morphismes évidents. Donc lorsgue X

est gquasi-compacf et quasi-séparé, la bijectivité de ces homomorphis—
mes peut aussi &tre considérée, grice & 1.1 , comme conséquence du
fait gue Spec(i{) —> Spec(k) est universellement localement acy-—
cligue pour IL et universellement localement 1 —-asphérigue pour 1L,
Ce dernier fait impligue donc déjid 1.6 pour X gquasi-compact et
quasi-séparé, ce qui suffit manifestement & entrainer gue

Spec(K) —> Spec(k) est universellement acyclique pour IL et uni-

versellement 1 —asphérique pour L (XV 1.7, 1.6 (i)).

Ceci montre donc que pour prouver 1.5 , il suffit de prouver

Lok

la premi&re assertion de 1.5 . Quitte & passer a la cléture parfai-

)

te de k , ce qui est licite par VIII 1.1 , on peut alors suppmser
k parfait. Toute extension K de k est limite inductive de ses
sous-algébres A de type fini sur k , et k étant parfait, quitte
4 localiser un tel A , on peut le suppeser lisse, de sorte que K
apparait comme limite inductive filtrante de sous-—algébres lisses.
Ces derniéres étant universellement localement acycliques pour IL

et universellement localement 1 —-asphérigques pour IL en vertu de

XV 2.1 , on conclut gréce & XV 1.13 (ii) , c.q.f.d.

Remargue 1.7 . On comparerz le théordme d'invariance 1.5 & XIT 5.4,
ot on n'a pas eu & suppeoser le faisceau de torsion envisagé
rremier aux caractéristiques résiduelles, mais ol en revanche on doit

supposer X propre sur k . Déja dans le cas de HT(X,ZypZ ) 4 ol
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X est une courbe algébrigue affine (par exemple la droite affine)
sur un corps algébriguement cles k de car. p>» 0 , l'analo~-
gue des énoncés précédents devient faux, & cause des phénoménes de
wpamification immodérée" & 1'infini, impliguant gue dane un tel cas
la classification des rev8tements étzles principaux de groupe Z /pZ

est essentiellement “"continue".

2. Théorsme de spécialisation des groupes de cohomologie.

Théoréme 2.1 . Spient L C P , n €N , et soit £ : X —» Y

un morrhisme de présentation finie propre (*) et localement QO-acycli-

que (resp. loe. 1 —asphérigue pour I y Tesp. loe. n —acyecligue

pour T ). Scit F un fsisceau d'ensembles (resp. de ind - L -

groupes, resp. avélien de I —torsion) constructible et localement

constant sur X . Alors les quxF sont constructibles 2t locale=-

ment constants pour q = 0 (resp. pour q = 0,1, resp. pour ¢ ¢ n)

et pour tout point géométrigue ¥ de Y y On 3 i,

e

2 - = f7Yx- P
(r fEFJy H(Ky,FyJ .

pour ces mé@mes valeurs de g .

Remargque. Notons gue la derni®re assertion n'est que le théoréme de

changement de base pour un morphisme propre XEII 5.2,

Compte tenu de XV 2.1 , on a2 immédiatement le corollaire sui-

(*) Pour une hypothé&se moins restrictive que celle de propreté permettant
d'obtenir les mémes conclusions, cf., SGA 5 II 3 et SGA 1 XIII.
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vant 3

Corollaire 2.2 . (Théoréme de spécialisation pour les groupes de

cohomologie). Seit £ : X —» Y un morphisme propre et lisse, et

I. c P l'enssmble complémentaire & l'ensemble des caraciéristigues

résiduelles de Y . Soit F wun Taisceazu d'ensembles (resp. de ind-—

IL —groupes, resp. abélien de IL —torsion) constructible sur % .

Alors les quE(F) sont construectibles et localement constants pour

a =0 (rzesp. pour q = 0,1 , resp. pour tout g), et pour tout

point géométrique y de Y , on a

pour ces m@mes valeurs de q .

Remargue. Prenant n = 1 » et traduisant en termes de grouves fon-—
damentaux, on retrouve (SGA1 X 3.8) comparant les groupes fondamen-—

taux des fibres d'un morphisme propre st lisse.

Démonstration de 2.1 . Puisqu'on sait déja que les qu*{F) sont

constructibles XIV 1.1 , il suffit grfce 2 IX 2.11 de prouver
que pour tout morphisme de spécialisation 51 —_ §c de points
géométrigues de Y , le morphisme de spécialisation correspondant

(VIII 7.7)
(=) R‘lf,(?);O—:» R“f!(F)§1

est bijectif pour les valeurs de gq envisagées. Or on a & ce sujet

le résultat un peu plus général suivant (ol il est inutile de su po—
P
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ger f de présentation finie et F constructible) :

Corollaire 2.3 . Soient L C P , ng MW , f : X —>» Y un mor-
— e p— ——

phisme propre et localement O -acycligue (resp. localement 1 —asphé-

rique pour IL , resp. localement 1 —acyclique pour L ), F un

faisceau d'ensembles (resp. de ind - L -groupes, Tresp. abélien de

1.-torsion) sur X , gqui est localement constant. Alors pour tout

morphisme de spécizlisation 51 —_— 55 de points géométrigues de

Y , l'bomomorphisme de spécialisation correspondant (=) ci-dessus

est bijectif pour g =0 (resp. pour q = 0,1 , resp. pour g g n).

De plus, dans le cas n =0 i.e. g localement O —acycligue, pour

tout faisceau de groupes localement constant F sur X s+ 1'homo-

morphisme Rl (F)- —> k' (F)= est injectif ; si n est quel-
=== " ey _ e e e

congue, pour tout faisceau abélien de IL —torsion F localement cons—

tant sur X , 1'homomorphisme de spécialisation (=) est injectif

pour q = n+1 .
I1 existe un schéma strictement local intégre Y! s &t un mor-
Phisme g : ¥' —>» Y appliguant le point fermé yé en yo , L=

Point générigue en y{ ¢+ il suffit par exemple de prendre d'abord

le localisé strict de Y relativement a Fo s Puis son sous-schéma
fermé intégre défini par un point au—-dessus de Yy « De plus, guitte
& remplacer Y' par son normalisé dans une cldture algébrique de

son corps des fonctions, on peut supposer Y normal et k(y!) =l-

gébriguement eclos, de sorte gue ¥l et ¥} sont des points géomé-
triques de Y' . Utilisant le théoréme de changement de base(XTT 5.1)
pour (f,F,g), on est ramené,pour prouver 2.3, & le faire en
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remplagant ¥, ¥ , E? paz N, y;, y; sy ¢e gqui nous raméne & prou-
cas o1 Y est normal et atrictement local, et ol
¥ et ¥, sont respectivement son point fermé ¥, et son point
générigue Yo - D'ailleurs, utilisant XII 4 , on voit gue 1'homo-—
morphisme de spécialisation (=) s'identifie alors & 1'homomorphis—

me
EYX,F) —> HY(X ,&5(F)) ,

ot X, = Xllr et oi g : Yy => Y et g, X, —> X sont les mor-
1

rhismes canoniques. Notre assertion provient alors du lemme suivant

(el on ne suppose plus £ propre) :

Lemme 2.4 . Avec les notations préliminaires de 2.3 » 2bandonnons

1'hypothése de propreté sur £ s Supposons en revanche Y normal

intégre, de point générigque ¥ tel que k(y soit séparablement
1 1

clos, et soient X1 = Xy s &y ot X1 —> X le morphisme canocnigue.
1

Alors 1 'homomorphisme

(see) BHX,F) — BUX,,&(F))

est bijectif pour q = O (resp. bijectif pour gq = 0,1 , resp. bi-

jectif pour g = n , injectif pour @ = n+1). De plus, dans le cas

n=0 i.e. g localement acycligue, pour tout faisceau en groupes

F sur X , l'homomorphisme (==) o5t injectif pour g = 1 .

Un argument immédiat (XV 1.6 (i) = (ii)) montre qu'il suffit

de prouver la relation

-~

F > g, g (F) ,
x

216

219




=42 AVI.
et pour n 3 1 y les relations supplémentaires
rRlg, . ®(F) =0 pour 1 < g < n
x

Ces relations étant locales sur X pour la topologie étale, et F
étant localement constant pour la topologie étale, on peut supposer
F constant, donc de la forme Gx s ot G est un ensemble (resp.

un ind -IL —groupe, resp. un groupe abélien de IL -torsion). Notons
d'autre part que 1'hypothése gque X est normal impligue

g!(Gy1) < Gy (IX 2.14.1), et 1l'hypothise que k(y,) est sépara-
blement clos implique que les ng*(Gy ) sont nuls pour g 3 1 .
D'autre part, l'hypothése gque g est iocalemant 0 —acyclique (resp.
«++) implique gue la formation des ngi(Gy) commute au changemeht
de base £ : X —» Y pour g ¢ n , compte tenmu du fait gque l'on
peut supposer Y affine, et gqu'alors y1 apparailt comme limite
rrojective de ses voisinages ouverts affines, qui sont quasi-compacts
dans Y , de sorte gu'eon peut appliguer la définition XV 1.11 et

la théorie du passage & la limite VII 5 . On en conclut qu'on a

bien
6, —> & (6, ) , R%, (6, ) =0 pour 1< q <n ,
X Ww 1 K,

ce qui achéve la démonstration de 2.4 et par suite de 2.1 .

Remargue. La démonstration qui précéde, via 2.4 , plus simple que

notre démonstration initiale, est due & M. Lubkin.

Corollaire 2.5 . Socus les conditions de 2.1 » Supposons Y connexe,

et s0it g ¢ n . Alors les Hq(Ii, F) , pour les points géométri-
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gques ¥ de Y , sont tous isomorphes entre esux.

3. Le théoréme de pureié cohomeclogique relatif.

Définition 3.1 . Seit S un schéma. On appelle S-couple lisse
(Y,X) une S -immersion fermée i : Y —> X de S ~-préschémas

lisses, c'est-&-dire, un disgramme commutatif de préschémas

Y ——>3 X

tel gue f et h soient lisses et gque i soit une immersion fer-—

mée. On notera U=X-Y , j : U —» X 1'immersion ouverte, st

& : U —> S5 le morphisme structural. On appelle codimension de

(Y,X) en un point y € Y la codimension en ¥ de la fibre ¥Y_

dans X, s o0 s= miy) .

La codimension est donc une fonction localement constante sur
Y . Nous indiguerons par la vhrase "(Y,X) est de codimension < "

que cette fonction est m8me constante, 2 valeur c¢ .

Soient (Y,X) un S —couple lisse et ¥ € Y. Rappelons (ScA IT 4.10)
qu'il existe des entiers m et n , un voisinage X' de

¥ dans X , et un morphisme étale

1 n -
¢ : X' — E” - Spec 05 [t,, ..., t.]
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tels que Y' =Y N X' scoit l'image inverse du sous~schéma fermé
E’g défini par les éguations

% = e, = b =00 L4
m+1 n

On peut exprimer ce rcésultat en disan®i gue localenent pour la tovo-

logie étale, chague S —couple lisse (Y,X) est isomorphe au counle

standard (E!g 5 E}g ) pour m et =n convenables, ol

Eg = Spec B [ wenny tr] .

Dans le présent numéro, on se propose de calculer les faisceaux
de cohomologie locale E&{X,F) = {qu!)F (V & et VIII 6.6) vour
un 8 —couple lisse (Y,X) , & valeurs dans un faisceau abélien de
torsion localement constant T premier aux caractidéristiques rési-

duelles. Nous commengons par des censidéraztions préliminaires :

Propesition 3.2 . Soit

un disagramme commutatif,olt f est lisse, et J est une immersicn

fu

arn

i}
=
o)
0
H
0
b
Fl?
W
| ¥
il

cuverte telle gue la fibre US sgit dence

s € 3 . Buit F un faisceau d'ensembles sur =

rhisme cancnigue

est bijectif.
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Démonstration. On se réduit facilement au ecas o U est rétrocompact
dans X . 3Soit s wun point géoméirique de S s+ X un peint géo-

1etrique 4

1

me de

s
0]
t

: X —» 3 le morphi

0
o4
W
{or
|
[N
]
i)
u
]
o]
w
o

k

localisés siricts de X en des points géométrigues correspon-

47}

i~
dants, et U = U XXK + On a, avec les notations éwvidentes,

(£%F)= = B%X,F%F) = =r°(§,F

L
.

P~ ~ —
3

Par suite il suffit de démontrer que g : U — est 0 —acyelique,

ce quli impliguera
(5,87F); = BU(T,EF) =< °3F) .

Puisque g est limite de morphismes lisses, il est localement 0 -a-
cycligue (XV 2.1, 1.11), et par XV 1.12 il suffit de démontrer gque
les fibres géométriques de 'ﬁ'/’g' sont O -acycligues, c'est-a-dire
connexes et non-vides. Seoit S' un point géonétrigque de T . Alors
la fibre ;{E’ st régulisre, connexe et non vide, et il résulte de

— _~
1'hypothése gue U-s-, est un ouvert dense de Xg, y denec connexe

et non-vide, d'olt le résultat.

Corollaire 3.2.1. Sous les conditions de 3.2 , le fonecteur X'—X'lU

de la catégorie des revdtements &tales de X dans la catégorie des

revétements étales de U est pleinement fidéle. En particulier, pour

tout groupe fini C , l'application de restriction

E'(X,6) —» H'(U,G)

@5t injective.
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Cele résulte de 3.2 , via un argument standard que nous allons,

pour lua commodité des références, expliciter en un

Lemme 3.2.2. 8¢it f : X —» Y un morphisme de schémas, et soit

% ; Et(Y) —> Et{X) 1le foncteur image inverse Y' —> Y'xYX de

i1z catégorie Et(Y) des revétements étales de Y dans Et(X) .

Conditions égquivalentes

I

() # est fidéle (resp. pleinement fidaéle) .

{ii) Pour tout revdtement &tale Y' de Y , désignant par

f' 2 X' =—3» Y' le morphisme déduit de f ©par changement de base

Yt —» Y , ltapplication U b—> f'-1(U) de 1l'ensemble des parties

4 la fois ocouveries et fermées des Y' dans l'ensemble des parties

4 la fois ouvertes et fermées de X' est injective(resp. bijective).

(ii bis) Avec les notations de (ii}, pour tout faisceau d'ersem—

bles constant C sur T' , l'application canonigue

2%(¥',6) —> B°(x',£%C)

est injective (resp. bijective).

(iii) Avec les notations de (ii), 1'application cancnigue

C(Y /Y —  £(x/x)

est injective (resp. bijective).

Lz démonstration sst laissdéc au lecteur (of. 584 2, IX 3.1 et 3,2).
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ensembles, en affaiblissant les hyo

L&)
of
B
(he
n
I
[

(cf. SGA 2 XIV 1 et SGA 1 XTI ). Remarque analogue

Rappelons" aussi le théoréme de pureté de Zariski - Nagat

m

sous sa forme relative :

Théoréme 3.3 . (Théoréme de pureté relatif). Soit

U —d—3 x

un diagramme commutatif oii f est lisse, et ol J est une immersion

cuverte telle que pour tout s € 3 s A —-T seit partout de co-

dimension > 2 dans X, - Alors le foncteur X'p— X'| U de la

catégorie des revBtements &tales de X dans la catégorie des revé-

tements &tales de U est une éguivalence de catégories.

Démonstration. Que le foncteur soit pleinement fidéle a été wvu (3.2.1).
Le fait qu'il soit ess. surjectif va se déduire du théoréme classique.
On se donne un revétement étale U' de U , il faut montrer qu'il

se prolonge en un revétement &tale X' de X . Réduction immédiate
facile au cas ot U est rétrocompact dans X sy Puls au cas ozt S

est affine et de type fini sur Spec Z , X un schéma connexe, et

f de type fini.

hJ
(5]
L]
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On procéde par récurrence sur n = dim S5 , 1'assertion 4tant

conséguence du théoréme classigque (5GA 2 X 3.4) dans le cas n = 0 .

Ayant l'unicité, on peut appliquer la tecknigue de descente de SGA IX 4.7

au normalisé S €— 5 pour se réduire au cas S (et donc

X) normal (§ —> S étant fini (BGA IV 7.8.3 (iii) (vi)). De plus,
guitte & agrandir U ,; on peut suppcser U meaximal parmi les ocuverts
au—dessus desgquels U' peut se prolonger, et il faut prouver zlors
U=X . Sinon, scient x un point maximzl de X-U , et s = f(x) .
Tout revient & prouver gqu'son peut prolenger U' =zu—dessus d'un veoi-
sinage de x . Hous pouvons supposer gue dim Os,s =n 3» 1 et

gue le théoréme est déja démontré pour la dimension <« n . Posons

B = Dx,x et soit B' le normalisé de B dans l'anneau des fonctions
rationnelles sur le revétement U' de U 3 done B' est uns B—2l-
gébre finie (loc.cit.). Il suffit £videmment de démontrer gue B!

est une B —algébre étale.

Scient A = Os,a s 0 #% £ max 4 , 4, = it ., B, = B/tB .

Par hypothése de récurrence; laz restriction du revétemcat &

UG =T @ AAo s'étend & un revéitement étazle de Spec EO sy &rpelons—
le Spec B§ - Quitte & remplacer X ©par un revéitement étzlz conve-—
nable d'un voisinazge de x (ce gui est loisible) on peut supnoser

= 5 - . - : - 2
Spec Bo complétement décomposé sur Spec Bo . On est ainsi ramené

au cas ol la Bo—algébre Bé est compldtement décomposéc en dshors

du point fermé de Spec B . Alers les hypothéses de XV 3.3 sont

tatisfaites, d'ol le résultat.

Corollaire 3.4 . MBmes hypothdses aue dana 3.3 . Llors on =
[PT* *_ i = - ” — i
3 ;x)g F =0 pour chague fajisceau F de¢ groupes ind-{inis sur 5 .
223
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Réduction comme d'babitude au cas S noethérien, £ de type

fini, et F constructible. Soit O —» F —>» { wune injection de
faiscezux de groupes ind-finis sur S5 , et C = G/F . Il résulte
12 e - .= . E -
de 3.2 aqgue le foncteur 3.8 est exact ., done que Jﬁg G J*g C
. & - 1. L = :
est surjectif, donoc (XII 3.1) que (R J*}QEF — (& J*)g G est in-—
jectif. On peut donc remplacer F par G y 8t on Se Taméne ainsi
par IX 2.14 et VIIT 5.5 a2u cas oi F =0 est constant, & valeur

un groupe fini ordinaire G . Soit X un point géométrigue de X,
5 . i i . pe ca g
X 1le localisé strict de X en X, et U = X XU . Alors il ré-

sulte de 3.3 gue 1'on a

B2 2= = EUT. Ca
(75,8 F)z = BEX(U, Gp

H
a4
It
58]
i}
2
%]
!
\.

Lemme 3.5 . (Lemme d'Abhyankar relatif). Soit (¥,X) un S —couple
lisse de codimensicn 1, tel gue Y soit dé&fini par une éguation

t =0 dans X . Soient U = X-Y V/U un revdtement principal

&

galoisien d'ordre n premier aux caractéristiques résiduelles de Y

Posons X' = Spec 0% [z] /(z7=t) , Ut =T TXD o, V= VxR X

Alors le revdtement V' s'étend uniguement & un revadtement Stale de
X1
Démonstration. Réduction immédizte au cas 3,X,Y affines et de type

fini sur BSpec Z . L'unicité est un cas particulier de 3.2.1 . Xous

allons déduire l'existence de XV 1.12 : socient 5 un point géomé-

trigue de S et X wun point géométricue de Y au-dessus de 5 .
o . pod e o - - = . -
Soient £ : X =3 S5 le morphisme des lcocalisés stricts ZCTTesDONn—
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dants induit par f , ﬁf= U‘xéf y etc ... Par descente, compte

tenu de l'unicité, il suffit évidemment de démontrer gue I
tend en un revetement étale de E,' s c'est-a-dire (puisque 3‘:’
n'admet pas de revétement non-trivial) que T est un revé&tement tri-

~
vial de U’

Soit U = lim o = Spec Of [tl/m] s o0 m parcourt 1'ensem—
ble des entiers m premiers & la caractéristique résiduelle de T .
Alors U/U est un "revétement galoisien infini" de groupe abélien

G = & ZZ/mZH , et on voit immédiatement qu'il suffit de démontrer
que g. est l-asphérique pour 1l'ensemble L € P com-

~
plémentaire & la caractéristique résiduelle de X .

Considérons le morphisme £ : O —> T .1 est limite de mor-
phismes lisses, donc localement l-asphérique pour IL
(xv 2.1, 1.11 (ii)). D'aprés XV 1.12 , il suffit de démontrer que
les fibres géoméitrigues de ﬁ/g’ sont l-asphérique pour 1L .

A —
Seit s un point géométrique de S . La fibre géoméirique UE

P
est limite des fibres (Um)g . Par suite il suffit de démontrer que

chague revi@tement principal galoisien d'un Um:l; s d'ordre premier
aux car. rés., induit unmvétement trivial de U= . En remplagant
~

~ ~
X par Km = Bpec Oi’ Etl/rml (qui est encore lisse au-dessus de S),

e i
on se réduit au cas m = 1 , cl'est—-2-dire, Um =U . Seit V un
b Ot /f . .
tel revétement de J: . Or - = Z est un schéma strictement local
- - Lacd ) -
réguliser, 8t W = T; est l'cuvert complémentaire 3 un scus—ensemble

régulier de codimension 1. On peut donc appliguer le lemme d'Abhyankar

sous sz Torme usuelle{SGAI X 3.6) pour conclure gue V induit un re=-

s
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vétement V sur W gui s'étend en un revBtement étale de .. 4
m m i1}

pour m ceonvenable. Mais Z donec Zm étant strictement local, il

s'ensult que ce revétement est trivial, done V est un revétement

rivial de Wﬁ 5 SegT,

m

foN

Remargue 3.5.1. Lorsqu'eon ne suppose pas l'ordre n de G opremier
aux caractéristigues résiduelles de X s on peut encore pProuver

cecli : soit m le plus grand entier Premier aux caractéristigues
résiduelles de Y qui divise 1l'ordre de & » €t supposons que pour
chaque point s & 85 , le revatement ?s de US = XS - Ys ait, en
les points maximaux de YS s des grouves d'inertie d'eordres rremiers
aux caractéristigues résiduelles de Y . Alors la conclusion de 3.5
reste valable en prenant X' = Spec o [z] /(2®-t) . On peut aussi
prendre pour m , plus généralement, un multiple commun quelcongue
des ordres des groupes d'inertie gu'on vient d'envisager, supposés

Premiers aux caractéristigues résiduelles correspondantes.

Corollaire 3.6 . (Pureté cchomologique en dimension 1). Boit (Y,%)

un S —couple lisse de codimension 1, et soit F un faisceau de

groupes constructible et localement constant sur X » d'ordres pre-

miers aux caractéristiques résiduelles de X . Alors avec les nota—

tions de 3.1 , {H1j?)35F est localement isomerphe comme faisceau

d'ensembles pointéds 2 i*(rY/int(rY}) » o4 Fy = :l Tet ob FYfint(FY)
désigne le gquotient de FY 'par les opérations de FY sur lui-mé@me

par automorphismes intérieurs.

Remarque. L'isomorphisme du corollaire 3.6 n'est pas canonigue.
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Démonstraticon. On se raméne immédiatement au cas X noethérien et
connexe. Puisque l'assertion est locale sur X pour la topologie
étale, nous pouvons supposer Qque F est un faisceau constant, & va-
leur un groupe fini ordinaire G d'ordre m premier sux caracté—
ristigues résiduelles de X , et de plus gque Bz = (zymzwx .
Soit U=X-Y et U' = Spec Oy [tl/mj s Qui est un mvétement
principal galcisien "essentiel" de U de grrupe Z/m % puisque
Vox == (zZ /o Z )K .« Les revétements principaux de groupe G de U
gui sont triviaslisés sur U' sont classifiés localement sur Y par
E=Hom (Z/m Z, G) mod int(G) , qui est un ensemble pointé iso-—
morphe & l'ensemble sous—jacent de G/int(G) . On obtient zinsi un
morphisme du faisceau constant E, sur Y dans [RTJ*)GU , et il
suffit de démontrer gu'il est bijectif, ce qui résulte immédiatement

de 3.5 .

Théoréme 3.7 . (Pureté cchomologique). Soit (¥,X) un S —couple

lisse de codimensien ¢> 0 . Soit F wun faisceau abélien sur X

localement isomorphe {pour la topoclogie étale) & un faisceau de la

® . e : = .
forme £ (G) , oi G est un faisceau de torsion sur S s Dremier

aux caractéristigues résiduelles (par exemple F un faisceau loca-

lement ccnstznt de groupes finis d'ordres premiers aux caractéris—

tigues résiduslles de X). 4lors,avec lss notations de 3.1 , on a

'
HUX,F) = B%°)F =0 si q#2c ,
i.e. (F Zs 3§ 5% t
—_ ‘1 = sty
LY )P =0 si @#0 , 2e-1 ,
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B (X,F) = 1% (3% 5,045

; ; : CE
est un #isceau localement isomcrphe & i%(F) .

Démonstration. L'assertion est locale sur X pour la topologie é-

tale ; on peut donc (¥) supposer F constant, donc si on veut

F =~ % &Z/n I—)s pour le faisceau constant (& /n Z ), sur S .

. L .
Trzitons d'abord le cas ¢ = 1 . (L'assertion pour (R JE}J*‘F 5
dans le cas F 1localement constant tout zu moins, résulterait immé-

diatement de 3.6 , mais nous allons le déduire de nouveau.) Rappe—

-1 -

lons gue (Y,X) est localement isomorphe zu couple {IES . Eg) :

n—1

et 8i 1l'on remplace 5 par IE e , Oon se ramdne au cas ol

-
i

_ 5 : i : ta
X = ES = Spec OS I:t] et ol Y est la section t =0 de X/8 .
La situation est localement isomorphe & l'inclusion de la section &
l'infini dans l'espace projectif IPé . On peut donc prendre
1 -

4
KzIFS y Y la section & 1'infini, et U =]ES'=X—Y v

Examinons la suite spectrale de Leray
(RP2, ) (R%5,)( Z /n) => (RF™ g )( 2 /n) .

Or l'aboutissement est nul pour p+q>» 0 , d'aprés XV 2.2 . De
plus, les qu! sont concentrés sur Y si g 3 0 , gqui s'envoie
isomorphiquement sur S par f , et d'autre part ;j*{F ] Uy < F
en vertu de 3.2 . Il s'ensuit que (Rpf*}(Rq'jE) =0 8i petg>» .,

et gue fF(qunJ détermine le faisceau (Rq‘j*) si g3 0 , enfin

Elpijx(F ’ U) --]Rpr(F:] . La suite spectrale se réduit donc & des

(*) Du moins si F était supposé localement constant, Le lecteur se convaiHCf:'
que la démonstration qui suit s'applique aussi, essentiellement au cas général.
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jsomorphismes
(o —~ q+1 !
£ (R )(F |t) = (& £_)(F) si a0 .

Mais (qug)(F) se calcule fibre par fibre (XII 5.2), donc est nul
gi q # 0,2 , et est un faisceau localement isomorrhe 2 G si

q =2 , comme il résulte aisément de XII 5.2 et IX 4.7 . Dornc
{qu§}<FI U) =0 si q#1 , et est un faisceau localement isomor—

phe & i*(F) si q=1 .

Le cas ¢ > 1 se traite meintenant fzcilement par récurrence :
seit (Y,X) wun S —couple lisse de codimension ¢ % 1 . Il est
eclair gue, localement sur X , on peut trouver un sous—-schéma Z
de X de codimension 1 qui contient Y et qui est lisse au-dessus

de S5 , de sorte gqu'on ait un diagramme commutatif

Y ——
X L]
ol chague couple est un S -couple lisse (on devrait appeler (Y,2,X)

un  S-triple lisse), ol la codimension de (Z,X) est 1, et celle

de (Y,Z) est c-1 .

Or en 2 la suite spectrale de foncteurs COMpPOSEs

| '
Par hypothése de récurrerce, (A% )P =0 =i g # 2 et est ‘ocale-
S o 4 5 IE = i
ment isomorphe & ¥ () si g = 2 sy €'oll encore par hypeothére de
e o o P i e rep g By =
Teeurrence, arpligude & (R™v )F ; gue (B0 )(RS')F est nul =i
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" 5 - : 3 E Epo,
(pya) # (2c-2,2) et est localement isomorphe & uw (7) si

5 = ~. s &5 5 5 IS o o R AN
\Pyd) = [2¢-2,2) y d'0l immédiztement le résultat Pour (RY FiC)F

'y = P r - - & o e .
3.8 . Soient (Y,X) un 3 -—couple lisse de codimension

c sy n un entier naturel premier aux caractéristiques résiduelles
de X , =2t posons

v 20
J’Y;’K IRy (Z /nz y

qui est un faisceau sur Y localement isomorphe (pour la topologie

e

T

tzle) au faisceau (Z/nZ), en vertu de (3.7). Soit un fzisceau

abélien sur X , annulé par n , satisfaisant & la condition énon-—

o

= = . i .
€e dans 3.7 . Alors on a {pour mémoire) EN(?) =0 pour i F 2c ,

et de plus on a un isomorphisme canonigue :

BYUF) & i*(m)e 1 .

Démonstration. On définit aisdment un hemomeorphisme canonigue

o, o - 2c
s 1 (F) ® Ty/x —> E°5(F)
i.e. un homomorphisme

i*(F) — Hem (gz.f,(a'-,,.a’nza),HEif,{F)j ,

en utilisant 1'homomorphisme canonigque F — Hom(Z /rZ , F) . Il
reste & prouver que g est un isomorphisme, ce qu'on vérifie aisd-—
ment en suivant la démonstration donnsde de 3.7 .

Corollaire 3.8.1. Sous les conditions de 3.8, la formation des
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H;(F) commute & tout changement de base 3' —3 5 .

C'est clair.

Corellaire 3.9 . (Théor2me de pureté cohomolcgigue absolue). Scient
Corollazire

X un schéma régulier, Y wun sous-préschéma fermé régulier de

codimension ¢ en chague point. Supposons de plus que ¥ soit lo-

calement de type fini sur un corps parfait k . ALlgors, 81 n est

premier aux caractéristigues résiduelles de X , on =

gi‘,(:/n.zz)=0 si i # 2¢ ,

2c

ﬂHY

(ZVnZZ) est un faisceau sur Y localement isomorphe (pour 1a

o

topologie étale) au faisceau constant Z /nZ ) .

C'est un ecas pariiculiser de 3.7 » compie tenmu gue 1l'hypothise

3

impligque que X et T sont lisses sur k .

Remarques 3.10.

a) On peut dans 3.8 expliciter la strusture du faisseaw T.

I K
4 R s . . = ; @-c
on trouve qu'il sst canocniguement iscomorphe au faisceau 1%L nJY
oil &Lr désigne le Taisceau des racines n.2mes de 1'uaité (locale—

ment isomorprhe au faiscezu constant L ). L'isomorphisme en Jues—

tion est étudié sous le nom de classe fondamentale locale de ¥ dans X,

dans la situation ua peu plus générale des intersections complétes

relatives, dans Exp. XVIII consacré & la dualité.

731
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L

©) Il est trds plausible qQue les conclusions de 3.9 ot de
3.10 z) restent wvalzbles sans postuler l'existence d'un corps de

"execellent.

o g
®
@
(1]
rt
5]
+
o
o
¥
]
(5]
3
k
i
-
%]
H
b
[11]
3
o
(1]
t
2
'y
H
o
]
)
oy

C'est ce gui seraz &tabli en tocus cas dans Exp. XI¥X lorsque X est

de caractéristigue nulle, en utilisant la résolution des singularités
de Hircnaka. Comme nous verrons dans SGA 5 on a bescin du
"théoréme de pureté absolu" (a2insi que de iz résoclution des singula-
rités) notamment pour pouvoir &tablir lz "formule de dualits lecale™,

(qui 2lle-méne 25t un des i édients mzjeurs de la formule de
o

fle)

LEFSCHETZ-VERDIER).

4. Théoréme de comparaison de la cohomoclegie pour les rréschémas al-

gébriques sur € .

SBoit X un schéma algébrique sur Spec € . Nous allons
comparer les sites étale et classigue sur X s et nous reprenons
les notations de XI 4 . Le théoréme de comparaison, gui est la for-

me générale de XI 4.4 , est le suivant :

Théoréme 4.1 . Seit £ : X —> 5 un morphisme de type fini de

schémas localement de type fini sur Spec € , de sorte gu'on & un

diagramme commutztif de morphismes de sites

[2%]
(]
ha
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et Xcl
fet cl
£
%———.
et scl

XVI.

F un fzisceau d'ensembles (resp. de groupes ind-finis, resp.

abélien de torsion) et supposons qu'on soit dans 1l'un des cas sui-

vants :
(1)

(ii) F

f propre,

constructible.

Alors les morphismes de changement de base

XII 4.1.2

¢: (@R  IF—s (R%_ _)e¥F

sont bijectifs pour

a 3» 0).

Remarguons que le théoréme

gque nous avions utilisé dans la

cas particulier de

[
scus des conditions
oli nous nous &tions
Le lecteur

schémas.

verbatim & un carré

En fait, nous utilisons

0

3 (zesp. pour

da1 &

rplus gZénérzles

limités =&

se convaincra

essentiellement com

démonstration de

@ 0,1

XT 4.4

celles snvisagées

cartésien de morph

mutatif

)

de Grauert-Remmert (XTI 4.3

L]

i

(iii))

she

de morphismes 4

Pour plus de développements & ce sujet, voir exposé suivant.
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général, nous utiliscroms de plus la réselution des singularités [1]

er 3.7,

On peut évidemment supposer Y , donc zussi X ,de type Ffini

sur C .

Cas f propre. Nous rappelons les faits €lémentaires suivants :

(2) L'espace topologique X,, est localement compact.

[ #7]

i £ . 5
(b) 8i £ ¢: X —> S est propre, alers a1t Xy —> S5,, est une

application oropre d'espaces topclogigues.

En effet, (a) est trivial puisque localement Xc, est un fermé

n =
dans un € « Pour (b) on se ramd®ne par le lemme ds Chow zu cas

¢ f est projectif, ce cas &tant trivial.

Soit F un faisceau d'ensembles (resp. ...) sur X, . Pour

t

les deux morphismes fat et fcl y la formation des RY commute
a2 la formation des fibres (XII 5.2 et [2] 4.11.1). I1 suffit donc

de wérifier le théoréme fibre par fibre, en les points fermés de

Sat

Dans le lemme suivant, nous ne supposons ras gue g soit propres:
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Lemme 4.2 . Scit

un diagramme commutatif avec h opropre, et scit U un ouvert de

X tel gue h induise un isemorphisme de l'ouvert T = U Xxf de

X sur U . Seient j rU—>» X et J:T—» X 1les inclusions,

)

un faisceau d'ensembles (resp. ...) sur U , et F le faisceau

induit sur T . Si le théordme 4.1 est vrai pour {8:3,F) il 1test

également pour (g,] IF) .

Démonstration. Le théoréme est vrai pour (E,J-‘[ F) parce qu'on est
ramené & le vérifier fibre par fibre, et on a 2lors les deux cas
suivants : ou bien la restriction du faisceau & la fibre est nulle,
ou bien le morphisme h est un isomorphisme. Dans ces deux casy; le

résuliat est trivial. On treuve gue

et
- = Qi 3w - :
}:I'I' = {quclﬁ)e (J!F) =0 si g4 > O

pour les valeurs de g envisagées, donc gue

3

(R < ® ~ (8% 3. F

(R72 )3, F = (B*B,,,0)7,F

4 Y5 3 = (reis =

V81w 3y (R%.1)3,7
235
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et
TUT

dleli £.2 .

Lemme 4.3 + Pour vérifier 4.1 pour toutes les donndes (T,F)

avec I propre, il suffit de le faire dans le cas oll on suppose '
que de plus f est de dimension relative £ 1 et 3 = Spec € est

un pelnt.

Démonstration. Récurrence sur la dimension relative. Suppesons le

résultat connu en dimension relative < n , et gque nsy 1 . Comne
nous 1'avonsremarqué, nous pouvens faire la vérification fibre rar
fivre, c'est-&—dire, nous pouvons supposer que S = Spec € est
un point, et donc X de dimension & n . De plus, mous pouvons sup-—
poser X réduit. Socient ¢ une fonction rationnelle sur X aqui
n'est constante sur zucun composant irréductible de X 3 U «n
cuvert dense de X sur lequel & est défini, et X CLXJJP1 1'adhé-
rence du graphe du morphisme @ U —> E31 - On a2 un dia-

gramme commutatif

™
K

ol les dimensions relatives de a et b sont ¢n . Par 1l'aypothé-
se de récurrence, le théoréme =st vrai pour (a,.) et (b,.)

d'ol on conclut gqu'il 1'est également pour (g,.) . En sffet, clest

!

trivial pour g =0 3 i 1} est abélien de torsion sur » Cela
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résulte du morphisme de suites ppectrales de Leray

e*(RPnet J(anem)F —_— ""*(Rprgem)F
(R )(R% ) &F = (R®9z ) &

—

si enfin F est un faisceau de groupes ind-finis sur X s notons

que Ppuisgue €¥{R1§eh*)- est un foncteur effagable, il suffit de
démontrer (compte tenu du résultat pour gq = 0), gue (H1§clﬁ) e*
est également effagable (eof. XIT B.2), ce qui résulte de la suite

exacte

1

0= @b e, F = R0 F = v, (8la ) e ,

clx clx

et du fait que (R1bc1x) e®. et (H1 ) e¥ sont effagables grfce

a
cls

a2 l'hypothése de récurrence.

Scit maintenant F un faisceau d'ensembles sur X . On a

W "
F > hotey F=C . Par la suite exacte

(4.3.1) F — O — cu.c ,

on se raméne (pour q = 0) & démontrer 4.1 pour G , denc pour

un faisceau de la forme h:tnF - Mais pour un tel faisceau, le ré-
sultat sera conséquence du théoré&me pour (£,-.) et pour (h,.) , et
B est de dimension relative < n s Comie on Voit immédiztement.

Seit F un faisceau abélien de torsion sur X . On & la sulte
exacte
= 3 = JE -
r:} "‘\% MI;Fﬁ-ﬁ 1*1-_-%\. .
Puisgue est densa X yona dim ¥ 2 n , donc g est
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2 N . x . 35 u
vrai pour (g| Y, i*F) , donc pour (g, id F) . Il suffit donc,

. . Bl e .= .
griace au lemme des cing, de vérifier 4.1 pour (£,3j,3°F) , ce gui

résulte du théoréme pour & (4.2).

Seit F un faisceau de groupes ind-finis sur % . Il suffit

. . = 1 = - -
de démeontrer que le foncteur (R 1e est effagable pour le

5
clx

o i — B T S
faisceau F , ce qui résulte de (7) ‘et de l'effacabilits pour
33 L ; 5 . E it
JdyJd°F et pour i i"F , i.e. du théoreme pour (g,i,d F) (4.2)
* o £ P woo ;
=t pour (g,i_i"F) (bypothdse de récurrence), c.g.f.d.

Lemme 4.4 . Pour démontrer (4.1) dans le cas oi f est propre, il

suffit de démontrer ceci : soit X wune courbe complite régulidre

un faisceau constant et constructible d'ensem-—

bles (resp. ...) sur X . Alors les morphismes

24X, ,F) —> HHX_;,F)

sont bijectifs pour les valsurs de g envisagdes.

Démonstration. Puisqu'il suffit de vérifier le théoréme fibre par
fibre, on est ramené par 4.3 au cas X propre et de dimension St [
Le cas de dimension 0 est d'ailleurs trivial, et il résulte de cela
que le théoréme est vrai pour un morphisme fini. Puisque f est pro-—
pre, lz cohomologie de Ket et de xcl commute aux limites induc-—

tives (VII 3.1 et [2] » 4.12.1) et on est donc ramené au cas F

constructible (IX 2.9 (iii)).

On appligque IX 2.14 . Pour un faisceau d'ensembles, la suite

exacte 4.3.17 et IX 2.14 montrent gqu'on pesut prendre F = TTEC ]
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o 7wz XK' —» X est fini, X' est normal, donc régulier, et C
est un faisceau constant sur X' . Pour un faisceau abélien de tor—
sion, on prend une résclution de F par des produits finis de fais—
ceaux de laz forme ﬂ!C et on appligue la suite spectrale d'une ré-
solution, et on se réduit encors zu cas F = KEC « Pour un fisceau
de groupes ind-finis, on rappelle gu'il suffit de démontrer 1'effa—
cabilité de (R1gclu) €* pour ls faissesu P , donic peusr un Biscean
G dans lequel on peut plonger F , donc on est encore réduit au

cas F = 7L - Or il est évident par (VIII 5.5 et 5.8) gu'on peut

maintenant remplacer X par X' , d'oll le lemms.

Pour traiter ce dernier cas, il suffit évidemment (tenant compte
de la dimension cohomologique (IX 7.7 et [2] 4.14.1)) de démontrer

que pour une courbe compléte =t régulidre on a

(¢ = 0)

X connexe et non-vide & xcl connexe et nen-vide.

(ad = 1) :+ Le morphisme de changement de base induit une éguivalence
de la catégorie des revadtements &tales de X et de la

catégorie des revBtements étales analytiques finis de Xcl'

i 5o 2 - 2
(ad =2) : On 2 un isomorphisme € : H (xet’}é) >, = fxcliﬁh) .

Or les dewx premifres assertions résultent immédistement d=

GaGA. Pour la dernidre, notons gu'ecn 2 Ezfxpt,@n) =0 (IX ¢.5) et

3
de m@me, notant O 1

[y

faisceau des fonections ho

f

. 4 - S E a -
bles de X, H (x"l,e‘} =0 (cela résulte

fu

e la suite exzcte
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eXp ¥
0 — Z —— ¥ —/]}/ > ¢ —> ¢

X ,Bk) =0 par GAGA). Par suite la

suite exacte de Kummer IX 3.2 (resp. la suite exacts sur
= n =
G = U =B e (O € )
donne
H (X _,,8 )/n =5 H(X )
g et 'm ot? Pu
(resp. H' (X _.,0%)/n =25 B(X Y 3
- cl’P’n
D'aprés GAGA, le morphisme canonigue
1 o s
B (xet,sm) = Pic X —> Pic X,

1 Ed
j = H (xcl,e )

est bijectif, d'elt le résultat, ¢e gqui prouve 4.1 dans le cas ol

f est propre.

Cas F constructible. La démonstration se fzit par récurrernce sur

dim X . Supposons le résultat connu si la dimension est ¢ a , et

prouvons—-le guand la dimension de X est £ n .

~

Lemme 4.5 . On peut supposer f : X —> S une immersiecn ocuverte

dense et F constant.

Démonstration. Comme dans lz démenstration de 1.3, on peut en effet

suppeser X et 5 affines, donc f quasi—-projectif. Alers on appli-
que le raisonnement de 4.4 pour se ramener zu cas F =1n C ’

n: X' —>» X fini, et € constant, d'olt en remplagant X par X' ,
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au cas F constant. On peut remplacer X par xrad . Soit

. BTV
\/
s
un diagramme commutatif tel que X soit réduit, que T soit pro=-
jectif, et que h soit une immersion ouverte dense. Il suffit de
vérifier le théoréme pour les deux morphismes h , F (ef. dém. de

&.3), donc pour h puisque T est rropre, donc pour une immer-—

sion cuverte dense.

Lemme 4.6 . On peut de plus supposer S régulier.

Démonstration. Seit 3! ——E—b 3 wune "résolution des singularités

de 3" , i.e., un morphisme surjectif, propre et birationnel, tel

que 3' soit régulier, et soit

le diagramme cartésien déduit de h .

Soit F un faisceau d'ensembles constant sur X « On =&

e

Fus

F &> G = h‘Eh'*F et on en déduit qu'il suffit (pour q = 0)

F=

vérifier 4.1 pour G (ef. 4.;.1) y c'est-&-dire, pour un faisceau

de 1z forme &' F! ou. egt constant sur X! » O on a un
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diagramme commutatif (oli on supprime le symbole "et")
ﬁ" T Bt - = 1 1 = = ol |
s ’x(h o ) e h f'F = N € LT
fal b
o ES ' 1 c > ' o, = } 1 o
“elx © (n I-F ) ft:ll-i}'1 SR !‘clﬁf clz il ?

et a , ¢ sont bijectifs d'aprés le résultat pour un morphisme
propre. Pour démontrer gque d est bijectif, il suffit de démontrer

que b 1l'est, done que
N [ izt 1 T
eI Fl = ¥ e*F
donc on est ramené au cas S = S' , done S5 régulier.

(Remargue : Nous avons utilisé sans le mentionner explicitement le

théordme de finitude pour un morphisme propre XIV 1.1) .

Scit F un faisceau abélien constant de torsion sur X . Il
suffit de traiter le cas F = ( Z /n)y . Or le morphisme h' in-
duit un isomorphisme au-dessus d'un ouvert dense j : U —» X de
X 5 soient j' : U!' —>» X' 1l'ouvert h'-1{U) = U , et Y = XU ,
Ona dim Y < n parce que U est dense, donc le théoréme est vrai

pour (f£,( E/n),r) . Par la suite exacte
°0—> y(Z/Mm)y—> (B/a)y —> (Z/a); — O

et le lemme des cing, on se raméne & démontrer le théoréme pour le
faiscezu j,( Z/n)U et le morphisme f , donc par 4.2 & démon—

trer le théoré&me pour (hf', :}'!{ ZZ/H)U,) . Or on 2 une suite exacte
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0‘% j':(zfn)ur—) (Z/n)xn'-+ (E/H)Y‘-% o ¥

et le théoréme est vrai pour (hf', ( Z/n)Y,) par l'hypothése de
récurrence. Il suffit donc de démontrer le théorsme pour (hf' ,.lfn)x,).
Mais par le cas propre, le théorgme est vrai pour

(hy.) 4 et il s'ensuit, par la suite spectrale de Leray pour le

couple de morphismes h , f' , qu'il suffit de le démontrer pour

(£', Z/n) , d'ol le lemme dans ce cas.

Supposons enfin gue F soit un faisceau de groupes finis cons-
tant. Happelons qu'il suffit de démontrer que le foncteur (Rchlu) £(.)
est effagable pour F , donc pour un ¢ dans lequel on psut plon-
ger F 4 donec pour G = hT*h'EF y ¢'est-2-dire pour un faisceau

de la forme h'!F' ol F' est constant sur X' . On a

e*(h|1Fr) --::% hlclu SEF‘I}

et
G =% (R‘Ifchﬁ)h!cl xe*(')_“’ {R1fc1h'cls) si(')=(R1hclflcln) E*[:')’

donc il suffit de démontrer l'effagabilité de ce dernier foncteur

Pour un faisceau constant. Mais on a la suite exacte

1

1 1
0 —=> (RB, ) g () = R, 00 ) e®()—>n, (R'er Je™(.),

et ke premier membre est effagable, disons effacé rar la résolution
de Godement (XII 3.3), parce que h est propre. Il suffit donc de
démontrer que le membre de droite est effaceé par la résolution de
Codement, done gue (R?f‘cln) 35(.} l'est, donc que le théoréme est

vrai pour (f', F'}) o F' est constant, d'oli 1e lemme.

b ¥ A 1
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Fin de la démonstiration. Nous supposons maintsnant gue F est un
faisceau constant et que £ § X —>» S5 est une immersion cuverte
dense, avee S régulier. Le cas ensembliste résulte maintenant
immédiatement de 3.2 et du lemme trivial analogue pour la topeclo-

E'F sont

gie classique - en effet, on en &duit que E*fEF‘ 2t T

=

cl=

constants de m@me valeur, donc isomorphes par ¢ .

Pour g > 0 , on va d'abord se réduire su cas o de plus
X =38-Y avee Y régulier, i.e. z2u cas o (Y,S) est un Spec € -
couple lisse. En effet, écrivons X = S—Gl s ou Cl est muni de
la structure induite réduite, et définissons récursivement

Yy = l'ouvert dense des points réguliers de Cy
Cy . = Cy =Ty sy avec structure induite réduite.

On a dim C\.-+1 < dim €, ©parce que Y, o©st dense dans C,, y d'ola

une suite

K=X1C.K2 =S-(32C'_)(3=S—CBC “sa CXr=S

oli les inclusions i, : Xy —> X‘_,_H sont des immersions ouver-

tes et ot 1l'cn a

K\J = Xv+1 - Yv ¥ Y»_ fermé dans Xv+1 y 8t régulier.

Or l'image directe jvlF d'un faisceau constant sur X est cons-
tante (3.2), et les R34 vxt Sont constructibles et concentrés sur
les variétés de Y de dimension ¢ n-1 (3.4, 3.6, 3.7) pour les va-
leurs de q envisagées. Donc par 1'hypothise de récurrence et la

suite spectrale de Leray (resp. la suite exacte XII 3.2) s, ON S Té-—
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duit au cas de iy 4, d'ol la réduction annoncée.

Mais
la valeur

un calcul

pour un couple lisse (Y¥Y,S) on a calculé explicitement
des (qu*}F pour la topologie &tale (3.4, 3.6, 3.7), et

analogue et facile, que nous laissons au lecteur, donne

les Tésultats analogues pour la topologie classique. On en déduit

le théoréme pour f par une comparaiscn directe.

5. Le théoréme de finitude pour les préschémas algébrigues &n carac-—

téristigue zéro.

Théoréme
f @1 X —

type fini

5.1 « Soient k un corps de caractéristigue zére, ct

-~

S un mcrphisme de type fini de schémas localement de

sur k .« Sgit I un faisceau constructible d'ensembles

(resp. de

groupes finis, resp. abélien de torsion) sur X . Alors

les qu:F scnt également constructibles pour gq = 0 (resp. pour

g = 0,1
Cn o
gqu'on va

La démons

l'on adme

» Tesp. pour tout aq).

et 1l'hypothe&se que k sSoit de caractéristique O parce
se servir du théoréme de résolution des singularités E!] :
tration vaut également pour la caractéristique p >0 =i

t la résolution des singularités, pourvu gue F scit d'or-—

niers & p +» On peut done déduire un résultat en caracité-—

pour dim X £ 2 , en appliguant les résultats d'Abhy-

# 0
rs] . Un autre ingrédient de la démonstration, en plus du
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sempiterne]l th. de changement de base pour un merphisme propre, cst

le "thécréme de pureté cohomologigue zbselu” 3.9 .

prelons gue le théoréme ost déja démontré pour un morphisme

)
1]

propre et pour 8§ arbitraire (XIV 1.1 D'ailleurs on obticndra

dans Exposé XIX (encore en ecar. 0) le théoréme de finitude sous les

hypothéses beaucoup plus fzibles que S scit un schéma excellent
et que I soit de type fini, en prouvant pour de tels schémas

le théoréme de pureté absolu sous la forme signalée dans 3.10.

Dans le cas de caractéristique # O et d'un schéma de dimen—

sion > 3 , on n'a pour l'instant gue le conségquence facile suivante

de XI 3.3 :

Théorgéme 5.2 . S0it X un schéma algébrique lisse sur Speec k ,

k un corps séparablement clos, et scit F un faisceau de groupes

abéliens finis (resp. de groupes finis) gui sst localement constant,

et d'ordres premiers & la caractéristique de k . Alors HI(X,F)

est un groupe fini (resp. un ensemble rointé fini) pour tout g (resp.

pour g = 0,1 ).

Démonstration de 5.2 . On peut supposer k algébriguement clos

(VIII 1.1). Récurrence sur n = dim X 1 D'aprés XI 3.3 et

il existe un hyper-recouvrement de X par des ouverts qui

sont des "bons veoisinages". On se réduit immédiatement, par la suite
spectrale d'un hyper-reécouvrement

s @au cas o1 X est

un bon voisinage, donc admet une fibration élémentaire (XI 3.1)
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x—l—)i

praprés (3.2, 3.6, 3.7), le faisceau ij est localement constant
sur X {R1j!}F est localement constant sur Y = XZ-X , et
[qu*)F =0 8i @> 0 . Par suite il résulte de 2.1 que
(Rpf*)(ﬁqu)F est un Taisceau localement constant sur S pour les
valeurs de a -envisagées, et le résultat résulte de 1'hypothése

de récurrence et de la suite spectrale de Leray (resp. de la suite

exacte XII 3.2) .

La démonstration de 5.1 est trés voisine de celle de 4.1
pour le cas F constructible. Nous nous bornerons & indiquer les
grandes lignes : Récurrence sur dim X = n . On se réduit d'abord
au cas X et S arlffines, donc f quasi-projectif, en appliguant
la méthode de Iz démonstration de 1.3 . Ensuite on appligue IX 2.15

et (VIIT 5.5 et 5.8) pour se ramener au cas F constant. On 2 un

diagramme commutatif

=

4 k est une immersion ouverte demss et ol I est propre, done le
(XIV 1.1). I1 suffit ainsi de démontrer

\ - s 2 -
J s e'est-&—-dire pour une immersion ocuverte
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dense et un faisceau constant. Seit h : 5' —» 3 une résclution
des singularités de S et i
|
(]
X 2l x
}
| T £
v .
h
53— 5
le diagramme cartésien déduit de h . On se raméine & démontwver le
théoréme pour f' , donec 2u cas oli de plus S = S' est régulier.

Par la méthode de récurrence enployée dans la fin de lz démonstra-—
tion de 4.1 , on se réduit au cas olif ¥ = S-X est non—-singulier,
i.e. ol (Y,S5) est un couple lisse, et on termine en appliguant

(3.2, 3.4, 3.6, 3.7).

Remargue 5.3 . La démonstration de 5.1 gu'on vient d'esguisser
est également valable lorsgu'con se donne un anneau noethérien A &
gauche, annulé par un entier n > 0 (gqu'il faut supposer premier
& la caractéristique si celle-ci n'est pzs supposée nulle, cf. re-

. -} L1 i
marques suivant 5.1) , et qu'on considdre des faisceaux de A —-mo-

dules & gauche constructibles.

REFERENCES

[1] Hironaka, H. Resclution of singularities of an alzebraic
variety over a field of characteristic zero, Amnals of Math., wvol. 79

(1964), p. 109.

248

251



— G4b -
[2] Godements; P. Théorie des Faisceaux , Paris, 1958

D] Abhyankar, S. Local uniformization on algcbraic surfaces
over ground fields of characteristic p # 0O , Ann. of Math., vol.

63 (1956), p. 491

[4.] J.P. Serre, Géomftrie Algébrique et Glométrie Analytique,

Annales Inst. Fourier 1956, p. 1-42 (Cité GAGA).

252




COHOMOIL.OGTE A SUPPORTS PROPRES

par P, Deligne

Appendice de B, Saint-Donat

SOMMATRE
Introduction.
0. Préliminaires terminologiques.
Le Les catégories dérivées,
1.1. Foncteurs exacts (les rigles de signe).
1.2. Fonecteurs dérivés,
24 Catégories fibrées en catégories dérivées,
2.1. Introduction
2.2. Catégories fibrées en catégories triangulées,
2.5. Formule triviale de dualité.
2,4, Catégories fibrées en catégories dérivées,
i Recollement de catdgories Tibrdes ou cofibrdes,
3.1. Introduction
3.2, Morphismes compactifiables,

3.3. Recollement,

e Résolutions. Application & la fléche de changement de base,
4.1. Résolutions plates.
4.2. Résolutions flasques de Godement.

+.3. Le théoréme de changement de base.

250

253




5.

6.

7-

Tes foncteurs image directe & support propre,

5.1,
5.2,
5.2.
Stk

BeB

Le fonecteur

6.1,

Appendice
Fala
Tela
T.2.
T3,

La eonstruetion fondamentale,
Le théoréme de changement de base.
Théorsme de comparaison et théoréme de finitude.
Formule de Kiinneth.
Cohomologie des puissances symétrigues.

f". .
Nouvelle construction du foncteur f: .
ILe morphisme trace en dimension relative 0,
Variante de la trace pour des ceoefficients continus.
(par B. Saint-Donat)

Préliminaires

Définition de R'f,

Quelgues proprietés de r'r,

Définition de £

254

89
100
110
114

120

164
168

211
215
2oL

226




S GA 4

EX POSE XVII

COHOMOLOGIE A SUPPORTS PROPRES

par P. Deligne (%)

Introducticn

Dans cet exposé est développé le formalisme de 1a cohomologie

a2 support propre. Les questions de variance ont &té traitées avec assez

de soin, alors qu'elles n'étaient que rendues plausibles dans le séminaire
oral., Ceci 'explique 1= longueur de 1'exposé, dont les paragraphes 1 3 4
sont consacrés aux catégories et & 1a topologie générale. Il est tras
vivement recommandé au lecteur de ne lire que les paragraphes 5 et 6,

ol se trouve concentrée la substance géométrique de l'exposé (§ 5
construction et wvariance de la cohomologie 2 support propre, théorémes

de changement de base, de finitude, de Tor-dimension finie et de com—
paraison ; § 6 : théorie du morphisme tracé pour un morphisme quasi-fini
et plat), :

Dans les paragraphes 1 et 2, on "rappelle” quelques résultats
sur les catégories dérivées, Le § 1 n°l est consacré au formalisme des
signes. Dans le § 3, on traite du probl2me de recoller deux formalismes
de variance. Dans le § 4, on introduit les résolutions plates et on

étudie les propriétés spéciales des résolutions flasques de GODEMENT.

(#) Le présent exposé et le suivant, rédigés en 1968 et 1969, reprennent
et compl2tent les exposés oraux de A. GROTHENDIECK (de printemps 1964).
Le rédacteur, qui n'assistait pas au séminaire oral, s'est partiellement
inspiré des notes de A, GRCTHENDIECK.
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wn
[

255




ol XVIT

Dans cet exposé, les foncteurs qu: images directes supérieures
amgpportnpropres, et le foncteur Rf, qui leur donne naissance, ne sont
définis que pour f un morphisme compactifiable (3,2.1). Dans 1'appendice,
rédigé par B. SAINT-DONAT, on montre comment étendre la définition aux
morphismes séparés de type fini de but quasi-compact quasi-séparé.

Le § 5 n®°5 (cohomologie d'un produit symétrique) ne servira
plus dans ce séminaire. Il sera utilisé dans SGA 5 pour raffiner
le thécréme de rationalité des fonctions L .

Le § 6 n°3 (théorie de la trace pour cocefficients continus)
ne sera utilisé dans l'exposé XVIII que dans le cas relativement facile
des groupes lisses ; le lecteur intéressé par le théor2me de dualité
de Poincaré (dualité globzale), et pr2t 2 admettre un argument transcen-—
dant, pourra mEme se dispenser complétement de lire ce § 6 n°3, ainsi

que la plus grande partie du § 1 de XVIII.

O. Préliminaires terminologiques.

0.1. Le signe = placé entre deux groupes de symboles désignant des

objets d'une catégorie signifiera parfois (par abus de notatioms) que
i ces objets sont canoniquement isomorphes., La catégorie et 1'isomorphisme
cancnique devront en principe avoir été définis au préalable. TDans

# un diagramme, le signe = désignera alors 1'isomorphisme lui-méme,

0.2.0. Soit £ : S —> S' un morphisme de sites (IV &4,9.3), Si U et U'
sont des objets de 5 et 5', un f-morphisme de U dans U' seres par défi-
\ nition un morphisme de U dans £¥U'., Pour les sites é&tales de schémas,

on retrouve la motion usuelle,
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0.2.1. S8i 3 et 7' sont des faisceaux sur S et 5', un f-morphisme
de {§ dans 7' sera indifféremment

(L) un morphisme de £*3' dans .

(ii) un morphisme de (¥' dans £33

(1ii) une fonction qui, 2 chaque f-morphisme & d'un objet U
de § dans un objet U' de S' associe une fonction de &'(u') dans H(u),
et ce de fagon compatible avec 1la composition de o avec une flache
de § ou 5' (%),

On voit sur (i), (ii) et (iii) que les faisceaux d'ensemble
forment une catégorie fibrée et cofibrée sur la catégorie des sites,

Itou pour les faisceaux de modules 2 gauche sur des sites
annelés, Itou pour les faisceaux étales sur des schémas ; ce n'est
pas immédiaztement un cas particulier de ce qui précdde, car les sites
forment en fait une 2-catégorie et "site &tale de X" n'est qu'un
pseudo~-foncteur en X (VII 1.4).

La définition précédente fait des faisceaux d'ensembles (resp.

P

sur des sites variables une catégorie fibrée sur celle des sites, ayant pour

catégories fibres les catégories oppos€es aux catégories usuelles de

faisceaux d'ensembles (resp. ...),

0.3. Soient I un ensemble fini, € une fonction de I & valeurs dans

{+1, -11, Cii)_ une famille de catégories additives graduées par
ie1l

des foncteurs de translation Ti (CD I 1.10) et F un multifoncteur

multiadditif des catégories d%i dans une catégorie additive ob graduée

par le foncteur de translation T . On suppose F covariant (resp. contra-

variant) en les i tels que € =1 (resp. e, = -1). Modifiant et

(*) Ces terminologies ne sont pas compatilles 2 1'identification des
objets de 5 aux faisceaux associés,
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complétant ({C D] I 1:19 on dira que F est un foncteur gradud

i op_-g'egr:donné unc Fandlle (tpi) 3:€ i 4% i somorphigmed
de foncteurs entre T © F et F o T:i s telle que les diagrammes suivants

soient anticommutatifs, pour i # j dans I,

%1
€ €. g T £,
Fo(rt 1) ] £ Toe Fio T -
i i i

o

mi*'rj —_— T*mi

E T % ¢

‘II?»!""Tj‘3 ] = T « T o F -

On laisse au lectewr le soin de définir le composé de deux foncteurs

gradués et de vérifier que c'est encore un foncteur gradué,

0.4. Soient fﬁ': une catégorie additive et I un ensemble fini. Pour
i € I, on désigne par li le iém'e vecteur de base de ZZI . Un complexe
I"lple (resp. un _complexe Iuple natf) de tﬁ:consiste en
; k .
(a) wune famille (X Jk ¢ z1 4'objets de S ;

(b) pour chaque i € I et chaque k € ZZI, une fléche

di; : KE — Pl , ces fléches vérifiant dii:+1i dl; = 0 et, pour i # j
dk-H'j dlf' - n\il.d-]'i d‘lc = 0 (resp. dlf'ﬂj dl_L = d!ﬁ-li ko,
b 4 | i i i 3 ] i
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0.5, On appellers pro-objet d'une catégorie C un foncteur de C dans

(Emns) qui soit limite inductive filtrante (selon une petite catégorie

filtrante) de foncteurs représentables (ef. I 8.10).Tout pro-objet est

limite inductive selon un petit ensemble ordonné filtrant de foncteurs

représentables. Si Xi est un systeéme projectif d'eobjets de C, indexé

par une petite catégorie filtrante, on désigne par "kiz" Xi le pro-obiet
X

limh 1 ,
—

0.6. Le lecteur dualisera 0.5 au cas des ind-objets (Cf, I 8.2),

0.7. Conformément 2 la nouvelle terminologie, on appelle schéma
ce qui s'appelait autrefois ptéachéma: et on appelle schéma sépearé ce

qui s'appelait autrefois schéma.

0.8, La catégorie des schémas annelé&s est 1la catégorie dont les objets

sont les schémas dont le site étale est muni d'un faiscean d'anneaux, 3
une flache de (S,dt) dans (T,8) é&tant un couple formé d'un morphisme
de schémas f de S dans T, et d'un homomorphisme = de faisceaux d'anneaux

de £%§ dans Jb. Le morphisme de schémas f est dit induit par (f,e).

0.9, 5i X est un schémz sur Y, on désigne par (X/¥)" 1e produit

fibré n-uple de X sur Y.

C.10. Soit S un schéma. On appeller= grand site étale (resp. grand site

fppf, resp. grand site fpgc) de S5 le site Sch!s , muni de la topologie

étale (resp. fppf, resp. fpgc) (S3A 3 IV 6.3). On fera attention que

ce n'est pas un U-site (U étant 1'univers fini, Sch/, consistant c¢n lzs
=

schémas € U),
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On appelle petit site fpgc (resp. petit site fppf) de 5 le

site des schémas plats sur S (resp. plats de présentation finie) muni
de la topologie fpqe (resp, fppf). Lorsqu'il faudra éviter une confusion,

onn appellera petit site &tale de S le site Set (VIT 1.2).

0.11, Dans bien des cas, le rédacteur s'est permis de parler de
diagrammes commutatifs de morphismes de sites 12 o il eQit fallu
perler de diagrammesessentiellement commutatifs, i.e. commutatifs 2
isomorphisme prés (cf. IV 3.2.2), Le lecteur pourra vérifier que les

arguments que nous donnons s'appliquent =zussi & la situation générele,

0.12. La terminologie "schéma cohéfrent" pour "schéma quasi-compact

uasi-séparé' 2 &té subrepticement introduite par endroits par
q P P

A, Grothendieck,

0.13, Un faisceau de torsion F sur un schémz 5 sera dit premier aux

caractéristiques résiduelles de S s'il est limite inductive de ses

sous-faisceaux annulés par des entiersn inversibles sur S .,

1. Les catégories dérivées.

1.1. Foncteurs exacts (les r2gles de signe),

1.1.1. Pour les théorémes fondomentaux relatifs aux catégories dérivdes,
je renvede 2 VERDIER [CD] et [2]., Dans ce n°, une attention toute spéciale
a2 été accordée aux probl2mes de signes,

Rappelons que si f : X —> Y est un morphisme de complexes

(dans une catégorie additive, sous-entendue par 1= suite}, son cbne
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C{f) est défini per

(1.1.1.1) c(e)® = x™1 g 0 a" = -—dn;l i PPy a - r
Lorsque X = 0 (resp. Y = 0), on a Clf) = ¥ (resp. C(f) = x[17), de

sorte que le diagramme commutatif

o Q X X
|
X £ b4 ¥: = O
définit un "triangle"
X <ty c(e) ——> x1] .

Dans la catégorie des complexes a homotopie pré&s, on appella
distingué un triangle isomorphe 2 un trisngle de ce type, et antidis-
tingué un triangle qui devient distingué quand on change le signe
de ses fleches., On vérifie gque le triangle défini par une suite exacte
de complexes scindée en chagque degré ([CD] p, 10, cf. 12 démonstration
de 1.1.5.4) est antidistingué et que, 2 isomorphisme prés, tout triangle

antidistingué est obtenu ainsi,

#¥1.1.2, Les calculs de signes s'effectuent le plus aisément 2 1'aide

des "régzles formelles' suivantes, On écrit un élément de C(£)" scus

1

la forme 1 @ x + y (x € S s YE ¥, 1 &tant une “cellule" de dimension

1, et on pese d4(1) ® x = £(x)., On a donc

d(1®x+y)=d1®x—1®dx+dy=-1®dx+f(x)+dy_*
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finition 1,1.3. (i) Un foncteur pgradué(0,3)d'une catégorie triangulée

J% dans une catégorie triangulée B est dit exact s'il transforme

griangles distingués en triangles distingués,

(ii) Un foncteur gradué contravariant d'une catégorie trian-

gulée JL dans une catépgorie triangulée @ est dit exact si pour tout

triangle distingué (X,Y,Z,u,v,w) de dk, le triangle (F(Z), F(Y), F(X},

F(v), Flu), TF(w)) est distingué (dans cette définition, on identifie

FXATFTXgrace 2 1a graduation de F).

(iii) Soient (d%i}i £ 7 une famille finie de catégories

triangulées, € une fonction de I dans {+1, -1} et fbune catégorie

triangulée, Un foncteur gradué F du produit des:ﬁi dans Jb, covariant

en les i tels que (i) = 1 et contravariant en les i tels que e(i)= -1

est dit exact si quel que soit i € I, les foncteurs de J%i dans Jl déduits

: , , &
de F en fixant toutes les variables, sauf la i me, sont des foncteurs

exacts.
Un composé de foncteurs exacts est encore un foncteur exact,
Ny...n
1.1.4, si (K P dl,...,dp) est un complexe multiple(0,4), le
complexe simple associé est défini par
" (n;)
(1.1.4.0 XK =TT K g d = F di .
In. =n

Quand, exceptionnellement, on le définira par une somme
plutdt que pear un produit, ce fait sera signalé explicitement.
Soit I un ensemble fini. On se propose, d'apr2s CARTAN-EILELBERS

et J,P, SERRE, d'expliquer comment 2 tout complexe natf IuPle K est
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uple

canoniquement associé un complexe I (0.4).

uple

|

Pour tout ordre total < sur I, soit K(<) le complexe I

suivant :

1':{{)E

[
=
|

(1.1.4.1)
£ k&
L (-1) 3¢ 3 d; :

d(<)i

si {] at <2 sont doux ordres totals sur I 1'isomorphisme canunique

T entre K(41) et K(<2) est par définition celui donné par

£(41,¢ )

(1.1.8.2) B = (1) , ot €(<),<,) = lz kK )

1.1.4.2.1. Omn vérifie que ces isomorphismes canoniques &tablissent
un systeme transitif d'isomorphismes entre les K(<) pour < ordre total
sur I ; ces K(<) forment donc un complexe Iuple unique A isomorphisme

unique pr2s, qu'on désignera dans ce n® par la notation K(%) et qu'on

appelle le complexe Iuple associé cu complexe natf Iuple K. On prendra

garde que K{"*‘)-li n'est pas canoniquement isomorphe a KE : seul le choix

d'un ordre total sur I permet d'identifier ces deux objets,

uple

Si K est un complexe natf I » et si i € I, on désigne par

K[li] le complexe naif suivant, de différentielles notées djili] :

K[li]E = g&Hly
(ioli4 5 a1, B= a¥l 542y
35T {
. K . ke+l,
rli[]'i}___di_ = .
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uple

5i K est un complexe I , On pose
k1, = &
(1.1.4.4)
-k k+1
dj[lij— = —dj[li}— i

S5i K est un complexe natf Iuple et < un ordre total sur I,
de sorte que K{(¥) est donné par (1,1.4.1), on définit un isomorphisme

g entre K{li] (¥) et K(*)[li] par la formule

v ks
k - P
(1.1.4.5) o= = (=~1) 3% id kt1ly ;

1,1.4.6., On vérifie que cet isomorp hisme ne dépend pas du choix e

1l'ordre total < ; il définit donc un isomorphisme, dit canonigue, entre

K[li}(*} et K(*}tli].

1.1.4.7. Quels que soient i,j dans I, si K est un complexe ou un

complexe natlf Iuple

R[1,301,].

, on identifie de fagon évidente Ktlijtlj] et

Pour i # j dans I , le diagramme suivant d'isomorphismes

canoniques du type 1.1.4.6 ou 1.1,4,.7 est alors anticommutatif

K[li][lj](*} K[lj][li](*) —— K[1,j{*)tli}
{1,1,4,7.1)
Kf_li](*)[lj] — x{*)[zi}tlﬂ —— Kt*}hjltliﬁ .
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L.1.5. Scit F : gt —=bun foneteur contravariant additif de catégories addj-

tives. On définit comme suit l'extension de F aux compl exes :

F: cR —c(® . stk est un complexe de J{, on pose

FOOF = Pk
(1.1.5.1}
d;(x} = (-1)%* okl
L'isomorphisme canonique ¢ entre F(K)[1] et F(K[-17) est
défini par
(1.1.5.2) ok oy dpek-1y .

8i F:H—>Tet ¢ : B — ¢ sont deux foncteurs contrava-

riants additifs, on définit 1'isomorphisme canonique p entre G F(K) et
G(F(K)) par

k =

(1.1.5.3) o = (-1) ) -

Lemme 1.1.5.4, (i) Pour tout foncteur contravariant additif F :dt-** iﬁ,

les formules 1.1,5,1 , 1.,1.5.2 définissent un foncteur contravariant exact

de K(&) dans K(B).

(ii) Pour tout couple (G,F) de foncteurscontravariants

additifs composables, la formule (1.1.5.3) définit un isomorphisge de

foncteurs gradués entre l'extension aux complexes de GF et le composé

des extensions aux complexes de G 2L F.
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Preuve, Un morphisme de degré i : £ : K —> L est au choix

(a) un morphisme de K dans L[i]

(b) un morphisme de K[-i) dans L

(¢) une famille f" : K% —s P qui commute ou anticommute
aux différeatielles selon la parité de i.

Si £ : K—> L[i] est un morphisme de dezré i, alors
F{f) :F(L)[-1i] —> K est encore un morphisme de degré i ; pour i=l, on a

]n+1

i1, 55 F(E)™ = (-1 (£ L 2

Si 0 =—>K-S>L Y> M—> 0 est une suite exacte de complexes
scindée degré par degré, le choix d'un scindage permet d'écrire la

différentielle de L sous la forme

dL = dK + dH + £

kS
o £ est un morphisme de degré un de M dans K . De me@me, la suite exacte

duale
0 —> F(M) — F(L) — F(K) — 0

définit un morphisme de degré un f#* de F(K) dans F(L). On a £% = F(£).
Il en résulte que l'image par F d'un triangle (¥,L,M,u,v,f) défini
par une suite exacte courte de complexes est encore un triangle du
méme type et, d'aprés 1.1.1, ceci prouve (i).

Sous les hypoth&ses (ii), pour f de degré un, on a
G(F(£))™ = (‘1)n+1(_1)—n GoF(£)™ = —GoF(£)" ; en particulier, 1'isomor=-
phisme de graduation G(F(K[1])) == G(F(K))[1] est 1'isomorphisme ayant

pour composantes -1
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Le diagramme

corx)[11 <€ s cerx)I1]

GeF(K[1]) =r _. G(F(x[11))

est donc commutatif , ce gui prouve (ii),

1.1.6. Soit s =+, ou s = - ; soient I un ensemble fini, ¢ : I —> {+,-}
une fonction,(jé)i €1 et dtdes catégories additives,et F un multifoncteur
multiadditif des catégories j& dans Jt, covariant en les arguments d'in-
dice i tel que €(i) = + et contravariant en les autres, On se propose

de défimirl'extension K°(F) (ou simplement F) de F aux complexes comme

multifoncteur exact des catégories KSE(lj

(j%) (se(i) = + , selon la
régle des signes) dans KSCJQC*)pzésen:antla méme variance que F, On
expliquera ensuite en quel sens cette construction est compatible

2 la composition des foncteurs, D'autres conventions de degrés sont

possibles, et seront utilisfes ; ce point est indfpendant des questions

de signe considérées ici,

1.1.6.1. Si F est contravariant 3 une variable, on définit K°(F) par

les formules (1.1.5).

1.1.6.2. 8i F est covariant, on définit le foncteur K (F) par passage

au quotient 2 partir du composé du foncteur évident du produit des

uples

catézories Csﬂﬁ;} dans la catégorie des complexes I natfs, du

uples

foncteur (1.1.4) de la catégorie des complexes I naTfs dans celle

(¥) La construction fournit également une extension de F en un multi-

foncteur des catégories ng(i)(J%i) dans (R,
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Iuples

des complexes (1,1,4,2,1), et du foncteur complexe simple

associé (1,1.4,0)

s s
K (F) =C (F)(*)s - .

Soient des complexes Kj € stﬂﬁ}, et i €1 ; on pose
Kj[li] = KJ pour j # i, et K1[111 = Ki[lj. On a alors des isomorphismes

évidents

s . it s

c (Fl(hj[?.i]) 2 rr)(xj)hil ,
et

s e 5
c (F)(Kj)t*itli]s_a = ¢ (F)(Kj}(*)s’ﬂtll F

d'ots, via (1.1.4.5), un isomorphisme canonigue O entre KS(F)(Kj[li]J

et KS(FJ(Kj)LI]. Il résulte de 1.1.4.7 que ces isomorphismes définissent

une graduation de KS(P).

1.1.6.3., Dans le cas général, F est le produit de foncteur contravariants

4
canoniques dﬁi ——pdkg (pour e(i) = =) et d'un foncteur covariant F ;

on définit le foncteur K°(F) par composition 2 partir de 1.1.6.1 et 1,1.6.2

Proposition 1.1.7. Sous les hypoth2ses préc¢cédentes, le foncteur K- (F)

est un foncteur multiadditif exact.

Il suffit de vérifier 1.1.7 sous les hypoth2ses de 1.1.6.1

(ot 1a proposition est 1,1,5.4 (i)) ou de 1.1.6.2. Pour vérifier que

les foncteurs déduits de K (F) en fixant toutes les wvariables, sauf
&me

s
la i » Sont exacts, on peut expliciter X (F) en terme d'un ordre

sur I pour lequel i soit le plus petit élément ; un triangle distingué
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type (1.1.1.1) est alors transformé en triangle distingué type.

1.1.8. Scient I et J deux ensembles finis, ¥ : I —> J une application
surjective, €5 : I —> {+,-] et €y 3 3 —= [+,-} des fonctions, et

des multifoncteurs multiadditifs, covariants en les arguments pour
lesgualsc = + et contravariant en les autres :

G, = TT Jti e Eﬁ (3 € 1)

) Y(i)=j

F - GS, —> C
jey °

Choisissons des ordres totaux sur I et J, de telle sorte

que § soit une application croissante, On définit alors 1'isomorphisme

canonique p entre l'extension aux complexes de F o (Gj) et le composé

des extensions aux complexes de F et des Gj par la formule

k k, k e()e(v(i)) 4
(1.1.8.1) e =TT rkl : automorphisme de F » (Gj) (K, ). L]
J .

avec m, = -1 si EI(i} = EJ(Q(i)) ==, 7 =1 sinon.

Cette formule généralise (1.1.5.3), on vérifie que p ne dépend
pas des ordres choisis sur I et J, et est un isomorphisme de foncteurs
gradués (cf, 1,1,5.4 (ii)),

Ces isomorphismes p vérifient la condition &vidente de

cocycle pour un composé triple.
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1.1.9. Scient I un ensemble fini, i et j deux &6léments distincts de

I, I' = 1~{1,51}, (nﬂi)i et B des catégories additives et

[ ¢
F : {a%i)i % e FHet g (ﬂi}i_ ¢ I,—H&,des mul tifoncteurs multi-
additifs. On suppose que&!’i =&j et que F est contravariant en la iéme

i2me

variable et covariant en la j Pour X, Y € ob &, s on désignera par

- e
FX,Y le multifoncteur des (dl‘-i)i €1 dans K obtenu en fixant les i

et jE arguments :
F}(,Y("'J L2 4 (TENEE CRPRRIN, IS, i

On appelle morphisme de contraction ¢ : F —> G la donnSe pour tout

X eJDC d'un morphisme de foncteurs
O b Bpg =G
]

tel que pour toute fléche f: X —> Y de Eﬂ':i, le diagramme

Fe.x > Fy . x

>

F > G
soit commutatif,

Les conventions 1.1.6 sont motivées par le

Lemme 1.1.9.,1. Socient ¢ : F —> G un morphisme de contraction et

(K{.)LEI des complexes dans les Jq.}{ , avec Ki = K.. Soit < un ordre

-

Eotal sur I pour legquel i soit le prédécesseur de j. Boit, avec les

Notations de 1.1.6, pour k € Z ,
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= k 5
c® ¢ k5(r) (K)" —= ¥ (5) fKilk
k., k.
le morphisme dont la restriction & F(... Ki = ij...} vaut O si Ki#kj 5
. K
et vaut c si k., =k, , Alors, {(c¢),, __est un morphisme de complexes,
SEYERE Sk LK TRy . Aors kEm
i

On laisse 2u lecteur le soin de vérifier ce lemme, et le

fait que le morphisme de contrzction (ck) ne dépend pas d= 1'ordre

choisi sur I.

L'exemple standart de morphisme de contraction est celui de

la loi de composition

Hom(Y,Z) & Hom(X,Y) — = Hom(X,2)

Exemples 1,1.10.. (i) 8Si on applique les définitions de 1.1.6 au e

foncteur produit tensoriel, on retrouve la notion usuelle de produit

tensoriel de deux complexes, la différentielle étant donnée par

deg x

d{x®y) = dx ® ¥y + (~1) x @ dy .

(ii) Si on applique les définitions de 1.1.6 au foncteur Hom(X,Y), en

considérant ¥ comme premi2re variable et X comme seconde variable, F

convention qu'on suivra toujours, cette convention permet d'identifier,
pour deux complexes X,Y, le ke2me composant du complexe Hom(X,Y) défini
dans 1.1.6 2 iu'THom(x“,Y“+k},et om retrouve la différentielle habi-

n n+k)

tuelle : pour f € Hom(X ,Y¥ , on a

df =d o £ (1) Foa .

(iii) Les conventions précédentes ont pour vertu que les systdmes

de fl2ches suivante sont des morphismes de complexes, sans qu'on doive
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les perturber par aucun signe (1.1.9)

Hom'(L,M) @ Hom"(K,L) ——> Hom"(K,M) : f@ gb—> f o g

Hom"(L,M) @ L ——= M f@xpb— £(x)

¥1.1.10.1. La convention (1.1.4,5)=(1.1.6.2) se justifie comme suit,
pour F = ® : un élément de (K ® L)[l})n s'écrit sous 1la forme (1.1.2)

(en se rappelant que (K@ L)[1] =¢C (E®@ L — 0) (1.1.1.1))

£ 1 @xPe yV), un élément de(®K[1] @ L)™ sous la forme T (12xP)® ¥

et un élément de (K.@-LEI])nsous la forme © xP ® (1 @ yq) ; le signe
apparaft quand on interchange x* et 1. Pour F = dual, la convention
(1.1.5.2) se justifie ainsi : un élément de K*[1] s'éerit 1 ® w :

sa valeur sur un €lément 1' & x de K[~1] (1' cellule de dimension =1)
est <1@w, 1'@x>= (1098 Y e 1> cyyx>= (1B Y x>,

c'est la convention adcptée.

Remarque 1.1.11. "Rappelons" qu'une catégorie scus-additive est une

catégorie dont les ensembles de fl2ches Hom(X,Y) sont munies de lois
de groupes abéliens, la composition des morphismes étant biadditive.

Un foncteur additif F entre catégories sous-additives =t un foncteur

qui vérifie la formule
F(£ + g) = F(£f) + F(g)

pour f,p € Hom(X,Y). Les foncteurs additifs d'une catégorie sous—addtive

J‘t dans un autre I forment une catégorie, notée Homadd(i,f)).
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Soit (D) l'unique catégorie sous-additive, d'ensemble d'objets

indexés par Z , (xn)n-.ezz 5 avec

Hom(x",x™) = z » engendré par l'identité

1

Q.L1.D Hcm(}{n,){n‘i_ ) = Z , engendré par une fl2che notée dn

L}Eom{}{l,?{‘]) =0sii-i#0o0ul.

Soit D le complexe de (D) défini par D" = X" et d" = 4@ .

Pour toute catégorie sous-additive 9, » le foncteur G —= G(D)
de EEEadd ((D),dt) dans c(H) est un isomorphisme,

La construction 1.1.6 s'étend au cas d'un foncteur multiadditif
de catégories sous-additiwves i’-i dans une catégorie additive 093

Soit

o=, cm

un complexe de foncteurs multiadditifs de catégories additives dti dans
une catégorie additive cf’g On peut considérer F' comme un foncteur de (D)
dans une catégorie de multifoncteurs, ou encore comme un foncteur
multiaddicif

F, :Trcﬂ,i x (D) —> &,

On définit l'extension de F aux complexes par la formule

(1.,1.11.2) F' (K Kn) = FI(KI...Kn, D) i

1°°"

1.1.12, Scient Cﬁ;et ﬁ deux catfégories additives et

F* o= (F%,dM)

un complexe de foncteurs additifs de 9% dans "?3. Supposons que les
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foncteurs Fi admettent des adjoints 2 droite Fi ; si tat : F1+1 — Fi

est le transposé de di, soit F, le complexe de foncteurs additifs de G3

dans Lﬂ:, de composantes les Fi’ et d'opérateur différentiel

(@) = D St e e '

Soit U le foncteur contravariant de (D) dans (D) donné par

-n-1

Sy " = a .

= et d
Le diagramme suivant est commutatif 2 isomorphisme canonique prés

(F™(a), 1d)

H:
A x oy B > By 6 > (Ab)

(1.1.12.1) (1d,, 1d)

( 4,(r Y%(2)) Hom
= > St x & Je > (Ab)

g x (o) x(2 "

Ceci exprime la formule d'adjonction

(1.1.12.2) Hom(F"(4),B) -=—=> Hom(A,F_(B))

Les conventions générsles 1.1.3 fournissent donc un isomorphisme

(1.1.12.3) Hom®(F*(K),L) <—=—> Hom(K,F (L)) .

Définition 1,1,13. BSi K est un complexe d'une catégorie zbélienne Ji ,

on appelle tronqué 2 droite (resp. & gauche) de K en dimension n, et

on désigne par TSn(K) (resn. TZn(K)) les complexes suivants

T (X : ... Kn_z —*-a-K"'l — Ker{d™) —= 0

1 n+l n+2

.. (K) : 0 —> coker(d" ') — & — K
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Proposition 1.1.14. (i} HI(TSH(K)J =0 pour i > n et Hl{*}nfx}} =0

pour i <mn .

(ii) Le morphisme canonique 7 n(K) —> K (resp, K = Tow K)

<

induit des isomorphismes sur les H pour i < n (resp. 1 = nJ).

Le foncteur Tsn (resp. Tzn) transforme morphismes homoctopes
en morphismes homotopes. D&s lors, il résulte de 1.1.4 gque le foncteur

1.1.1> garde un sens dans la catégorie dérivée,

1.1.15. 5i K est un complexe double, de premi2re (resp. deuxiéme)
différentielle d' (resp., d"), on désigne par T;n(K) le sous-complexe

double de K tel que

kP9 si q<n
T;“(K)Pq = Ker(d") si q=n
(#] si q>n

i 2 1" % 1 T
on définit de mBme Tzn(K" Tsn(K) et TZn(KJ .

1,1.16. On aura aussi 2 considérer les "tronqués btes" d'un complexe
K, définis par
K' siis<n K' sii=2n
i _
cSn(K) = °2n<K

0 si i >n 0 sii<n
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1.2. Foncteurs dérivée.

Soient tjt une catégorie triangulée et S un systéme multiplicatif

saturé (CD 2.1.2). Si A € c—biﬂi, on désignera par At er A les ind et

pro-objets ((0.5) et (0.6))

+

A" = "lim" A AT = "Lim" A' ,
e -~
s s
A —= A A' = A

oi s parcourt la catégorie filtrante des fladches de S de source ou but A,
Les foncteurs A —> A+ et A —> A~ rendent inversibles les
éléments de S et définissent des foncteurs pleinement fidéle de C*{S-l)

dans les catégories des 1Ind et pro-objets de GG.G respectivement.

Définition 1.2.1. Soit F un multifoncteur covariant exact des catégories

triangulées (‘tijoﬁisn dans la catéporie triangulée M et soient S t 5

i —

des systémes multiplicatifs saturés des catérories d\;:‘. e_t__dt.

(i) Le foncteur dérivé droit RF de F (relativement aux Si et 4 §)

est le foncteur des catégories d'tl(s;:i) dans la catégorie des Ind=objets

de Fs™h qui rend commutatif le diagramme suivant -

(a,) > F(aH)
(c)o(,]._} i - > Tnd o

RF
cﬁai(szl) —> Ind fxs™h)
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(ii) On dic que RF est défini en (A,) si le Ind-objet RF(A,) de Fg™1) ese

: " ) - i -1
"essentiellement constant", i.e. provient d'un cbjet de dk(s ) ; cet

objet est appelé la valeur de RF en (ﬁi}.

(iii) On dit que F est dérivable A droite si RF est partout défini ; on

désignera alors encore par RF le foncteur des Cﬁa(sgl) dans dﬁ (S-l)

qu'il définit,

(iv) Une famille (Ai) d'objets destjgi est dite déployée pour RF si

le morphisme canonique de F(Ai) dans RF(AiJ est un isomorphisme,

On laisse au lecteur le soin de définir par dualité le dérivé
gauche LF de F (a2 valeur dans Pro J%(s'l)) et d'étendre les définitions
précédentes aux cas ol F est covariant en certains arguments et con-
travariant en d'autres.

Lorsque RF est partout défini, la définition qu'on en a2 donné
iei cofncide avec celle de Verdier (CD p.39), comme on le vérifie

facilemant,

Proposition 1.2.2, Soient (Ai, Al, A;J un triangle distingué dans Etﬁ,
et 4, € ovdk (i41).

(1) 8i fﬁi,(ﬁi)} et (AI,(Ai)} sont déployées pour RF, alors la famille

{Al’(Ai)) l'est aussi.

(ii) Si RF est défini en (A144,)) et en (A7,(4,)), 11 1'est aussi en

(4),(A;)) et le triangle (RF(A',(Ai)], RF(AI,(AiJ), RF(ATLA; D)) est

distingué dans dt(s“l).
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Prouvons que (ii)==> (i). Puisque F est exact, la flache
(F(A],(A;0), F(a,,(a0), F(J\'l',(Ai))) — (RF(&',,(AL)),RF(Al,(&iJ),RF(AY,(AiJ))
est un morphisme de triangles distingués. Par hypothése, cette flache
est un isomorphisme en deux sommets ;: c'eam est donc un au troisiéme,

comme on voulait ,

Lemme 1.2.2.1. Si A = (X,Y,Z) est un triangle distingué d'une catégorie

triangulée Eﬂ: et 5 un systéme multiplicatif saturé de Eﬁ; , alors le

triangle A= (x+, Y*, Z+J de Ind F est limite de triangles distingués

de .

Désignons par £ la catégorie des morphismes de triangle distinguésde
source A dont les fléches appartiennent a S.
(a) Ssi A= (X,Y,Z) et A" = (X',¥',2') sont deux triangles
4 : ' Fo(st i i
distingués de et si £ : A—=> A' est un (8 7)-morphisme de triangles,
il existe dans Jt des morphismes de triangles s : A' —> 4" et

fl : 4 —=> A" tels que les composantes de s soient dans S et que le

diagramme

A

| f
(1) £ 1

ok S

b —=— g
soit commutatif dans &(S-l).

Il existe un diagramme commutatif

(2) £ (s € 5, £ :—_Ft,;k;)

s =03
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s
i 1
et un morphisme A' ——— &; dans S, admettant s pour composante,

Raisonnons de m2me en les autres sommets : on obtient un diagramme du !
type (1), dans lequel toutefois f] n'est pas encore un morphisme de

triangle dans JG » les diagrammes

Z .-—fH z"
o

(3) w l' w'

par exemple pouvant ne pas 2tre commutatifs dans jt » Seulement dans

Eﬁ;(s-l). I1 existe L x; —_— x¥ dans S tel que tw'f = tfw et

. AN " 11 A
t oz & — 111 admettant I:o pour composante, Remplagons f..o par &) ,

s par ts et f, par tf1 i dans le diagramme de type (1) obtenu, (3)

est cette fois commutatif ; procédant de m@me aux autres sommets, on

obtient (1). On laisse au lecteur le soin de vérifier de meme -

(b) Si £,g : &4 = A' sont deux morphismes de triangles
" & Ses?
distingués dans » égaux dans (s 7), alors il existe un morphisme

de triangles distingués 2 fldches dans S, s : A' —> 4", tel que Sf = Sg

(c) La catégorie L est filtrante a droite

(d) On achéve la démonstration du lemme en notant gue

A7 = "Lim" (but de s) .
—_—
SESE
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Prouvons 1.2,2 (ii)., Soient X' et X" des objets de(jh(S-lj

représentant RF{AEJAiﬁet RF(&;,(Aiﬁ, et complétons le morphisme de

degré 1 de X" dans X' en un triangle distingué (X',X,X"), Remplagant

(] n (] 1
les Ai, Al, Al et Al par le but d'une fléche de S5 de source Ai' Al, Al

ou a;, on se ramine au cas ol il existe un diagramme commutatif

al!

F(A'l', (4,)) = xu
1
1
F(A',{Ai}] & X! i

od a" et a' sont des sections de flaches de F(A{,(Ai))dans X" et de
F(Ai,(Ai)Jdans X'. En vertu de 1l'aniome TR 3 de [C,D] on peut compléter

ce diagramme en un morphisme de triangles

(X'xx") = (F(Ai,&,i)},ﬁ'ml,(ai)),F(A;,(Ain)-—-a- (RF(A{,(Ai}),RF(AP(Ai}),RF(A;,(Ai)]}.

La fléche composée est un morphisme de triangles, de source
un ttieagle distingué et de but une limite (dens Ind F(s™ly) de triangles
distingués (1.2.2.1). Quel gque soit Y dans JE(S—I), le diagramme suivant

sera commutatif et ses lignes exactes

"1)) ——— Hom(y,X') — > Hom(¥,X) ————>Hom(Y,X") ——> Hom(Y,X'[1])

i | q, l

'” " A \ . -
(& .Ail{ll)—z— HOm(Y,RF{A{,Hi)—» Hom(Y,RF(f.l,Ai))—» Hom(Y,RF(A.'l',AL}—} Hom(Y,RF(ni,AiJr__l_J

ra
1
~J
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Par hypothese, les fl2ches autres que la flache centrale sont des iso-
morphismes. Le lemme des 5 montre que la fla2che centrale aussi est un
isomorphisme, quel que soit Y, donc que le triangle distingué (X',X,X")
est isomorphe au triangle (RF(.Pxi,{Ai}), RF(;\l.(:‘ni)J, RP(.-';‘I',(Ai}}). Ceci acheve

la démonstration.

si F et 03 sont deux catégories abéliennes et F un foncteur
covariant additif de F¢ dans G , F définit des foncteurs exacts de

K(%) dans K@), de K (%) dans XK'(®) et de K™ () dans K™C) (1.1.7).

Définition 1.2.3. (i) On appelle foncteurs dérivés droits de F les

foncteurs de D (&) dans Ind bt @y et de D) dans Ind D(®) dérivés droits

des extensions de F aux complexes I(+ﬁ) — K+(55) et K(ﬁ) —> K(6Y),

(1i) Un objet A de F est dit acyclique & droite pour F, ou,

par abus de langage, acyclique pour RF, si le complexe réduit 2 A en

degré O est déployé pour RF,

On s'intéressera surtout au cas od RF est partout défini ;
- -
on peut alors le considérer comme un foncteur de D (&) dans D 6y, ou

de D(£) dans D®Y), selon le cas.

Proposition 1.2.4. Le diagramme suivant est commutatif,

pT () > D(K)
RF RF
-+
Ind D"(@) — > Ind D@ .
278
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S5i K est un complexe nul en degré < n et si s : K—> L
est un quasi-isomorphisme, le morphisme composé K > 1L —> Uznu‘)
(1.1.6) est encore un quasi-isomorphisme. Les quasi-isomorphismes de
K dans un complexe borné inférieurement forment donc une sous-catégorie
(pleine) cofinale de la catégorie de tous les quasi-isomorphismes de
source K. La proposition en résulte formellement.

En particulier, si le foncteur RF, est partout défini sur DEY,
il est partout défini sur D+(®i, et le foncteur dérivé RF : D (&) — pT(®m)

est restriction du foncteur dérivé RF : D(®) —> D(Q).

(1,2.5) On laisse au lecteur le soin de

(i} Généraliser la définition 1.2.3 au cas d'un complexe de multifonc-
teurs, covariant en certaines wvariables et contravariant en d'autres ;
(ii) Dualiser la définitlion 1.2.5 (i) pour définir les dérivés gauches ;
(iii) Etendre la proposition 1.2.4 au cas d'un complexe borné de mul-
tifoncteurs;

(iv) Dualiser la proposition 1.2.5 (iii) en considérant des foncteurs

dérivés gauches et l'inclusion de D (@) dans D(QY).

Proposition 1.2.6. Soient Jt g__t:_@: deux catégories abéliennes, P une

partie de ob (A et F un foncteur additif de fo dansG}). On_suppose que

(a) tout objet de /& est quotient d'un &lément de P

(b) pour toute suite exacte courte

0O——= P —>  —>R—>0 .

ot Q et R sont dans P, P appartient aussi 2 P et la O-suite

A=
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(o] > FP > FQ > FR O est exacte. Alors, tout objet de P

est acycligue pour LF .,

Si A € Ob JL, les résolutions gauches de A par des objets
de P formeront un systéme cofinal dans la catégorie filtrante des réso=-

lutions gauches de AO » Il suffit donc de prouver que si un complexe

o e's ‘1:12 ’.l"-\xl .!l-xo L —> 0

est acyclique et 2 objets dans P, son image est acyclique. Le coupant

en suites exactes courtes

0 —> In(di ) —= A, —> Im(di) — 0 (1.2.6. i) (i=0)

1 .
on voit par récurrence sur i que Im(di) € P et que 1l'image de (1.2.6 i)

par F est une suite exacte courte. L'image du complexe est donc acyclique,

Propoesition 1.2,7., Soit F un foncteur additif d'une catégorie abélienne

dans une catégorie abélienne(d . Si tout objet de A est quotient (resp,

sous-objet) d'un cbjet acyclique pour LF (resp., RF) (1.2.3};1e foncteur
dérivé LF : D (#) —=> D (@ (resp, RF : pth) —> DT@®)) est partout

défini et tout complexe borné supérieurement (resp., inférieurement)

d'objets acycliques pour LF (resp. RF) est déployé.

I1 suffit de considérer le dérivé gauche LF , Si K est un
complexe borné supérieurement, les quasi-isomorphismes s : L —> K
avec L borné supérieurement et i objets acycliques forment un systéme
cofinal dans la catégorie des quasi-isomorphismes de but K . Il Suffit

de montrer que pour K 2 objets acycliques, F(s) : P(L) —> F{K) eost un
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quasi-isomorphisme ; on sura alors dans le cas général F(L) = LF(K).
Soit M le cBne de s . Le complexe est & objets acyclique et H¥(M) = 0 ;
i1 faut prouver que H¥(F(M)) = O.

Soit i un entier. Les complexes déployés forment ‘une sous=-
catégorie triangulée, de sorte que tout complexe borné d'objets acycli-
ques, notamment '-.'zi{H), est déployé, Puisque Hj{'rzi(l..}) =0 pour j > i,

on &, pour j > i, HI(F(M)) = Hj(F{Tzi(H)]) = ud LE( L) =0 .

™

Proposition 1,2.8. Soit F" un complexe borné inférieurement de foncteurs

de fo dans G . Si pour tout K € K (A) existe un quasi-isomorphisme

{1, ——a K, oan L € K+(J} est déployé pour tous les RFi, alors le foncteur

dérivé RF* : D'(A) —> D'(® existe et tout complexe borné inférieurement

déployé pour tous les RFi est déployé pour RF' .

La preuve en est laissée au lecteur, ainsi que celle de 1'énoncé dual,
ou des variantes obtenues en prenant F contravariant, ou en prenant un

complexe borné de foncteurs et en travaillant dans D(HA) et D@ .

Définition 1,2.9, Scit F un foncteur de Db(ﬁJ dans D(&) et d un inter-

valle de Z ., On dit que F est d'amplitude cohomologique C d si pour

tout A € Ob JL, HiF(a) = O pour i # d.

Trés souvent, d sera un intervalle de la ferme [0,x] ou [-x,0]
et on dira alors que F est de dimension cohomologique reep. homologique
=X ., On dira que F est de dimension finie s'il existe un intervalle

fini 4 de Z tel que F soit d'amplitude = d ,
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Proposition 1.2,10. Supposons remplies les hypothéses de 1.2.7, et que

le foncteur RF : D (A) —> DT (@) (resp. LF : D (L) —> D7(1D) est de

dimension finie. Alors tout complexe d'objets acycliques pour RF

(resp. LF) est déployé, et le foncteur RF : D(A) —> D(D) (resp.

LF : D() —> D(B)) est partout d&fini,

Pour la démonstration, on remvoie 2 Verdier [CD]. Il existe
un €noncé analogue pour les complexes bornés de foncteurs, On peut

encore remplacer 1'exposant + (resp -) par b .

2, Gatépgories fibrées en catégories dérivées,

2.1. Introduction,

Le rédacteur insiste pour que le lecteur s'abstienne de lire
ce § . On y donne le formalisme du théor2me trivial de dualité et on y #
résoud la perplexité soulevée par Artin dans XII 4 .

Pour les notions de catégories sur une autre, de catégorie
fibrée, de catégorie cofibrée et de clivage, on renvoie 3 SGA 1 VI .
On établit entre autres dans cet exposé une é&quivalence entre les notions
de catégories fibrées clivées normalisées sur une catégorie C , et de

pseudo-foncteur de C° dans (Cat).

Définition 2.1.1. Si X est un site annelé, on désigne par D(X) la catégorie

dérivée de la catégorie abélienne des faisceaux de modules & gauche sur X .

Quand il y a lieu d'éviter une confusion, on écrit plutdt

D(x,;ﬂ,},lﬁ désignant le faisceau d'anneaux.
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Si £ : X —> Y est un morphisme de sites annelés, f définit

des foncteurs dérivés

(1) RE, : D (X) —= D (V)
et
(2) Lf¥ : D (Y) —= D™ (X) .

et, par passage aux catégorie opposées, des foncteurs

BTR)® ——a D y®

(1°) Rf,
(29) LE* : D(Y)° —= DT (x)° :

"fonctoriels" en f. Plus précisément, (1°) et (2°) définissent deux
pseudo-foncteurs de la catégorie des sites dans celle des catégories
triangulées, 1'un covariant et 1'autre contravariant, On trouve ainsi

deux catégories sur celle des sites, 1'une cofibrée, de fibres les

D+(K}°, et de foncteurs image directe les Rf, , 1l'autre fibrée, de

fibres les D (X)°, et de foncteurs image réciproque les Lf* , Si le

foncteur f#* est de dimension homclogique finie (i.e. de "Tor-dimension
finie") on peut dans (2) remplacer l'exposant par un exposant + , On

obtient donc deux catégories sur la catégorieaﬁstdf das sites annelés

et des morphismes de site annelés de Tor-dimension finie, catégories

dont les fibres sont les catégories D+(X;i Le "théoréme trivial de

dualité" de VERDIER ([CD] p. 48) exprime que ces deux catégories sont
canoniquement isomorphes ; elles sont donc fibrées et cofibrées ; les
foncteurs "image directe" sont les foncteurs Rf,(sic), et les foncteurs

"image réciproque" sont les foncteurs Lf¥(sic),

2.1.2. Le langage des catégories fibrées permet de résoudre aisément la
perplexité soulevée par ARTIN en XII & : il suffit d'appliquer la proposition

suivante 3 la catégorie fibrée et cofibrée sur celle des
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sites de fibres les opposéesdes catépories de faisceaux sur les sites
correspondants{cf, 0.2 ).
Soit € une catégorie sur G5 , f: ¥y —> x une flache de (b 5

et F £ Ob(EK). Rappelons qu'un couple (G,x) (G € Cb Ey’ w € Homf(G,F))

est une image réciproque au sens strict de F par f si, quels que soient

g: Z —> y et H € 0b Ez, on a

Hom (H,G8) —£———> Hom_ (H,F) :
3 ~ g

£

De meme pour les images directes. Si £ est fibrée ou cofibrée sur L5

»

cette notion se réduit 2 celle d'image réciproque,

Proposition 2.1.3. Scient € une catégorie sur 65, g Ob-ﬁb, F € 0b E.:‘r

¥
|s
X

On suppose que les images directes et réciproques £.F, g%, F, g'¥F et

et un diagramme commutatif dans b

1 _.g.-l_..._;
_—

y
(2.1.3.1) £1 l
x

£l g'"F existent au sens strict. Il existe alors une et une seule fl2che

0 € FL Ek, » dite flache de chsugement de base, rendant commutatif le

di agr amme

g'*F —_— = F

(2.1.3.2) ﬂf l

£lg'*F £, F

N

B¥ELF .
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Si de plus les images directesgig'®F et gifle'¥*F existent au sens

strict, alors la fl2che ¢ cofncide avec celle définie en XIT 4 , Si

£'#£Lg'*F et £'¥fIF existent au sens strict, elle colncide encore avec

la 2% fléche définie en XII &4 .

En particulier les deux fléches de changement de base XII &

cofncident,
Par hypothése, les fleéches du diagramme (2.1.3,2) induisent
des bijections

Homy(F,F) = uomg,(g'*F,FJ = Homfg,(g'*F,f*F) et

Hom_, (fLg'¥*F,ghf, F) = Homf,(g'*P,g*f*F} = Homgf,(g'*F,f*F) .

Puisque fg' = gf', Hom__,(g'#*F,f_F) est identique 2 Homgf,(g'*F,f*FJ

fg
et les fléches du diagramme (2,1,2,2) induisent des bijections

Homy(F,F) = Homfg,(g'*F,f*F) = Homk,(f;g'*F,g*f*F},

et 1'image de l.F est la seule fléche de &x, rendant (2,1,3.2) commutatif,
Par définition, dans XII 4, la fldche de changement de base

étalt celle rendant commutatif le diagramme suivant

fag'*E g'¥F ———— g'¥*F ——>» F —————

F
(2.1.3.3) l i Y, l %3 l "2 i
£,

BRELF <= L8R F——g W, F —> fH{ . F —>
Les flaches horizontales et u, sont les fle2ches canoniques ; u, est done

la fléche d'adjonction, uy = gl*{uz), u, se déduit de 1'isomorphisme entre

f'¥g¥ et g'"#f*, et la flache | se déduit de u, par adjonction.
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L'application composée de source g'*F et de but f,F est celle
qui appar2it dans (2,1,3.2) et il en est donc de meme dans le diagramme

commutatif suivant, dont le carré de gauche est extrait de (2.1.2.3)

P4
gIH#F  ———— f'*%*f*F —_— i F [

l |

fledr —L s grry —— s px

e

Cela signifie que ¥ vérifie la propriété caractéristique de o .

La définition de pp est autoduale, ce qui dispense de démontrer

la seconde partie de 2,1,.3,

2.2, Catégories fibrées en catégories triangulées.

Définition 2.2.1, On appelle "catégorie additive sur une catégorie 03 "

une catégorie Jt sur 0) dont les ensembles de flaches Homf(X,Y) {pour

f € PL(®), X (resp.Y) su-dessus de la source (resp. du but) de f) ont

été munis de lois de groupes abé&liens, de sorte que :

(i) Quels gque soient x E ¥ £ > 2 dans Gy et X, ¥, Z dans Jl au-dessus

de s, y et z respectivement, la loi de composition :

Hom (¥,2) x Hom (X,Y) —>-> Hom,¢(X,Z) est biadditive.

(ii) Les catégories fibres sont additives,

On n'aura pas 2 utiliser ici que ces lois de groupe abélien,
quand elles veulent bien exister, sont uniquement déterminées par Ji :
0o et £ . Un 05 ~foncteur F :Jll ———9nﬁ2 entre catégories additives sur
(dest dit additif s'il induit des homomorphismes

F : Hnm‘ﬁgllf (X,Y) — Ham(ﬂz’f (X,Y) .
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péfinition 2,2.2. On appelle "catégorie sbélienne sur une catégorie@

une catégorie (fL additive sur Ob , dont les fibres sont abéliennes, et

telle que pour toute flache f: x —> y de 03 1le bifoncteur

Homf(x,‘f) : Unbz X (ﬂy — (Ab)

soit exact A gauche en X et Y .

On n'aura pas 2 utiliser ici que si LR: est une catégorie fibrée
et cofibrée sur Gh (SGA 1 VI 6) elle est abéliennme sur Ga dés que ses

fibres sont des catégories abéliennes.

Définition 2.2,.3. On appelle "catégorie triangulée sur une catégorie Gy "

une catégoriecﬂ: additive sur (3 , munie d'un foncteur T :nﬁ —s A

et dont les fibres ‘A'x pour x € ob GY sont munies d'ensembles &x de
trigngles, ce de sorte gue ;

(i) T est un 0b —automorphisme additif de A

(ii) i ib cﬂxx, munie du foncteur T _ induit

' >
par T et de l'emsemble A , est une catégorie triangulée (CD 1.1) ,

(1ii) si les triangles (X,Y,Z,u,v,w) et (X',Y',Z',u',v',w")

appartiennent 2 .ﬂx et ﬂx, respectivement, tout diagramme

Z z! -
s __ N

£
ot u'f = gu peut se prolonger en un morphisme de triangles

(f,g,h) : (X,Y,Z) — (X',Y',2'),
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T sera appelé le foncteur de translation, on €crira souvent
A[1] plutdt que T(A), A[n] désignant alors TM(A) (n € Z ).

Les triangles appartenant aux ensembles ;x seront dits distine-

gués ou exacts.

Proposition 2,2,4., Soient J une catégorie triangulée sur Ob , x un

; IR ) ’
objet de Lo , (X,¥,Z,u,v,w) un triangle distingué de u&x . Quels que

soient f: y —> x et l'objet A € Ob rﬂ;y » la suite infinie suivante est

exacte
e+ —> Hom (A,X) — Hom (A,Y) —=> Hom_(A,Z) —> Homf(A,x[ﬂ) —> Hom (A, Y[1])> ..

Enoncé analogue pour £ : x —> y et A € Ob dﬁby .
On laisse au lecteur le soin de démontrer cette proposition . W
en paraphrasant VERDIER [CD] p. 4 . On lui laisse aussi le soin de donner

un sens 2 la proposition suivante et de la vérifier :

Propositieon 2.2.5. Soit Jo une catégorie additive (resp. abélienne,

resp. triangulée) sur G5 . Pour tout foncteur (! —> (3 de bur &b ,

la catégorie A = Ax @' est additive (resp. sbélienne, resp. trian-
Gy
gulée) sur @

Exemplz 2.,2.6, La catégorie des faisceaux de modules sur des sites

annelés variables est abélienne sur la catégorie des sites annelés.

Exemple 2.2.7. Soit A une catégorie additive sur (9, La catégorie
c(A/@D) des complexes de (ﬁ: sur Cb a pour objets les complexes des

catégories fibres. Une fl2che f de (X",d) dans (Y",d) est un systame
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A de flaches £ : X" —> Y® tel que £d" = £27! 4. on pose p(f) = p(£™)

(cette fldche ne dépend pas de n car les p(d) sont des identités).
c(R/(GD) est une catégorie additive sur GH , On définit un foncteur
"de translation" en posant

n n+1l
x[1D =K » 1D o &

Exemple 2,2,8., Soit 5,8 une catégorie additive sur (b . La catégorie

K(Lﬂu{&} des complexes de A sur @) 2 homotopie prés a les mBmes objets

que c(A/G). On 1'obtient en décrétant nulles, dans C(cﬂ!@), les
fladches homotopes & zéro ; en d'autres termes, pour f : x —> y dans a5 5

X* € 0b Cfl)obeJ)x et Y' € 0Ob C(o&;"@)y , on pose
Hom (X*,¥") = H° HomZ(X",Y")

Le foncteur de translation passe au quotient,

- e o
" S

Si F : (%' —> (> est un foncteur de but @ , et si Jo? EU&%‘&%"
i on laisse au lecteur le soin d'identifier C(MA'/@') a C(Jﬁ/ﬂ") éﬁ‘

et R(A1/G1) a r(A /) ﬁ)(bﬁ' . En particulier, les fibres de la
catégorie K( A /0b) sont les catégories K(aﬁ,xJ et, en tant que telles,

sont triangulées,

! Proposition 2.2.9. (i) Pour les structures additionnelles définies en

2,2.8, la catégorie K(cb/6h) est triangulée sur Cb .

E (ii) La formation de la catégorie additive (resp. triangulée) C{J/&/ @)

(resp. K(J%/65)) est compatible 2 tout changement de catépgorie base

] G&'—%-G‘Q,
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Les conditions (1) et (ii) de la définition 2.2.3 se vérifient

fibre par fibre, (iii) se vérifie en paraphrasant VERDIER [CD] p.& .

Remarque 2.2.10. Ce qui précéde s'applique aussi aux catégorie
K+(Jilgb), K™ (/) e Kb(J%fﬁﬁ} obtenues en se limitant respectivement

aux complexes bornés inférieurement, supérieurement, ou bornés.

Remarque 2,2.11, Prenant pour (b 1la catégorie finale, on retrouve les

catégories usuelles de complexes .

2,2.12, Soit F un pseudo-foncteur d'une catégorie (5° dans (Cat),
On szit (SGA 1 VI) que F définit une catégorie fibrée sur 0 , de fibres
les catégories F(x). Quels que soient f: x —> y dans (b et X € 0Ob F(n),

Y € 0b F(y), on a par définition

(2.2.12.1) Homf(K,Y) = HomF(x)(K,F{f)(Y)) .

On sait (ibidem) que la construction précédente définit une équivalence
entre la 2-catégorie des pseudo=foncteurs de 007 dans (cat) et 1la
2~-catégorie des catégories fibrées sur Y .

Partons d'un pseudo-foncteur de @ ° dans 1a 2-catégorie ayant
pour objets les catégories additives (resp. abéliennes, resp. triangulées)
et pour l-fl2chesles foncteurs additifs (resp. exacts 2 gauche, resp.
triangulés). On vérifie aussitdt que la catégorie définie par(2.1.12.1)

est additive (resp. abélienne, resp. triangulée)., Réciproquement
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PrchsitiDn 2.2.13, La construction précédente &tablit une €quivalence

entre
——

(a) La 2-catégorie des pseudo-foncteurs de [ S

dans la 2-catégorie

ayant pour objets les catégories additives (resp. gzbéliennes, resp.

triangulées), et pour l-fl2chesles foncteurs additifs (resp. exacts

a gauche, resp. triangulés).

(b) La 2-catégorie des catégories additives (resp. abéliennes, resp.

triangulées) sur G5 , qui sont fibrées sur G5 ,

La théorie développée en SGA 1 VI permet de ne vérifier que le

point suivant

2.2,13.1. Soient /& une catégorie additive (resp. abélienne, resp.
triangulée) sur G5 , £ : x —> y une flache de & et supposons qu'un
foncteur image réciproque f%* : fLy_——ﬂ’ v&'n existe ; f* est slors additif

(resp. exact 2 gauche, resp. triangulé).

Le foncteur f£¥* donne lieu 2 des isomorphismes

Homf{x,?) ==  Hom_(X, £f¥(Y))
x

I1 faut prouver dans le cas triangulée, que f* est triangulé pour 1l'iso-

morphisme Tf¥* = f* T (T foncteur de tramnslation) qui rend commutatif les

diagrammes suivents

HcmE(K,Y]

Humf(TX,TY) :::::::::::

Hcmx(x,f*Y}

(2.2,13.2)

Homx(Tx,Tf*Y)

\ /

Hcmx(TK,f*TY)
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Cas additif : Soit un diagramme
£%X - > X
(2.2,153.3) £%(u) £#(v) ul | v
A L}
£¥X ! £ > X! .

1l

On a p'f*(u+v) (utv) p = uptvp = p'£¥(u)+p'£¥(v) = p'(F¥(u) + £%(v))

et done f¥*(u+v) £H(u) + £%(v),

Cas abélien : par définition (2.2 ), le foncteur Hom(X, £*Y) = Homf(x,Y}

est exact a gauche en Y, quel que soit X, donc f¥ est exact & gauche,

I3
Cas triangulé : seit (Y',Y,Y") un triangle distingué dans ﬂty et soit
(£*Y', £¥Y). En vertu de 2.2.3 , le morphisme canonique entre les bases
de ces triangles peut se prolonger en un morphisme de triangles, donnant

lieu au diazgramme suivant

£AY" > Y

//\ N

£y > Y s

Prouvons que s est un isomorphisme, ce qui ach2vera lz démons-

tration. Quel que soit X dans Ob J%x, on dispose du diagramme commutatif :
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(%, £%") —> I-lcm:x(x|,rf*Y) —> Homx(xlx") —> Hom (X, £#Y'[1]) —> Hom_ (X, £*v[1])
u{lfﬂ") — Hom_(X, f*¥) —> Hom (X, £*Y")— Hom_ (X, £*¥'[1]) —> Hom_ (X, £*¥[1])

= i " xH l

“tu,f) —> Hom (X,Y) — Hom (X,¥") —> Hom (X,¥'[1]) — Hom (X,¥[1])

Les premiéres et derniéres lignes sont exactes en vertu de 2,2.4,
En vertu du lemme des cing, l'application induite par s de Hom(X,X") dans
Hom(X, £¥¥") est toujours bijective et s est done un isomorphisme.

On a évidemment des résultats duaux pour les catégories cofibrées.

2.3. Formule triviale de dualité,

Seoit &ﬂu une catégorie sur une catégorie base (% s et soit S
un ensemble de fl2ches de &Fh , chacune se projetant sur une identité de Od,

i (ﬂ‘ -1 i (ﬂ: 1
La catégorie (s 7)) déduite de par calcul de fractions est une caté-
gorie sur U3 (vue la propriété universelle),

Soit (D! —&Gbun foncteur ; on désigne par JL' le produit
fibré Sox GO er par §'" l'image réciproque de S dans JL'. Le foncteur

ao

composé (A' —> A —> A(s71) rend inversible les fléches de S', donc

1

se factorise par JL'(S'”"). On trouve ainsi un (3 '-foncteur canonique

£2.3:1) gﬂ.'(s"l) —_— @'x:ﬂ-(s'l) :
a

Lemme 2.3.2. Si Gb' est une sous-catégorie de (5, et si chaque fois

qu'une flache composée h = feg de 3 appartient a ) ', £ et g sppartiennent

a G5!, alors le foncteur (2.3.1) est un i somorphisme,
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Notons que (2,3.1) induit toujours une bijection sur les objets,

et que, dans le cas présent, (4! xu%(S-I} est une sous-catégorie de d@(shl}.
65 1

Rappelons la construction "explicite" de UL(S } [1, Chap. 1].
Etant donné deux objets X et ¥ de Jt » on considére les "composés formels"
fl""fn oti chaque fi est soit une fléche deth , soit 1'inverse d'une
fléche de S, L'ensemble HomecS—l)(x,Y) sera le quotient de 1'ensemble

(%3

de ces "composés formels" par la relation d'équivalence engendrée par

les relations

£l evw uv oLl £ = £ ... (uew) ... £ pour u,v dans FL(SL)
-1

fl A 1 £ :=:f1 aale fn pour s £ §
-1

fl iss: BB ..fn_== f1 S fn pour s € § :

5i on applique ces constructions 2 J£ et &4 la sous-catégorie fb',
on vérifie que JL'(S_I) est identique 2 la sous-catégorie de «JL(S-l)
image réciproque de J>', du fait que si un "composé formel" fl...fn a
pour composé dans (9 une flache de 65', 1'image de chaque fi sera aussi
une flache de Gh',

Supposons maintenant que JL soit une catégorie triangulée sur

05 , et que les ensembles Sx =35 N FL(JLx) pour x € 0b(Gd) scient des

systeémes multiplicatifs saturés {(CD Ch.1l §2. 1).

Définition 2.3.3, Sous les hypotheses précédentes 1la catégorie Vb /0> sera

dite presque dérivable (resp. dérivable, resp. codérivable) relativement

4

S si, quel que soit le foncteur F : (3' —> (), le foncteur (2.3.1) est

un_isomorphisme (resp. et si J%(S-l} est fibrée, resp. cofibrée sur Gb).
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On désignera par I la catégorie du diagramme suivant

(2.3.4) r X — X
o 1

D'aprés 2,2,13, il revient z2u m2me de se donner une catégorie
triangulée S sur I, fibrée (resp. cofibrée) sur A , ou de se donner ses
fibres Lﬂ,o et Uaa-l et le foncteur triangulé image réciproque F¥* :-J?:l —:rz%
(resp. et le foncteur triangulé image directe F, :;A:o — uﬂulj. 51

A €O0b o et a ¢ Obuﬁi, on a (2.2.12.1)

1
HomF(Ao 28y ) = Hom(&o 5 F*Al)

(resp. HDmF(AO,Al) = Hom(F*ao,Al)) :

Proposition 2.3.5. Soit /b une catégorie triangulée sur I et S comme

en (2.3.3).

(1) S est presque dérivable relativement 2 S, g_t_:_uf‘s(s_l) est triangulée

sur I .

(i) ﬂcﬁb est fibrée (resp. cofibrée), le foncteur F¥* (resp.F,) est

(r.2.1)

dérivable 3 droite (resp. 2 gauche) relativement & SO et Sl

si et seulement si b est dériveable (resp. codérivable) sur I.

En vertu de 2,.3.2, les catégories fibres de A (S_lj sont les
" -1 -1 = - . o
catégories r./quo(SO ) et ‘A’l(sl ), ot s, =S n F{,(Ai} (i Lo 250 i 1
Avec les notations du § 1 n®°2, les foncteurs A, —= A; et Ay —> A;
identifient fLO(S;‘I) et ﬂI(SIIJ 2 des catégories de pro et ind-objets
de Uﬁuo et d‘il . Cela permet de définir une catégorie sur I, de fibres

A (71 -1 e € e i
O(So ) et u‘.l(s ), en posant, pour AD “ tﬁ:o et AI € ﬁ-l

g
bl
un

298



- &5 = XVII
1 A A = = K + = 7o AT oml r
homF(AD,nl) = Ho.\.F(n ,.-'-\1) %1 ] .}.:I.rn Hom(A!, 1J )
Ao—g ap nlﬁt’: nl

ot s et t parcourent les &léments de 5 et §; de but (de source) Ao(ﬁl).

La catégorie A s'envoie dans cette catégorie, et on vérifie aussitat
qu'elle vérifie la propriété universelle de ui(S-l), sur I et aprés tout
changement de base.

Pour vérifier (i), il suffit de prouver que cette catégorie,
soit Jl(s_l), est triangulée, et il suffit de vérifier la condition
2.2,3 (iii). Soient donc (XQ,YO,ZO) et (xl,‘fl,zl) des triangles distin-
gués de d%o et dﬁ}l’ donnant lieu aux triangles distingués (K;,Y;,Z;) et ; "

+ 4+ -1 -1
(X],¥],2]) de -ﬁaoiso ) et uﬁ.lcsl ).

u A .
X —> X ]
(2.3.5.1) l F
- v I i
YD > Yl . .Ly

En vertu du lemme 1.2.2.1, les triangles (X;,Y;,Z;J et
{K{,YI,Z;) sont limites de triangles distingués ; il existe donc des
morphismes de triangles distingués

-

o e ' [} 1
@3 T B ——— (X!, ¥, 21)

(2.3.5.2)

f ' f + + =
Qs B 3 ——= X}, Y, &) ’
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et un diagramme

u1
f o M AP
x’o xl

L

v
Y — :

compatibles avec (2.3.5.1). La catégorie ﬂ. étant triangulée sur I, ce

i diegramme peut se prolonger en un morphisme de triangles

L] L [} —_— 1 L} 1
(xc, Yo, Zo) (xl, Yl, 21) A

Composant ce dernier avec les morphismes (2.3.5.2), on voit que le
diagramme (2.3.5.1) peut se prolonger en un morphisme de trisngles,
ce qui &tablit 2.2.3 (iii).

Vérifions (ii), supposant par exemple \ﬁafibrée sur I. Si

¥ i Al £ 0Ob {J‘LL(SI]')), une image réciproque de A, dans -ﬁa(s"l} est un

1
objet B de u‘Lc(S;l) tel que, dans (A;o(s;'l), on ait

- il 5 - 3y = ,+
HOEZAD(SEI)(AO’B} = HomF(AO, A1) = Hom(a_, F*(Al}) Hchho(sgl)(Ao,F*(n13).

Il existe un tel objet B si et seulement si le Ind-objet F*(A-{) de -«A.-O(S_l}

est essentiellement constant (i.e. représentable), et B représente alors

cet ind-objet,qui n'est autre que RF(él) (1.2.1), d'olt 1'assertion.

Corollaire 2.3,6. Avec les notations de 2.3.3 , si A est presque déri-

vable sur (1 , alors *(S—l} est une catégorie triangulée sur 0% ,

Tout d'abord, la catégorie fibre A(S-l)x peut Btre identifiée

a ﬁox(s;l} : on applique 1'hypothi@se au changement de base {x} —> @
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Cette catégorie est triangulée, munie d'un ensemble Lx de triangles,

ce qui donne un sens A 1'énoncé précédent. Pour vérifier la condition
2.2.3 (4ii), il suffit de le faire apr2s tout changement de base I — (3,
et l'assertion résulte de 2.3.5 (i).

I1 résulte aussitdt de la démonstration de 2.3.5 (ii) que

Théorgme 2,3,7. (formule triviale de dualité).

Soit Y une catégorie triangulde fibrée et cofibrée sur i

et désignons par F, et F* les foncteurs image directe et image réciproque.

Soit § = S0 U 51 un systéme multiplicatif comme en 2.,3.,3. On suppose gque

LFy est défini an A € Ob A (sgl) et que Rf* est défini en A. € Ob w%ltsill. o

1

On a alors

Hom -1y (A_,RF¥A_) = Hom (A _,A ) = Hom =13{LF, A _,A. ) .
A (551 o 1 JL(s_l) o™l A (s7M) % S0y

La position des symboles R, L, ¥ et » dans 2,3.7 n'est aberrante
qu'en apparence ; en effet, dans la catégorie fibr&e et cofibrée 0.2
des faisceaux sur des sites variables, les catégories fibres sont les

catégories opposées des catégories usuelles de faisceaux,

2.4, Catégories fibrées en catégories dérivées,

2.4.0. On désigne dans ce n° par ¢4 une catégorie triangulée cofibrée
sur 63 et par S un systéme multiplicatif de morphismes de A » tous au-dessus
d'une identité, et tels que Sx =50 FL(dﬂx) soit un systéme multiplicatif

saturé de o4 - [CD 1.2.1] pour tout x € Ob(G).
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On recherche un critére pour que J% soit codérivable relative-
ment 2 S (2.3.3), ce qui implique que JL(S-I) soit triangulé&e sur U5
lorsqu'on la munit de 1'ensemble des triamgles isomorphes 2 1'image

d'un triangle distingué de A (2,3.5).

Proposition 2.4.1. Soient J%, Gb et S comme ci-dessus. Pour que So soit

codérivable relativement 3 S, il suffit que la condition suivante soit

vérifiée :
. -AO 3 . g 8 . f -E...a)
(#) ¥V x € obBY A € 0Ob( xJ, s : A' —> A dans S Vg,f : x —> y Boa

f.A' est déployé & gpauche pour le foncteur Sk o

Désignons par J%l la sous=catégorie pleine de S formée des
objets dont toutes les images directes sont déployés relativement & tous
; . '/hl
les foncteurs image directes , Alors 1.2.2 montre que €St une Sous-

catégorie triangulée de o » €évidemment cofibrée, On pose S1 =8N F{(J%}).

Lemme 2,4.1.1. Supposons gque S soit stable par images directes, Llors,

St 0o est codérivable et A (s™hH peut se calculer par un calcul de

fractions & droite,

Vérifions la condition ¢) de [1, I 2,2], si possible moins

triviale que les autres. On se donme f et s (s€S) et on doit trouver

A' — === -3 3
A

C2.4.1.2) s

[

t

i

1

S ————— . |
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un diagramme commutatif (2.4.1.2) avec t£S . Soit F 1'image de f dans 0%

Par hypothése F,(s) est encore dans 5, de sorte que, d'aprés VERDIER,

il existe un diagramme commutatif

Fla') — = 3!

A
s £

Fyla) ————> B
3

donc aussi un diagramme (2,4,1.,2).
A (571 v
Du fait que (s7") se calcule par calcul de fractions i

droite, il est trivial que sa formation commte au changement de base
c: Ay — G5 N

Ce lemme s'applique en particulier 2 Al e st i le lemme

suivant implique done 2,4,1 :

Lemme 2.4.1.3. Sur b et aprgs tout changement de base c¢ : (3! ——9-63,

le foncteur canonique 3 :JLl{sl“I) —a A (571) est une équivalence de

catégorie.

Construisons un foncteur quasi-inverse au foncteur 3 . Quel
que soit A € Ob A s choisissons 8y € S de but A et de source Al € 0b Jkl
avec s, = IdA pour AE Ob J%l . Soit f une flache de b , de but A, de
source B et d'image F dans 05 , Puisque S5 € 8 et que Fﬁﬁléobtﬂ}, on peut

trouver Bl, v et s € 51 rendant commutatif le diagramme suivant

|

b —
[s:]
W ——>
=

!

A
(2.4.1.4) T s,
4
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L« us7la de d%l{ﬁl-l) ne dépend alors que de f .,

La fléche £
Soient f et g deux fl&ches composables, d'images F et G dans 654
1 1 .1
Pour prouver que (gef) = g of, contemplons le diagramme suivant, ol

figurent des diagrammes (2,4,1.4) pour f et g :

A 2 > B & > c
'\
gk
L}
al - > F Al = > GF Al ‘
v
s Bl L > Gy B
/}’u ///;1 5R\\\\\\
b.
B > GyB! <—— " —>C' .

Puisque t € §, il existe C", rESl et w qui le rende commutatif,
Par définition, glafl bt b ou s ta et (gnf)l = vw (G*{s}r)_la'a s
et on conclut par la commutativité du diegramme.

On = donc défini un foncteur de o dan5¢}u1(51-1

) ; il se factorise
i J%(S_L} — Jk-lfsl_l), la propriété universelle de J%(S_l). Le
composé 3 § est isomorphe 2 l'identité car son composé avec le foncteur

: d% ——Q-JL(S_I) est isomorphe & J. On vérifie de meme que | ¥ est

isomorphe 2 1l'identité,

Corollaire 2.4,.2, Avec les notations de 2.4.1,:}L est codérivable relati-

vement 3 S d&s que, pour tout ensemble fini B de fliches de (b, 1a con-

dition (*) est vérifiée lorsqu'on se limite & ne considérer que les images

directes par les fl&ches de B.

3N
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Quelle que soit la catégorie Gd' d'ensemble de fladches fini,
la prop. 2.4.1 sera applicable aprés tout changement de catégorie de base

' —> 4. On prendra pour 65' les catégories des diagrammes suivants :
E-3 e T oy W, FH o W — . #

(o) (1) (2) (3)

Considérons les catégories ;ﬁ}x(s;ll (x€0b(%). Etant donné fEFL(4d) et

Al, Az dans ces catégories au-dessus de la scurce et du but de £, on
définit Homchl’A2) comme &tant l'ensemble analogue défini aprés le
changement de catégorie base de type (1) défini par f. On définit la
composition des morphismes & 1'aide de changements de catégorie base

de type (3)., On construit ainsi une catégorie -f%(shl)* sur (5 , dont

la formation est compatible & tout changement de base ; on vérifie qu'elle
est solution du preobléme umiversel qui définit vﬂ(s"l) en utilisant les

changements de base de type (0), (1) et (2).

Le ré€sultat suivant est le dual de 2.4.2,

Proposition 2.4.3. Soit ¢% une catégorie triangulée fibrée sur @ et S

comme en 2.4,1, Pour gque A soit dérivable relativement 2 5, il suffit

que pour tout ensemble fini B de fléches de ab , on ait

3
(#') ¥ xc ob(@d), ¥ Aeob(a'.x), 3 s : A—> A' dans §, Vg, f : z5 vy >x

dans B, f¥A' est déployé 2 droite pour le foncteur g%,
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3, Recollement de catégories fibrées ou cofibrées.

3.1. Introduction.

Soit f : ¥ —> X un morphisme séparé de type fini d'un schéma
Y dans un schéma X, ou une application continue d'un espace localement
compact dans un espace localement compact., On sait alors définir un fone-
teur "image directe & support propre", noté £, , de la catégorie des
faisceaux abéliens sur Y dans la catégorie des faisceaux abéliens sur X
(cf. 5.3 dans le cas des achémas, et VERDIER [3] pour le cas des espaces
localement compacts séparés)., Lorsque Y et X sont des schémas de type fini
sur €, ces deux définitions sont compatibles en un sens évident, Malheu-
reusement dans le cas des schémas,contrairement 32 ce qui se passe dans le
cas des espaces localement compacts, les foncteurs dérivés du foncteur f,
sont pathologique ; on peut toutefois définir un foncteur "image directe
2 support propre'" raisonnable, directement de la catégorie D+(Y) dans
D+(X). Pour le définir, on factorise le morphisme f en une immersion ou-
verte et un morphisme propre : f = F j . Le foncteur Rf, cherché se définit

alors comme composé du "prolongement par Q0" j, et du foncteur R?; , dérivé

du foncteur image directe par t.
Ces foncteurs Rf, , "image directe & support propre" ne sont

utilisables que si on vérifie pour eux un "formalisme de variance" incluant,

pour un composé f=gh, une formule

Rf, = Rg, Rh,

-

qui s'exprime le mieux en terme de catégories cofibrées. On dispose d'un

tel formalisme séparément pour les "prolongements par zéro' et pour les

L
(&)
fd
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images directes par un morphisme propre, et le probléme est de recoller
ces formalismes. Pour éviter d'@tre embouteillés plus tard par des cal-

culs idiots, on se propose dans ce § de dresser la liste des vérifications

€lémentaires requises pour mener & bien un tel reccllement, On le fera
dans un cadre légérement plus abstrait qu'il n'est indispensable, espérant
que le résultat pourra resservir,

La construction esquissée plus haut du foncteur Rf, exige que
le morphisme f puisse se factoriser en une immersion ouverte et un mor-
phisme propre. Sur le mod2le de HARTSHORNE IRD III 8 p.1897, on introduit

au n° 2 la notion adéquate de morphisme compactifiable,

3.2, Morphismes compactifiables.,

Définition 3.2,1. Un morphisme £ d'un S-schéma X dans un S-schéma Y

quasi-compact, quasi-séparé, est dit S-compactifiable s'il existe un

S5=-schéma P propre sur 5 et une factorisation de f en un morphisme quasi-

fini séparé j de X dans P X Y suivi de la projection de P X Y dans Y
S )

— "\
\/

Lorsque $ = ¥, on parlera simplement de morphisme compactifiable.
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Pransition 3.2.2. (i) Un morphisme S~compactifiable est séparé de type

fini.

——

(ii) Si Y est quasi-compact, quasi-séparé, un morphisme quasi-fini

géparé de but Y est compactifiable,

(iii) Le composé de deux morphismes S-compactifiables est encore

s-compactifiable.

(iv) Soit un diagramme de S-schémas quasi-compacts gquasi-séparés

K)&,Y'

X
£' l f
¥ ———————a T

Si f est S-compaetifiable, alors f' est S-compactifiable.

(v) Soit g un morphisme S-compactifiable ; pour gqu'un morphisme

composé gof soit S-compactifiable, il faut que h le soit.

Les assertions (i) (ii) et (iv) sont triviales., Pour prouver

(iii) et (v), considérons un composé f = gh, g &étant compactifiable,

Supposons gh compactifiable, d'oh un diagramme

PXY————>P %xZ
g 5
u
\J
X b Y g >z ;
Le composé vu est quasi-fini ; u est donc quasi-fini et (v) est prouvé,

Si h est compactifiable, on dispose d'un diagramme

e
Q
o
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et £ = fh se factorise par un morphisme quasi-fini séparé dans (Q xSP)xSZ.
Nagata affirme dans [5] que tout morphisme de type fini entre
schémas noethériens intdgres séparés est compactifiable, Le rédacteur
evoue ne pas avoir compris la démonstration,
Fixons maintenant un schéma S et désignons par (S) la sous-
catégorie de la catégorie des S-schémas dont les objets sont les S-schémas
quasi-compacts, quasi-séparés et dont les flaches sont les S-morphismes

S—compactifiables,

Proposition 3.2.3. Dans la catégorie (S):

(i) Les immersions ouvertes (resp. les morphismes propres) définissent
=£5 _lmmersions ouvertes

une sous-catégorie (S,i) {(resp.(S,p)) de (S) ayant memes objets que (S).

(ii) Les produits fibrés existent dans (S,p) et sont des produits fibrés

dans (5},

(iii) Tout morphisme f est le composé f = pj d'un morphisme propre p et

d'une immersion ouverte.
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En vertu de 3.2.2 (iii) (iv) et (v), les produits fibrés
existent dans (S) et sont des produits fibrés dans la catégorie de tous
les schémas, Puisque le preoduit fibré X = Xl xsz de deux schémas propres
sur Y est encore propre sur Y, et qu'un schéma est propre sur X si et
seulement si il est propre sur Kl et X,, la condition (ii) est vérifiée.

S§i f est un morphisme de (S), il admet par hypothése, dans (S),
une factorisation £ = pj',od p est propre et j quasi-fini séparé, En
vertu de EGA IV 18.12.13, j'admet une factorisation j' = qj,ot q est fini
et j une immersion ouverte ; de plus, en vertu de 3,2.2 (ii), q et j sont
dans (S). On a alors f = (pq)j, ce qui prouve (iii), L'assertion (i)

résulte de 3.2.2 (iii),.

3.2.4. Dans la suite de ce §, on suppose donnée une catégorie (S), munie
de deux sous-catégories (5,i) et (S,p), telles que
(i)  ob(s) = ob(S,i) = 0b(S,p);
(i1) 1les produits fibrés existent dans (S,p) et sont des produits fibrés
dans (5) ;
(111) ¥V £ € FL(S), J p € FL(S,p), 3 j € FL(S,i), £ = pj.

Les fléches de (S,i) (resp. de (S,p)) s'appelleront les immer-

slons ouvertes (resp. les morphismes propres),

Définition 3.2.5., (i) Une compactification d'un morphisme f de (8)

(resp. d'un couple (f,g), resp. d'un triple (f,g,h) de morphismes compo-

Sables) estun diagremme commutatif (3.2.5.1) (resp. (3.2.5.2), resp.

(3.2.5.3)) dont les fléches horizontales sont des immersions ouvertes

et dont les fléches obliques sont Propres.
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(ii) Un morphisme de compactifications est un morphisme de diagrammes

(3.2.5.1) (resp. ...) qui soit 1'identité sur la l2re ligne verticale

et propre en tous les sommets

Jl..
]|
11,
|

. ——

C_','
jl

o ||

;.}’
i
/
. Comin |
1
f [
| /%

Fh
["’
|

h

MWeE—— ] N
@
w
72
e

R —
(a1
|

(3.2.5.1) (3.2.5.2) {3.2.5.3)

Proposition 3.2.6. (i) Tout morphisme (resp, tout couple (f,z), resp.

tout triple (£,g,h), de morphismes composables) admet une compactification.

(ii) La catégorie des compactifications de f est filtrante 2 gauche.

(iii) Si des diagrammes (3.2.4.2)i (i=1,2) sont des compactifications

de (f,g), il existe une compactification (3.2.4.2)3 de (f,g) et das mor-

phismes de compactifications de {3.2.4.2)3 dans les compactifications

(3.2.4.231 .

(i) Le cas d'un morphisme n'est autre que 3.2.4 (iii). Traitons
le cas d'un triple ; avec les notations de (3.2.5.3), il suffit de construire
successivement des compactifications de £, g et h, de iE et jh, et enfin

de j'ﬁ .
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(ii) Socient {3.2.5.1)1 et (3.2.5.1)2 deux compactifications de
f . La projection p de ?i % ?é dans X est propre et Y s'y envoie par

s
(1,,i,)yqui ( 3.2.4 (iii)) peut se compactifier en (11,12) = qj . La

2
compactification £ = (p.q) j domine (3.2.4.1}1 et {3.2.4.1)2.

Si r et s sont deux morphismes de (3.2.&.1}1 dans (3.2.4.1)2,
le noyau K de la double fliche ?i ::5225?é s'envoie par un morphisme
propre dans ?i et il se factorise par K : soit il =ki, 8i i-= piB
est une compactification de i, l'existence de la compactification
£ = (El k p)i3 montre que 1'axziome L2 est satisfait.

(iii) Appliquons 1'axiome L1 des catégories filtrantes aux

compactifications de f et g déduites des (3.2.4.2)1 (i = 1,2). On trouve

ainsi ?5 et Es donnant lieu 2 des diagrammes commutatifs (3.2.5.1)i (i=1,2)

| ae———— 3l

(3.2.5.1);
i

et il reste & trouver une compactification de i3 Eé par EB , telle gue

23 puisse s'envoyer par un morphisme propre dans Zi,de fagon & donner

lieu 2 un cube commutatif (i =1,2). Si le but d'un morphisme entre com-

pactifications de 13E3 2 cette propriété, la source 1'a zncore et en
vertu de (ii), il suffira de s'occuper séparément des cas 1 = 1 et i = 2,
MG
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Soit T le produit fibré de Y_ et Zi sur Y, : alors T figure dans un cube

3

commutatif analogue 2 celui qu'on cherche, sauf gue la flache k de 23

dans T pourrait ne pas 8&tre une immersion ouverte., Posant k = pi (p propre,

E 3
j immersion ouverte) et remplagant T par la scurce Z_, de p, on trouve le

3

cube cherché,

Bemarque 3.,2.7. La proposition 3.2,3 aurait encore été walable si, dans

la définition 3.2.1 des morphismes compactifiables, on avait omis d'exiger
que Y soit quasi-compact quasi-séparé et demandé en compensation que j
soit une immersion ouverte quasi-compacte et non seulement un morphisme

quasi=fini,

Fads Recollement,
Rappelons que les hypothéses 3.2.4 sont satisfaites.

3.3.1. Supposons donnés :
@) pour chaque X € Ob(S), une catégorie F(X),
8) une (S,i)-catégorie cofibrée Fi et une (5,p) catégorie
cofibrée Fp’
¥) pour chaque X £ 0b(S), des isomorphismes entre F(X), (Fi)x
&) un scindage normalisé de F, et un scindage normalisé de Fp .
En vertu de (SGA 1VI), il "revient au méme" de se donner plutdt a) et :
(i) pour tout morphisme propre p: X—>Y, un foncteur
Py * F(X) —> F(Y),

(ii) pour tout couple composable (p,q) de morphismes propres,

310
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un isomorphisme de foncteur cp,q : Paly <> (pa)y ,

(i) et (i1)', donnéee analogues pour (5,i),

ces données vérifiant les conditions suivantes :

(a) si p est une identité, alors p, , et sont des identités,

c o
P»9 9P
(b) pour tout triple composable de morphismes propres, on a

c o (p, * ¢ ) =

(c # ) 3
P,qr T

c o
q,T P4, T Pa4d
(a)' et (b)', conditions analogues pour (S,p).
Supposons donné de plus,

(iii) pour tout diagramme commutatif D

N
o

Hoe—
i v ]

]

un isomorphisme de foncteur d(D) : puji <—> j.pl

Proposition 3,3.2. Si des domnées (i) (ii) (i') (4ii') (iii) vérifient

les conditions (a) (b) (a') (b") zinsi que (c) et (c') énoncées ci~-dessous,

alors, il existe une et "essentiellement'" une seule catégorie F cofibrée

sur S, munie d'isomorphismes F xs{s,i) = F; et F x(8,p) = Fp » compa-

tiblesa la donnée 3.3.1 y) et tels que les isomorphismes d(D) de {(iii)

soient les isomorphismes composés jupk = (ip"Jye = (Pi'), = puil .

(e) Pour tout diagramme commutatif du type suivant

314
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%) —— fzr - x3
K | p |
1 [ T2 | ©3
v , v 5 v
Y, e er i > ¥, :

dont les fléches horizontales sont des immers

ions ouvertes et dont les

flaches verticales sont propres, le triangle suivant d'isomorphismes d

de (iii) est commutatif :

Pax i; iy

ik Pos ig
Cet)

be

a p' -
1 Xy X5
[ %3 l i 14
v , ¥
=9 _—_ 5 g
Y, ¥, y

3

Pour tout diagramme commutatif du type suivant

— j-:{» j* pl*

dont les fléches horizontales sont propres et dont les flaches verticales

est commutatif :

sont des immersions cuvertes, le triangle suivant d'isomorphismes d de (iii)

i,4 Pk Px > % e 1

ai iz* Py

315
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3.3.2.1. Définition de £,.

Soit f un morphisme de Y dans X, Chaque compactification de f,
de diagramme (3.2.5(i)), définit un foncteur composé f, i, de F(Y) dans
F(X). Un morphisme de compactifications définit un diagramme commutatif

i
v C 1 -

(3.3.2.2) . 2

Y
1 ¥,
X

La donnée (iii) nous fournit domc un isomorphisme

fow Ipw = £y oo (0 ° low) = £55 © (py © 1w = £ 0 ign .

L'axiome (c¢') gerantit de plus que l'isomorphisme associé 2 un composé

de morphismes de compactification est le composé des isomorphismes

associéa 2 chacun d'eux. La catégorie des morphismes de compactification
étant filtrante (3.2.6 (ii)), on obtient ainsi un systdme transitif d'iso-
morphismes entre les foncteurs associés aux diverses compactification de £,

Choisissant l'une d'elles, on définit le foncteur f, .

3.3.2.3. Homomorphismes de transitivité.

Toute compactification d'un couple (f,g) de morphismes compo=
sables (diagramme (3.2.5.2)) définit une compactification de f, une de g,

une de fog = {Elzj(j'j), et un isomorphisme ¢ CEg )y —=52 % Bus

f.g

composé des isomorphismes

313
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— = —_— = — —
(fedy = (£ )% €390y = T (g, 111, = £, (i, gy) 3, = (£,1) (Bpipt=fym,

(ot 1'isemorphisme médian provient de (iii)).
Procuvons que cet isomorphisme ne dépend pas de la compactifi-
cation choisie de (f,g), En vertu de 3,2.6 (iii) , il suffire de com-

parer les isomorphismes c obtenus & partir de deux compactifications

f,g
(3.2.&.2)i (i=1,2) telles qu'existe un morphisme de compactification de
la premidre dans la seconde. Les fléches de ces morphismes seront dési-
gnées par p.

Considérons le diagramme suivant d'isomorphismes de foncteurs,

Pour faciliter sa lecture, on a omis d'Scrire les * .

T g — = st s = - -1

£285333, fy8,Pi iy £,8y309
T / o=
£28535P1; £p81313,

(3) (4) (5)
£2i98y1, —— £,1,8,P5; fpl81, —— f1,51;
Fi,1y8, 3, '
314
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a) L'isomorphisme composé de la lére ligne est 1'isomorphisme
3.3.2.1 entre deux définitions de (fg), .

b) L'isomorphisme composé de la derni&re ligne est 1'isomor-

p hismes 3.3.2.1 entre deux définitions de fy g, .
¢) Les isomorphismes verticaux extr&mes sont les isomorphismes

T entre (fg), et f,g., déduits de 1"une ou 1l'autre compactification.

Le probléme est donc de prouver que le bord extérieur du diagramme est

commutatif, Un diagramme commutatif de foncteurs reste commutatif quand

on compose chacun d'eux avec un meme foncteur. Ceci rappellé,lz commu=-

tativité de (i) résulte de (c) appliqué au diagramme

3 iq =
;i - 1 =
7z C > [ca
z1 zl
WV jl
< = =
Z 22 22 .

La commutativité de (3) et (5) est triviale, celle de (2), qui concerne
essentiellement des morphismes propres, l'est aussi. Reste 3 considérer

1'hexagone (4).

Considérons le cube commutatif suivant

3] -
lzz %
By ,,/,//’//,//////;? =
Sy =
z, -1 z e
1 1 ~
l | \‘\ |
! | e |
i | = - |
— W 2 ~ ¥
2 ‘ 1 e
1 ¥ € 1 2 5
/ | 17 :
Y — ¥
il 1
315
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Il y a six fagons de parcourir les arftes de ce cube El a ?é .
chacune "adjacente" 2 deux autres ; on dispose d'un isomorphisme entre
les foncteurs composés associés a deux chemins adjacents (i.e. séparés
par une seule face) et la commutativité de (4) résultera de la commu-—
tativité de 1'hexagone ainsi obtenu.

La morale de ce genre de diagramme est qu'une arte représente
un foncteur, une face un isomorphisme entre foncteurs composés et un
volume une condition de compatibilité (entre les faces qui en sont le
bord), On décomposera le cube en deux prismes 2 base triangulaire (par
le "plan" Ei ?i Y ?&} pour se ramener aux hypoth&ses (c'),

De fagon précise, on compl2te 1'hexagone en le diagramme d'iso-

morphismes suivant (pour faciliter sa lecture, les * ont &té omis)

B, i3 P
i, 8, P g, P 3!
\ /
i, (g,p) (g,p) i
7 AN
i ly gy P g i
/
P i, El
316
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Les triangles sont trivialement commutatifs et les pentagones le sont

en vertu de (c').

3.3.2.4. Condition de cocycles,

Vérifions que les isomorphismes c construits en 3.3.2.3

f.8
vérifient une condition de cocycle pour un triple (£, g, h) de morphismes
composables, Introduisons une compactification de (f, g, h), de diagramme

(3.2.4.3) et considérons le diagramme d'isomorphismes de foncteurs suivant :

fTigjhk Tei'ihk

Tei'hk'k
— — - pe—_ 2 ]
fighk'k Tghkik"k'k .

La commutativité du carré est triviale, celle des triangles résulte de
(c) et (e'" ), Lz commutativieé du bord extérieur Stant ce qu'il fallait

démontrer, ceci ach&ve la démonstration de 3,3,2

3.3.3. Supposons données sur (S,i) et (8,p) respectivement des catégories
fibrées munies d'un scindage normalisé Fi et Fp ;» et supposons que T,

et Fp ont m@me fibre F(X) en tout X € Ob §

D'aprds SGA 1 VI , il "revient au mfme" de se donner plutdt :
(i bis) pour tout morphisme propre p : X ™= Y, un foncteur
p¥ : F(Y) —= F(X),
(ii bis) pour tout couple composable (p,q) de morphismeSpropres, un iso-

morphisme de foncteur S g¥p¥* <«—= (pgl* ,
]
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(i' bis) et (ii' bis) données analogues pour (5,i),
ces données wérifiz-nt les conditions (=2 bis) (b bis)(a' bis) (b' Big)
duales de 3.3,1 (a)(b)(a')(b'),
Supposons donné de plus,

(iii bis) pour tout diagramme commutatif D

% J

1 p!
l
Z

un isomorphisme de foncteurs d(D) : j'¥p* <—= pla#js |

—> Y

p j.j'€FL(8,1i) ; p p' € FL(S,p)

f
|

v

T

On laisse au lecteur d'éncncer les conditions (¢ bis) et (c! bis)

duales de .3.3.2 (c) et (c'),

Des raisonnements paralléles & ceux qui précédent prouvent alors

la proposition suivante,

Proposition 3,3.4, Si des données (i bis)(ii bis)(i' bis)(ii' bis)(iii bis)

vérifient les conditions (a bis)(b bis)(a' bis)(b' bis)(c bis)(c' bis),

il existe une et essentiellement une catégorie F cofibrée sur S et munie

d'isomorphismes F xg(8,1) = F; » F X{8,p) = Fp ; ces isomorphismes é&tant

compatibles avec les identifications I-‘ix = pr (X€0b S) et tels que les

isomorphismes d(D) de (iii bis) deviennent les isomorphismes composés

P'*j* = (jpl)* = (PjT}% = jl#pﬁ

On notera cependant que 3.3.4 n'est pas dual de 3.3.2 5 cCar

les hypoth2ses faites sur (S,i) et (S,p) ne sont pas autoduales.
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4, Résolutions. Application & 1la fl&che de changement de base.

4,1. Résclutions plates.

Rappelons que si f : (X, /A) —>(¥,05) est un morphisme de sites

(ou de topos) annelés, l'image réciproque par f d'un faisceau de 05 -modules

a gauche Jb est le faisceau de Ao -modules 2 gauche M = M,
£¥ 3

Proposition 4.1.1. Socient f: (X, fo) —> (Y, 0D ) un morphisme de sites

annelés, K un faisceau de.d% -modules 3 droite, et 0 — L —> M—> N —> 0

une suite exacte de faisceaux de (3 -modules 2 gauche, Si M et N sont

plats, alors

(1) L est plat,
(1)

la suite suivante est exacte :

0—> K@ f¥L —> K® ,f* M—> K @, f*N —> 0
A Ao Ao

Factorisons f en les flaches (X, A ) -5 (X,f*@) > (v,G).
Le foncteur v¥ est exact, et transforme Modules plats en Modules plats

(IV 15) de sorte qu'il suffit de prouver

4,1.1 pour u , L'isomorphisme
(4.1.1.1) K & (A ®P) = K® P
S g £ 0

nous raméne alors au cas ou £ est 1l'identité,

Soit une suite exacte 0 —» R —2>» P —> K —> 0 avec P plat

(4.1.2). Les lignes et colonnes du diagramme suivant sont exactes:
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[=]

<
P
<

0 ———>REN—>PEZN——>K®N—>0

0 o

Appliquons le diagramme du serpent au deux premiéres colonnes :

on trouve

0 —l—Kg8L——a>K38 M

ce qui prouve (ii), Sans plus supposer P plat, on sait que dans le diagram-
me précédent les trois colonnes et deux lignes sont des suites exactes

courtes ; la premidre ligne est donc exacte, i.e. L est plat.

4,1.2., Soit A une sous-catégorie de la catégorie des sites annelés,
Les faisceaux de modules sur les sites annelés de A forment une catégorie
Mo , abélienne sur 4 (2.2.2), fibrée et cofibrée, dont les fibres sont
les opposées des catégories usuelles de faisceaux de modules sur un site.
On désignera par K(A) la catégorie K(Wb) (2.2.8) et par KT (A ) (resp.

K (A)) 1a sous-catégorie pleine de K(A ), dont les catégories fibres sont
les opposées des catégories K+.(S) (resp. K (S)) pour S € Ob A . Les
catégories K(/4A), K (A) et K (A) sont triangulées sur /) , fibrées et

cofibrées,
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Soit £ 1+ § —> S' une fl2che de /ﬁ. Tout injectif est acyclique
(1.2.3) pour le foncteur Rf, , et tout faisceau de modules plats est

acyclique pour le foncteur Lf¥ (4.1.1 et 1.2.6),d'od des foncteurs dérivés

(1.2.7)
(4.1.2.1) RE, : D (8) —=> D (")
(4.1.2.2) Lf¥* : D (8) —> D (5") ’

si Rf, (resp. Lf#) est de dimension finie, on peut dans 4.1.2.1
(resp. %.1.2.2)) remplacer l'exposant + (resp. -) par b, par - (resp. +)
ou le supprimer (1.2.10).

On désigne par D(4A) (resp. D+(Z0, resp. D (A)) la catégorie
déduite de K(/4) (resp. K+(/$J, resp, K (A)) en inversant les gquasi-iso-

morphismes.,

Scholie 4.1.3. ("Théor2me trivial de dualité").

(a) On_suppose que tous les foncteurs Rf, (resp. LE¥) sont de dimension

finie, Alors

(i) La formation de D(/) commute & tout changement de catégorie

base /' —=_. La catégorie D(A) est triangulée sur £ (2,2.3), 2t

ses fibres s'identifient aux opposées des catégories D(S) pour S € 0Ob A.

(ii) La catégorie D(/5) est cofibrée (resp, fibrée) sur A,

Soit £ : 8 —> 8' ; si Lf* (resp. Rf,) est de dimension finie, alors tout

objet de D(5') (resp. D(S)) a une image réciproque (resp. directe} par £

2u sens de la catégorie D(.A) sur A . Les foncteurs image réciproqueé et

image directe s'identifient 2 Lf* et RE, .
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(iii) Tout objet de D (S') (resp. DT(S)) 2 une image réciprogue

(resp. directe) au sens de D(A) et le foncteur image réciproque (resp.

directe)s'identifie 2 LE* (resp, Rf,).

*

(b) (i) La formetion de D (LH) (resp. D+(/bJj commute & tout changement

de catégorie base A' —= /A . La catégorie D (4) (resp. D+(A§) est trian-

gulée sur /ﬁ ,» et ses fibres s'identifient aux opposées des_catégories

DT(S) (resp. D (S)).
(i1) La catégorie D (A) (resp. D (A)) est fibrée (resp. cofibrée)

sur /5-; les foncteurs'image réciproque'" (resp, "image directe") s'iden-~

fient aux foncteurs dérivés Lf* (resp., Rf,).

(iii) 8i £ : § —> 5' est tel que Rf, (resp. Lf*) soit de dimen-

- +
sion finie, tout objet de D (8) (resp. D (S')) 2 une image directe au sens

de D" (/5) (resp. une image réciproque au sens de D+(/§)), et le foncteur

1"

image directe" (resp, "image réciproque") s'identifie 2 Rf, (resp. Lf*),

I1 suffira de vérifier que dans chaque cas les hypoht2ses de 2.4.1
ou 2,4.3 sont remplies, les autres assertions se déduisant aprés un chan-
gement de base {S] —_— /S , ou I ——a—/ﬁ, de 2,3,5 et 1.2,10. Dans le cas
(b), les complexes de faisceaux plats (resp. flasques) satisfont aux hypo=
théses de 2.4.1, Dans le cas (a), on utilisera 2.4.3 de fagon 2 n'avoir

34 considérer que des f tels que la dimension de Rf, (resp. Lf¥*) soit

)
¥
-

o

majorée par N fixe. Prouvons qu'il existe "assez" de complexes K dont les
composantes ont leurs images directes (resp., réciproques) toutes acycliques

pour les foncteurs image directe (réciproque) considérés. Soit K un
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complexe et K¥ (resp. K,) une résolution de Cartan-Eilenberg de K per
des complexes 2 composantes flasques (resp. plates). Si n > N, on voit
que f, 1! (K¥) = TL £,(K*) (resp. f*T;-n(K*) = 1 __£%(Ky)) od T* désigne
un tronqué relativement & la seconde différentielle, Pour n > 2N, on en
déduit que Tzh(x*) (resp. T;-n(K*)) vérifie 1'hypothese de 2,4.,3, et tout

complexe K est la source (resp. le but) d'un quasi-isomorphisme de but

(resp. de source) un tel complexe.

4.1.4. Considérons un carré commutatif de sites annelés (4.1,4.1) (cf, 0.11)
X! —————El————a p 4

(4.1.4,1) £! £
st —E——= 5 .

On peut considérer la sous-catégorie de la catégorie des sites réduite

2 ce diagramme ; on utilise alors 2.1.2 pour définir un "morphisme de

changement de base' de Lg¥* Rf, dans RE} Lg'¥* lorsque 4.1.3 est applicable :

Proposition 4,1.5. La fléche 2.1.2 de changement de base, de Lg® Rf, dens

Rf} Lg'®, est définie dans chacun des cas suivants :

(i) On _travaille dans les catégories D t Lg%, Lg'* sont de dimension

finie,

(ii) On travaille dans les catégories D t Rf, , Rf} sont de dimension

finie.

(iii) On travaille dans les catégories dérivées entidres, et Rf,, Rfl,

Lg¥*, Lg'"* sont de dimension finie, ainsi que Lf* et LE'®* (ou : ainsi que

Rg,. et Rgy).

L
[
tad
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On notera que la derni2re hypothigse de (iii) semble canul aresque,
Le rédacteur ne sait pas s'en débarasser sauf lorsque les sites considérés
ont assez de points (4.2.12). Les propriétés fonctorielles de cette flidche

de changement de base s'obtiennent aussitft & partir de la description 2.1.2.

4.1.6. Soit (S,Ji) un site annelé, et considérons le foncteur "produit

tensoriel
® : Mod, (5,A%) x Mod (s,/b) — Med(s, )

oi C est le centre de tﬁ .

La recette de 1,1.6, pour 1l'application de laquelle on définira
le complexe simple associé 3 un double complexe par une somme, permet

d'étendre ce foncteur en un foncteur encore noté @ :

® : k(5, A% x K(s,A) —= Kk(s, C) :

Proposition 4.1,7. Avec les notations précédentes :

(i) Le foncteur produit tensoriel est dériwvable 2 gauche (1.,2.1) en

un foncteur "produit tensoriel total’

L
® : D(s,MA°) x D(5,A) —>D(5,C) ;

{ii) un couple (K,L) de complexes bornés supérieurement est déployé

L
pour & dés que K ou L est a composantes plates,

La démonstration est standard.
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Notation 4.1.8. Si K € D (S,u‘l:o) et LED (S,d%,), on désigne par K ® L

B g AVIL

L = L
le produit tensoriel total de K et L. Le faisceau H‘k(K L) = XK EL

se désipne par Totk{K,L3 et s'appelle le e hypertor local de K et L ,

Soient K & D-(S,J%GJ et L € D (5,A). s5i Hi(K} = 0 pour i > k
et Hi(l.) = 0 pour i > L, on vérifie que Hi(KliLQ L) =0 pour i >k + 4 et
que 1k é L) = B%K) @ BY(L). Fixcge K et regardons K é\ L comme un
foncteur en L. Si on applique la définition 1,2.9 de 1'amplitude coho-
mologique comme intervalle de Z , la borne supérieure de cet intervalle
est de nature triviale. C'est le plus grand entier i tel gue Hi(K) # 0.

La borne inférieure est plus intéressante :

Définition 4.1.9, On dit qu'un complexe K € Ob Db(S,d%F) est de Tor-dimension

=n si les conditions €quivalentes suivantes sont vérifides :

(i) Pour tout oﬂz-mﬂdule L, Tork(K,L) = 0 pour k > n .,

(ii) Pour tout complexe de d% -modules L tel que H (L) = O pour i < 4,

. L
H' (K& L) = 0 pour i < {-n.

(iii) Il existe un quasi-isomorphisme de but K et de source un complexc

K', 2 composantes plates et nulles peour i < -n .

4.,1.10. Voici quelques variations possibles:

(i) S5i K € 0b Db(S,JLO) est de tor-dimension finie et si L <

T
o
o
0
-
w

L
oF
S

L
alors le foncteur ® est défini (1.2.1) en (K,L).
& ; b o . S
(ii) si K € 0b K (5,/" ) a des composantes de Tor-dimension finie, le
foncteur L—=> K ® L (L € K(S,c4)) est dérivable a gauche.
(iii) Si tout Module est de Tor-dimension Ffinie, le foncteur @ se dérive

en un foncteur

L _
@ : Dpes,h°%) x D(S,AH) —> D(S,%E) .
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4.2, Résolutions flasques de Godement.

4.2,1, Scient S un topos et X un ensemble. Il revient au m@me de se donner
une famille de point de S indexée par X ou de se donner un morphisme

k : Top(X) —= 5 du topos défini par 1l'espace topologique discret X dans

5. Pour que la dite famille soit conservative (IV 6.4.1), il faut et il
suffit que pour tout faisceau F de §, la fléche d'adjonction de F dans

k,k*®F soit un monomorphisme (cf. IV 6.4.0).

Définition 4.2.2, Soit k : Top(X) —> S une famille conservative de

points d'un topos S ., On _appelle résclution de Godement ou résolution

flasque canonique (relative & X) d'un faisceau abélien F de S,et on dési-

gne par h§ (F) (ou simplement ©*(F)), 1a résolution 2 droite suivante de F :

1) €°(F) = kk*F et ¢ : F —>'2%(F) est 1a fldche d'adjonction.
1

2) Posons d & = g ; on définit par récurrence, pour n = 0
e -
te™ l(F} = €%(coker a” 1), et d" comme fl2che composée

a . e™(m) ———a—coker(dn_l) ——9-E°(coker(dn-1)).

Proposition 4.2.3. Sous les hypotheses de 4.2.2,

(i) €"(F) est un faisceau flasque (V 3.7),

(ii) “™(F) est un foncteur exact en P,

(iii) 1la fibre en un point x € X du complexe €*(F) est une résolution

cancniquement scindée de Fx
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Les faisceaux €"(F) sont flasques en tant qu'image directe de
faisceaux (automatiquement flasques) sur l'espace topologique discret X.

o
Les foncteurs k¥ et k, sont exacts, Le foncteur € est donc

-1
exact. Prouvons par récurrence sur n 2 O que le foncteuri&'&iﬁ = coker(d™ ")

1

est exact, donc aussi‘€n+ = ED;ZP . Posons :Z.-l(F) = F. Une suite exacte

de faisceaux

0O—>»F"' —» F —>F" —» 0

définit pour n = 0 un diagramme
0 (0] 8]

{ ! !

O ——me Fheply e PRy s lenny o
! |
0 ———3 € (F') ———>e” (F) —> eN(F") —> 0o

l !

W
0 ——= I Mf') ——> TNF) ——= (") — >0

\ | L

o] o] o]

dont les colomnes sont exactes, ainsi, d'aprés 1'hypotheése de récurrence,
que les 2 premidres lignes, La 3& ligne est donc exacte, et (ii) est prouvé,

Les suites exactes courtes
n+l n o
0 —> Z7HF) —>€"(F) —> (5 — 0
sont des cas particuliers de la suite exacte courte

(4,2.3.1) 0 —> F —2€%r) — Z%F) —> 0o
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; . i n=lz— - . 3
(faire 12 substitution F+—=>22 "7 (F)). Pour prouver (iii), il reste &
prouver que la suite image réciproque de (4,2.3.1) par k est canoniquement

scindée, La fléche composéc

k*(e) [ I . = o#
K¥F  ———S5s 1#eOF = k(K K®IF = (k¥ IK*F —> K¥F

est en effet 1'identité,

Remarque 4,2.4, Si (xi}iéx est une famille conservative de points d'un
site, & cette famille correspond une famille conservative de points du
topos engendré, qui permet encore de définir les résclutions flasques

canoniques,

Remarque 4.2.5, Si S est un topos annelé, les foncteurs € transforment

Modules en Modules,

Remarque 4,2,6, Soit .4 une catégorie formée de sites. Supposons donné,
pour chaque S & Oh/ﬁ-, un ensemble Sd et une famille conservative
ks: Top(Sd)-—ib S de points de S indexé&s par Sd . Supposons que Sd soit

fonctoriel en S et que les diagrammes

Top(Sd) > Top(Td)

kg Ky

solent commutatifs, Les résolutions flasques canoniques correspondantes

sont alors "fonctorielles en S ",
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Si /6 est la catégorie des espaces topologiques, on peut prendre
sd = ensemble sous-jacent.

Si /6 est la catégorie des sites é&tales de schémas S localement
de type fini sur un schéma SO s et si pour chaque s € So ) k(s) est une
cl8ture algébrique de k(s), on peut prendre pour Sd l'ensemble des points
de 5 a valeurs dans 1'un des k(s).

On peut remplacer la condition "de type fini" par une condition
de cardinal si les cl8tures algébriques k(s) sont rempl acées par des

extensions algébriquement closes assez grandes.

4,2.7. Un des intér2ts des résolutions flasques canoniques est qu'elles
permettent de construire des complexes déployés a la fois pour des foncteurs
du type 'produit tensoriel” et pour des foncteurs du type 'image directe".
I1 permettent par 12 une construction peut-—8tre plus compréhenseible des

morphismes de changement de base (4.1.5).

Lemme 4.2,.8. Soient f : (S,JL) —= (5',43) un morphisme de sites annelés,

K € ob K(s, A% et L € Ob K(S',0%) des complexes et k : Top(X) —> S un

ensemble conservatif de points de S . On suppose remplie 1'une des con-

ditions suivantes :

(a) Les cohomologies de K et L sont bornés supérieurement ;

(5) A est do Tor-dineasion finie sur £%#(% et K € Ob Db(S,JkO) est

de Tor-dimension finie ;

(c) L € o0b Db(s',ﬁél est de Tor-dimension finie,
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Alors le foncteur (K,L) > K 2 f¥L est dérivable (1.2.1)

L
en (K,L) ; soit ® Lf% son dérivé,

—

L
(i) Si x est un point de §, alors (K & LE*L), = K

= L .
& ® ubf(x) £(x)
(1i) Le couple (K,L) est déployé a gauche pour 8 Lf¥(1.2.1) si et seu-

lement si, pour tout x € X, le couple (KR, L‘{xj) est déployé 2 gauche

pour le foncteur B .

e {62 z
(iii) Sous les hypoth2ses (a) ou (b), le foncteur K & LE¥L en L est
d! litude cchomeologique —d (1.2.9) FL at seulement si, V x € V¥, le

complexe Kx QE_GBE(x)-modules ent de Tor-amplitude < d.

Ce lemme, dont la démonstration est standard, exprime la

"nature ponctuelle" du foncteur considéré,

4.2.9. Soit L un complexe, On appelle réeolution de Godement (relative

2 X) de L le complexe simple (défini en tarme de sommes) associé au

complexe double C¥L (1.1.4), On appelle résolution de GCodement tronquée

a2 1'ordre n T;n C*¥L le complexe simple associé au compleme double
déduit de C*L par troncature (1.1.15) dans le sens de la différentielle
de Godement. En vertu de 4.2.3 (iii), L est point de X par point de X
homotope aux complexes T;n C¥L et C*L ; ces complexes sont donc "aussi

bomsque L " vis-2-vis des foncteurs du type "produit tensoriel" (4.2.8).

Proposition 4,2.10. Soient (5,A) un site annelé, X un ensemble conser-

vatif de points de § et N,M EW U {=} avec N ou M<ew , Soit A 1a sous=

catégorie de K(S) formée des complexes L tels que

(a) Si N =, alors H'(L) = Q pour i assez grand ; si M= = , alors

H'(L) = 0 pour i assez petit.

[
w
(&)
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(b) Quels que scient x € X et lethx-module Q de Tor-dimension < N , le

complexe Lx est déployé 2 gauche pour le foncteur Mk QULx* .

! (¢) Quel que soit le morphisme de topos f ;: X —= E, de dimension

cobomologique < M, le complexe L est déploy& 3 droite pour le foncteur £,

Alors, l'inclusion de A dans K(S) induit une équivalence entre

la catégorie déduite de A en inversant les guasi-isomorphismes et 1la

{ catégorie D¥(S), # =+ si N< M=o, # = — 8i M<N == et # = blanc

j i N,M < = ,

Seit K un complexe vérifiant (a), Si N = =, alors la flache
canonique a : Kl = Usi K —> K est quasi-isomorphisme pour i assez giand,
Si N < =, on pose Kl = K . Soit Kf une résolution plate de Cartan-Eilenberg
et posons K, = T;N Ky (troncature dans le sens de la nouvelle différentielle).

La fléche composée de K2 dans K est un quasi~-isomorphisme, et K2 vérifie (b),

Soit K un complexe vérifiant (a) et (b), Si M = % , alors N < = ;

pour i assez grand,b : K “hg'czi Kl = K3 est un quasi-isomorphisme de

Ky vérifie encore (a) et (b). 8i M < =, on pose K = Ky + Soit K, = 0y, C¥K, .
Alors K, vérifie (a) (e), et (b) par 4.2.3 (iii).

La proposition résulte donc de deux applications successivas

1 de [CD I 2.4.2],

Variantes 4.2.11, Si N < = (resp, si M < = , resp., si N, M < =) alors

on aurait pu travailler de mBme avec des complexes bornés inférieurement

(resp. supérieurement, resp. bornés).
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4,2.12, Voici comment utiliser ces constructions pour définir ie morphi sme

de changement de base 4.1.4. sous des hypothéses plus générales que celles

de loe, eit., lorsque les sites considérés ont assez de points.

Soient un diagramme commutatif (cf, (0.11)) de sites

%1 g' -

CAIZUXET) £!

s! L >

N e

)

Lﬁb un faisceau d'anneaux sur §, A un faisceau d'anneaux sur S' et L
un complexe de ( ', g% ) -bimodules sur S'. On suppose que :
(i) les sites X et X' admettent des familles conservatives de points,

k: Q—=>Xetk': Q" — X', s'insérant dans un diagramme commutatif

1
X! g > ¥
(4.2.12.2) k! k
' v
Q! fo > Q :

(ii) L'une des hypoth&éses suivantes est remplie :

(a) Les foncteurs Rf, et Rf] sont de dimension cchomologique finie,
et L est borné supérieurement, On pose s = - ,

{(b) L est borné inférieurement, 2 composantes de Tor-dimension uni-
formément bornée (comme g* A -modules). On pose 5 = 4+

(c) L est borné, et les hypoth2ses de (a) et (b) sont remplies. On

pose s = blanc,
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On désigne par L %E_.g* - DS(S,A} —> p°(s', A') le foncteur
dérivé gauche (1.2.1) du foncteur K +—> L & g% A, g2¥K de KS(S,Q’%) dans
k¥ (s', A,

On se propose de définir une fl&che de changement de base
(4.2.12.3) L+ Lg Hg* RE*K——-}Rf;(f'*L%Lg'*K)
pour K dans DE(K,M%).

En vertu de 4,2.10, il suffit de la définir, fonctoriellement

en K, pour les complexes appartenant a la catégorie A de 4.2.10, pour

Nz sup (tor dim de L® sur g¥ )
i

M =z dimension cohomologique de RE, .
Un tel complexe est déployé tant pour le foncteur Rf, que pour le foncteur

L
£'¥L 8&, g'* (4.2,8), Les fléches canoniques
L}

a 1 £, ——> REK

i
B: £'%L @LgH¥K —=> L @ g*K

sont donc des quasi-isomorphismes. Pour calculer le membre de gauche I
de (4.2.12,3), il suffit donc de prendre une résolution gauche (i.e.

un quasi-isomorphisme)

£ K F

V:Kl

avec Kl déployé pour L%Lg* ; on a

I = L®ILgHK

1
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De méme, pour calculer le membre de dreoite M de (4,2,12,3),

il suffit de prendre une résolution droite

b ¢ B B gt R —t Ry 5

avec K, déployé pour Rf] ; on a
n = f' kK .
On définit alors la fléche de changement de base comme le composé

I=1@ g, —"-'a-,-L@g*f*KC—)fg(f'ﬂgg'ﬂ)a—)fgle ;1 R

ot la flache c est la fléche de changement de base usuelle, au niveau
des vrais complexes,

Cette fléche de changement de base a la propriété caractéristique
suivante, qui rend en principe aisée la vérification de ses propriétés

de compatibilité,

Proposition 4.2,13. Sous les hypothéses précédentes, scient K € Cb CS(K',.‘;’o),

Ky € 0b cs{x,ﬂa) et K, € Ob CS(S,A). Soient de plus u un f-morphisme de

K dans K;, i.e. u € “OM(KL, fu E) = Hom(f*Kl,K), et v un morphisme de

£f'*L ® g'*K dans K, . On déduit de u,v et de la fl2che de changement de

base usuelle un morphisme de complexes cL, P L® g*’Kl —> f;kz . Soient
2

u', vl et c:nr les fléches composées
@Ry R SRR
I v
vl : L@Lg'*¥K —> L & g'*K‘—*-*')Kz
ct g LIE_H..g'*K —= L & g'*K i}f' K, — RfIK
u,v 1 1 ® N2 ¥y -
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Le diagramme suivant est commutatif

L L
L @ Lg*Rf K - > REL(E'SL ® Lg'*K)
L
(4,2.13.1) L ® Lg*(u') REL(v')
L c! v
5 uv "
L ® Lg*K, REL K, 2

Supposons tout d'abord que Kl = f K et que Kz = YRR ¥K ,

et soit un diagramme commutatif de complexes

K2 > K
W
K© K>

L
tel que k? soit déployé pour Lf'#L @ Lg'# , que Kb soit déployé
pour Rf, et que kS soit déployé pour ces deux foncteurs : pour construire
ce diagramme, on commence par construire K® » Puis on applique une

résolution flasque canonique (éventuellement tronquéd 3 K2 et K

Appliquons le foncteur f, (resp. L @ g'®*) & ce diagramme,

a b

- c y a b o cy
et résolvons les complexes du diagramme (KI, Kl, Kl’ Kl) (resp. (hz, KZ’I?’ KEL

de fagon i obtenir un cube commutatif, o =~ désigne un quasi-isomorphisme
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o
-
e

\\
\\M //j;///}# F i
ct " .c
l\1

L
K K Ko déployés pour le foncteur L & Lg% (resp.

/"% /\

&

-~
(S
/

I

R b =
/ hz \
Y ) ////////z
B2
al b! e!
avec Ki, K2 - KZ . Kz déployés pour le foncteur Rfl). Utilisant les

morphismes usuels de changement de base, on cobtient un prisme commutatif

fa complexecs cur 7

i = f: fr L]
/ ‘@g*"‘i\ ) S : : % 'x’\
al . S o f'Ka'
*Kl 1’?%*1{1—“‘} E*KZ # 9
\ \ \
[} b b =y
B&g*K; *Kz f;KE
-1
-1 ©)
2
C' = ~ c f'Kc fTK\q,
ugg*xl = —> Leg¥K, — =Ky = *
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et on conclut en notant que les fl2ches du diagrameme (4,2,13,1)
s'identifient aux fl&ches composées suivantes :
pour © ! la composée des fliaches (:);

1 L]
pour L & Lg#¥(u') : la composée des flaches C:) , dont une flé&che
inverse d'un quasi-isomorphisme ;
pour REL(v') : la composée des fléches (:) ; dont une fléche inverse

d'un quasi-isomorphisme ;

pour C&v : 1la composé des fliches (:) "

Dans le cas général, posons K!

1 = EuK et K = £'¥#Lgg¥K, On

2

dispose alors d'un diagramme

b L L
. L ® Lg*RE K = > REL(E'¥L ® Lg'*K)
i A
N/
[ ¥ i L P 1t 1
L ® Lg"K; —> L @ Lg*K} = RELK) — REIK, ;

dont les triangles sont commutatifs, ainsi que le rectangle intérieur

d'aprés ce qui précade. Le contour est donc commutatif, et ceci prouve 4,2.13.

 ——————

— e —— e
-
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4.3. Le cthéorgme de changement de base,

On se propose de reformuler en termes de catégories dérivées

le théorZme de changement de base pour les morphismes propres XII 5,1 (iii),

Théor&me 4.3.1. Soit un diagramme cartésien de schémas

X
Y ;
S

5? >

avec f propre. Soient J% et A’ des faisceaux d'anneaux de torsion

sur S et S'" et L un complexe borné supérieurement de {A', g¥./A)-bimodules.

On_suppose que la dimension des fibres de f est bornée., L'hypothése

4.2,12 (a) est alors remplie, et la flache de changement de base (4.2.12.3),

entre foncteurs de D (X,f%A) dans D (S', A') :
~ - 1’ r T L L
@ ¢ L ®Lg*¥K ——————> REL(ETHL @ Lg'* K)

Les foncteurs considérés sont triangulés et "way-out" [RD I 7],
de sorte que, pour vérifier que e est un isomorphisme, il suffit de
vérifier que les aﬂﬂi(K} sont des isomorphismes. On peut donc supposer

gque K est réduit 3 un faisceau de f* A _modules (de torsion) placé en

degré O ,
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Pour wvérifier que Py est un isomorphisme, 11 suffit de le
vérifier apr@s application du foncteur d'oubli de la catégorie des
utﬂv'-l-bdules dans celle des Z/nZ -Modules, on ndb=nA' =0 .

Ceci permet de se ramener au cas oa A' = Z /nZ , avee n A =0
On peut alors remplacer L par un complexe isomorphe dans la catégorie
dérivée, a composantes plates sur g*@&~, et borné supérieurement. Les
foncteurs considérés étant triangulés et "way out" en L, il suffit de
vétifier que G est un isomorphisme aprés avoir remplacé L par une
de ses composantes., On peut donc supposer que L est réduit 2 un faiscean
de g*Ji-modules plats placé en degré O . Il faut prouver que les flaches

ol i L8 gk ———— RIfL(£HL @ g)

sont des isomorphismes. Soit s un point géométrique de S8', Xs la fibre

de X' en s et K_ les images réciproques de K sur xs . En vertu de

XIT 5.1 (iii), la fibre en s de w! est la flache
. q q ;
%y P Ly ® HIX ,K) —> HIX_, L_ & K) ;

En vertu du théoréme de D. Lazard [1], le Jhs—module plat L_ est limite
inductive filtrante decfis-modules libres Ls i 3 le foncteur aq(xs,*)
>

commute aux limites inductives filtrantes, La fléche gﬁ est donc limite

inductive des flé&ches

w0

e2]

. o nd q
3 Ls,i & H (}{S,K) —>H (xs, Ls’i ® K) :
2 €€ 5

Ces derniéres sont évidemment des isomorphismes, donc aussi @2

€st un isomorphisme,
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Variantes 4.3.2. (i) Lorsque L est un complexe borné de composantes

de Tor-dimension finie sur g* J% , les hypotheses (c) de 4.2.12 sont

remplies, et on peut travailler dans la catégorie dérivée entidre.

(ii) Si L borné inférieurement, & composantes de Tor-dimension finie

sur g%/t les hypothéses {b) de 4,2,12 sont remplies, meme si .4 et

' ne sont pas de torsion ; la fléche de changement de base S
AN

<z 3 ; A . " : i

I D (¥,£f%.4)) sera un isomorphisme si les faisczaux H (K) sont

J 28

M

de ter-sion,

5. Les foncteurs image directe a Support propre.

5.1. La construction fondamentale.

On se propose de suivre le programme indiqué en 3.1 et de
définir le foncteur RE, pour f un morphisme compactifiable (3.2)., Om
montrera en appendice comment traiter le cas d'un morphisme séparé de

type fini quelconque,

5.1.1. Scient X un topos, U un ocuvert de X (IV 8.3) et j le morphisme
d'inclusion de U dans X . On a dé&fini en IV 5.2 un foneteur "prolongement
par le vide" de la catégorie des faisceaux d'ensembles sur U dans celle
des faisceaux d'ensembles sur X , Ce foncteur j, est adjoint & gauche
au foncteur de restriction j¥ .

On désipgne encore par j, le foncteur de la catégorie des
faisceaux d'rnsembles pointés sur U (resp. des faisceaux en groupes,

resp. des faisceaux de j¥*¢b -modules pour b faisceau d'anneaux sur X)
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dans la catégorie analogue sur X, adjoint A gauche au foncteur de

restriction i* (IV Y, Ces trois foncteurs j, sont compatibles aux

foncteurs d'oubli, de la catégorie des Modules dans celle des Groupes,
! et de la catégorie des Groupes dans celle des Ensembles pointés (%), Si

i : F—> X est l'inclusion du fermé complémentaire de U, alors j*j

-

est (canoniquement isomorphe 2) l'identité et i*j! est le foncteur
constant de valeur 1'objet initial (ou final, cela revient ici au m@me).
Ceci caractérise d'ailleurs j, . On en déduit que les trois foncteurs

j, envisagés sont exacts et s'injectent dans les foncteurs ju corres-

pondants. On les appelle foncteurs de prolongement par zéro, La formule

(jl ;]2)"‘t = jg jf se transpose en un isomorphisme de transitivité

Gy 320 = 35y 3y ‘

Les foncteur j, sont compatibles aux changements de base :

Lemme 5.1.2. Soient £ : X —> Y un morphisme de topos, V un ouvert de

Y et U son image réciproque dans X :
£

U
|

L

o e———
[

_‘i‘

b.4 >

Il existe alors un et un seul isomorphisme de changement de base

f*j, ———— 3| £'¥* rendant commutatif le diagramme

4, —=—s jetw

(5.1.2.1) J:

Iad
—_— e
2 JLELE A

Ot @ est la flache de changement de base.

(*) Mais pas dans celle des Ensembles |
P

PR—_—

141
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Preuve., La fléche de changement de base = : J*E, —= £1i'% est trivia-
lement un isomorphisme, Elle se transpose en un isomorphisme de change-
ment de base ' : j} £'% === f¥j, . Pour vérifier que le diagramme

(5.1.2.1)est commutatif, il suffit de voir que sa restriction & U 1'est,

ce qui est trivial,

5.1.3. Sous les hypothé&ses de 5.1.1, avec X annelé par un faisceau
4’ roneaux uﬂ;, le foncteur j: sur les Modules est exact, donc passe
trivialement aux catégories dérivées et définit un foncteur, encore
noté iy, de D(U, j*A) dans D(X,/M), On dispose encore d'isomorphismes

de transitivité
(5.1.3.1) (33357 = 3q4 35 .

On a encore, au niveau des catégories dérivées, une formule
d'adjonction

(5.1.3.2) Homn(x)(j,K,L) —“—:»Homn(u)(i(,j*t) P

5.1l.4. 8Soit £ : X —> Y un morphisme propre, A un faisceau d'anneaux
de torsion sur Y, et annelons X par le faisceau d'anneaux image réci-
proque de J&ga Supporons que la dimension des fibres de f soit majorée
par un entier n (ce qui est le cas si ¥ est quasi-compact) , On sait
alors que pour chaque faisceau de £% A -modules F sur X, les faisceaux
qu* F sont nuls pour q > 2n (XII 5.3 bis), Le foncteur £, admet donc

un foncteur dérivé (1.2.10)

Rf, : D(X,£*A) —> D(Y,Hh) .
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Si f est le composé g h de deux morphismes propres, on dis-
pose d'une formule de transitivité Rf, = Rg, Rh, , qu'on peut comme

d'habitude exprimer en terme de catégories cofibrées (Scholie 5,1.3).

5.1.5. 5Soit un diagramme commutatif de schémas

uc > X
3y
(5.1.5.1) e J £
V& - > Y s
d2

dans lequel jl et j2 sont des immersions ouvertes et f, g des morphismes
propres dont la dimension des fibres est majorée par un entier n , Soit
Cﬂ,un faisceau d'anneaux de torsion sur Y, et annelons U, V et X par les

images réciproques de ¢ ., En vertu de 5.1.3.2, si K € D(U), définir une

flache
(5.1.5.2) d : j,y RgyK —> Rf, i K
revient & définir une flé&che
d' : Rggk —> j§ REd,, K >
Le produit fibré X' =V X YX s'insére dans un diagramme commu~-
tatif
u-(' k XI(- > X
j
i 2
(5.1.5.3) & £ £
v Voe———a ¥ ;
Ja
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et, trivialement, on a i% Rf*jli K = Rf;{jé*jliK} 2‘Rfék:K s

La fléche k est une immersion cuverte propre ; on a denc

ky = ke , d'ol un isomorphisme RE} ky K = Rf} ky K =Rg, K , qui

nous fournit 1'isomorphisme d' chorché et le morphisme d , On wvoit

de plus que laz restriction de d a3 V est un isomorphisme,

Lemme 5.1,6. Le morphisme 5.1,.5,2 est un isomorphisme.

Il reste a vérifier que la restriction de d 3 ¥ = V = F est
un isomorphisme, Soit X" = KXYF et appliquons le théoréme de changement

de base pour un morphisme propre (4.3.1) au carré cartésien

X
e i
Y

F —————————————9

pour A! = i* A er 1 =A'[0]. On trouve :

1% RELj, ¢ K = REY iM% K =Rf{ 0 = 0, de sorte que les

I
deux membres de(5.1.5.2) sont nuls en dehors de U et que d est un iso-

morphisme.

5.1.7. Soit S un schéma annelé par un faisceau d'anneaux de torsion JL.
Pour tout S-schéma @ : X —> 5, on pose J%x = ¥, Pl agons=nous

dans la catégorie (S) des S-schémas quasi-compacts guasi-séparés et

des morphismes S-compactifiables (3.2). En vertu de 3.2,3, cette
catégorie, la sous-catégorie (S,i) des immersions ouvertes,et la sous-

catégorie (S,p) des morphismes propres vérifient les hypothéses 3,2.4 ,
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On se propose d'appliquer la théorie 3,3,2 aux données
suivantes (notations de 3.3.1)
a) F(X) = D(K,Jﬁx) pour @ : X —> § dans 5
(i) Pour p : X —> Y propre, on prend pour foncteur Py le foncteur Rp, .
(ii) On utilise les isomorphismes de transitivité usuels R{pql, = Rp, Rq, .
(i') Pour une immersion ouverte i : X —> Y, on prend pour foncteur i,
le foncteur i: .
(ii') On utilise les iscmorphismes de transitivité (5.1.3.1).
(iii) Pour tout diagramme commutatif (5.1.5,1) on prend pour isomorphisme
d 1'isomorphisme (5.1,5.2).

On vérifie les conditions (a) (b) (c) (a') (b') (e') de 3.3.2,

ce qui prouve le point (a) du :

Théoréme 5.1.8. (a) Dans la cstégorie (S) définie dans 5.1.7, on peut

d'une, et essentiellement d'une seule facon, définir pour toute fladche

f : X—> Y un foncteur

RE, : D(X,Al) —> D(Y,AY) .
" h 4 ;
et pour tout morphisme composé f =g h : X — ¥ S5 7 des isomorphismes

de transitivité Cf,g entre Rf: et Rg: Rh, de sorte que

vérifient la "condition de cocycles"

(i) Les c

f,s

Ce # Rh,)

f,e " %fg,h " CBE, # cg.h) ® €f,gh '

(ii) Lorsqu'on se restreint aux morphismes propres (resp., 2ux immersions

ouvertes) on retrouve la théorie de variance 5.1.4 (resp. 5.1.3 ).
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(iii) Pour tout diagramme (5.1,5.1), l'isomorphisme d (5.,1.5.2) est

1'isomorphisme composé c ° c_l
: e I 5 % A

(b) Les foncteurs Rf, sont "way out" [RD I 7] et triangulés,

Tout foncteur Rf, est composé d'un foncteur Rgy; , pour g
propre de but quasi-compact, donc 2 fibres de dimension bornée, et

d'un foncteur j, pour j immersion ouverte. Ces foncteurs sont way out
H

et triangulés, donc aussi Rf, .

5.1.8.1. Les isomorphismes de transitivité 5.1.8 (a) sont souvent
utilisés via la suite spectrale ''des foncteurs composés' qui s'en

déduit, valable pour K £ Ob D(K,d%xJ :

(5.1.8.2) EP? = RPg, R, (k) =—> rPMe, (1)

Pour 1l'obtenir, on note que d'aprés 5.1.8 b) et [VERDIER 27,

pour tout L € 0b D(Y,QKY), on dispose d'une suite spectrale

(5.1.8.3) efY = pPg, i) — P g, (1) ,

et (5,1,8.2) est le cas particulier de (5,1,8,3) pour L = Rh, K .

Définition 5.1.9. (i) On appelle "foncteursimage directe 2 support

propre totals" les foncteurs construits em 5.1.8. On omettra l'adjectif

"total" lorsqu'il n'y aura pas de risque de confusion,

=
(ii) On appelle qi ™€ foncteur image directe & support propre;

et on désigne par qu,,le foncteur composé ¥ ae

.
-

(iii) Si X est un schéma sur un corps k séparablement clos,

immergeable dans un schéma propre sur k, on identifie faisceaux de modules
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sur Spec(k) et modules usuels, et on désigne le foncteur qu, par

1'une des notations HS(X, ), H?(X, ), ou simplement H: ( ) s'il n'y

igme

a pas danger de confusion, On 1'appelle slors '"g groupe d%Yhyper-

cohomologie & support propre', ou “qléme groupe de cchomologie & support

—

propre' si on 1'applique & un complexe réduit au degré O .,

5.1.9.1. La notation Rf, est abusive en ce que le foncteur Rf, n'est

pas le dérivé droit du foncteur £, qui sera défini en 6.1.2. Certains

préférent la notation R,f .

5.1.10. Les ingrédients dans la démonstration de 5.1.8 sont le théo-

réme de changement de base propre et l'identité entre iy et J, lorsque

j est une immersion ouverte propre. Cela permet d'énoncer diverses variantes
a2 5.1.8 ; on laisse au lecteur le soin de leur donner un sens précis

et de les wvérifier.

Variante 5.1.11. Dans la catégorie (S), on peut d'une, et essentiellement

d'une seule fagon, définir pour toute fladche f : X —> Y un foncteur £y

de la catégorie des faisceaux d'ensembles pointés sur X dans la catégoriz

des faisceaux d'ensembles pointés sur Y et pour tout morphisme composé

f =g h des isomorphismes de transitivité vérifiant des conditioms (i),

(i) (iii) analogues & celles de 5.1.4.

Voir 6,1,2 pour une description directe de ce foncteur,
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Variante 5.1,12. On peut, pour tout morphisme compactifiable f : X —> ¥,

définir un foncteur R1£, de la catégorie des faisceaux de groupes

Ind-finis sur X dans la catégorie des faisceaux d'ensembles pointés sur

Y, avec pour toute compactification £ = fj de f, un isomorphisme

r's, = gIF, .f, .

On ne postule ici aucune formule de transitivité ; le seul
probléme est de montrer que le foncteur le, ne dépend pas de la
compactification choisie de £ . Seit p : (Ei’ilh —— (?2,12) un mor-
phisme de compactification, i.e, un diagramme

i

1 —
P
(5.1.12.1) £ iz
Y £
s

ot fl = f2 e p , p €tant propre. 81 G est un faisceau au groupes sur X,

on dispose d'une suite exacte d'ensembles pointés (avec @ injectif)

e »

1 . o 1
0 —> R EZ*(P* llIG) —=> R £ 11

w(11:6) — £yp Rlp*(i
et d'une flache de i,,G dans py il'G’ d'ol par composition une fléche B

1

de lez* 12,6 dans R i G . Raisonnant comme en 3,3,2,.1, on voit

1= 711
que le probl2me est de prouver que cette flache est toujours un isomor-

phisme lorsque G est Ind=fini.
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S5i on applique le théor&me de changement de base propre a p

et au faisceau d'ensembles il!G’ on vérifie que p*11!G = 1216, d'on
la suite exacte
1 > 1 2 e 1
0 —>R f2+{-(12:c) L ¥ £10li118) —> £, Rip, i1 € )

La fl2che B est injective (car « l'est). Si on applique le th&or2me de
changement de base propre & p et au faisceau em groupes G , supposé

Ind=fini, on trouve gue Rlp* 11, G =0 . Donc B est un épimorphisme,

ce qui achéve de démontrer 5.1,12.

Définition 5.1.13. Pour tout site X, on désigne par (X) 1la

D
tors

sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée de la catégorie des

faisceaux abéliens sur X, formée des complexes dont les faisceaux de

cohomologie sont de torsion,

Variante 5.1.14. Dans la catégorie (S), on peut d'une, et essentiellement

d'une seule facon, définir pour toute fldche f : X —> Y un foncteur

triangulé et "way out" [RD, T 7]

+ +
REI = Dtcrs(X} Dtors(Y)

et pour tout morphisme composé f = g h des isomorphismes de transitivité

vérifiant des conditions (i) (ii) (iii) analogues & celles de 5.1.4,

Variante 5.1.5. Plagons—nous dans la catégorie des S-schémas annelés

bar des faisceaux de torgfon, les fléches étant les morphismes de schémas

annelés induisant (0,8) un morphisme S-compactifiable de schémas. Pour

toute fla&che
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£ i (X, ) — (v, 3)

soit Rf, le composé du foncteur d'oubli de 1la catégorie des A -modules

dans celle des £*(b -medules, et de Rf, . Ces foncteurs jouissent des

propriétés de variance des foncteurs Rf, usuels. 1

On notera toutefeois que la notation REf, n'est raisonnable i
ici que si ¢/b est fini sur £% (D » ainsi qu'on s'en rend compte en

prenant X = Y = Spec(k), k algébriquement clos.

5.1.16. Soient f : X —> 5 un morphisme compactifiable, j : U —> X un
cuvert de X, i : F —> X le fermé complémentaire, J%s un faisceau d'anneaux

de torsion sur 5, dl'x son image réciproque sur X et K € Ob D(K,J%x}.
La suite exacte de complexes
0 —> j,ij" —> K —> i,i* —= 0
donne naissance & un triangle distingué dans D(X,d%x} [VERDIER C.D. I 2.4].

Son image par Rf: est un triangle distingué (5.1.8 (b))

(5.1.16.1) R(£5),3*K —> RE,K —> R(f 1), i* —> R(f j]:j*Z{[I]

qui définit une suite exacte longue de cohomologie

(5.1.16.2)... R%(£3), 5% —> R,k —> rRICED), 1% A Rq+1(fj)!j*1{ S

Dans le cas particulier ofi S est spectre d"un corps séparable-
ment clos et ol K est réduit 2 un faisceau G placs en degré O , la suite

(5.1.16.2) s'écrit

(5.1.16.3)... #4(u,0) — 1i(x,6) — 8l(r,0) > 8% (u,0) ...
C — { a3 = =~} — c e
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5.1.17. Soit un diagramme de schémas S-compactifiables

X L > ¥
\ /
S s

avec u propre. On anngle X et Y par 1l'image réciproque d'un faisceau

d'anneaux de torsion UA’S sur S, Pour K £ D(Y,JLY}, la flache évidente
(d'adjonction) K —> Ruyu®K définit par application du foncteur Rg, une flache
(5.1.17.1) u® : Rg, K —> Rg,Ru u®K = Rg, Ru,u¥K =~ Rf,u¥K

(contravariance de la cohomologie 3 support propre vis-2-vis des morphis-

mes propres).
Pour § spectre d'un corps algébriquement clos et K réduit 2

un faisceau G placé en degré O, cette flache s'écrit

(5.1:17.2) u* 1 HI(Y,E) —= HI(X,8)

5.2. Le théorzme de changement de base.

5.2.1. Soient f : X —> Y un morphisme de topos, V un ouvert de Y,

U= f-l(V) son image réciproque dams X, A> un faisceau d'anneaux sur Y,
A’ un faisceau d'anneaux sur X et L un complexe borné supérieurement
de (', £%Ad=bimcdules :

i
U - >

(5.2.1.1) 3!

L e e e
-

B
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On dispose alors d'un isomorphisme de changement de base
(5.1.2.1) entre foncteurs de D(V,/t) dans D(X, f¥*A) : f*j: *:;9'j§f'*
De plus, on dispose d'un isomorphisme évident entre foncteurs de D (U, £'%A4.)
dens DT (X,f1) L%f*gﬂ.ji K === ji(j'*‘L %E“‘i}'\. K). Pour le comstruire, il
suffit de noter que si un complexe K est déployé pour le foncteur
L Lg'f*.,i ; a2lors 1le complexe jEK est déployé pour le foncteur L%‘E*A’
et qu'on dispose d'un isomorphisme du type précédent au niveau des
complexes, Composant ces deux isomorphismes, on obtient un isomorphisme

de changement de base entre foncteurs de D (V,eA) dans D (X, A') :

LR
%f K) .

L L
(5.2.1.2) L®f*y%f* _1!1<-—”=—> jg(j'*L Dee
851 L est borné 2 composante de tor-dimension finie sur %k,

cet isomorphisme est encore défini pour K € Ob D(V,cb) .

5.2,2, Scient £ : X —> S et g : §' —> 5 des morphismes de schémas,et
supposons que f soit le composé d'ume immersion ouverte j et d'un mor-
phisme propre p, dont la dimension des fibres so