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Introduction

On pré@sente dans cet exposé les invariants cohomologiques commutatifs et
€lémentaires des topos. Dans le n° l, on &tudie les modules plats et les morphismes
plats de topos annel&s. Les démonstrations sont faites en utilisant 1'hypothése, le
Plus souvent vérifiée dans la pratique, que les topos ont suffisamment de points
(IV 6). Ces démonstrations sont reprises dans le cas général dans 1'appendice n° 8
ol Deligne, & 1l'aide de 1la technique des limites inductives locales, généralise en
outre au cas des topos, le théordme de D. Lazard sur la structure des modules plats,
Les théorémes de cet exposé, sont des théordmes d'existence de suites spectrales reliant
les différents invariants cohomologiques (N° 3, 5, 6). On sait que, meme pour les
espaces topologiques, la cchomologie de Cech ne colncide pas en général avec la coho-
mologie des faisceaux [ll]. On introduit dans 1'appendice n® 7, un caleul de Cech
modifié permettant d'obtenir, 3 1'aide de recouvrement, la cohomologie des faisceaux
dans un topos quelconque. On est amené dans cet appendice 2 utiliser des recouvrements
simpliciaux (hyper-recouvrements) dont les invariants homotopiques ont &té &tudiés
dans [J] (cf. aussi [i?]}.

Les invariants cohomologiques introduits sont €lémentaires en ce sens que
nous n'utilisons pas les catégories dérivées [12]. Le lecteur familier avec ce langage
fera immédiatement la traduction des différents Enoncés de cet exposé et pourra alors
les généraliser aux complexes et 3 1'hypercohomologie. Ce langage des catégories déri-
vées est d'ailleurs utilisé danms la suite de ce séminaire.

On se limite ici & la cohomologie commutative. Pour le H' non commutatif,
utilisé dans ce séminaire, et pour le H2 non commutatif, nous renvoyons 3 [9] . Les
foncteurs qu'on dérive sont additifs 3 ©on reste muet sur les structures multiplica-

tives (cf. [7]}.

b e—
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0. Généralités sur les catégories abé&liennes

Dans ce muméro nous rappelons quelques lemmes dont la plupart se trouvent

dans [11].

Proposition 0.1 Soit L une catégorie abélienne poss&dant un générateur. Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

i) La catégorie (L vwérifie 1'axiome AB 5): Les petites sommes directes sont repré-
g P P

sentables et si (xi) » 1 €I, est une petite famille filrrante croissante de Sous—

objets d'un objet x de (L et Y est un sous—objet de X , on a

(sup X.) N Y= sup (X; M Y).
1 i

ii) Les petites limites inductives pseudo-filtrantes (I1.2.7) sont représentables

et commutent aux limites projectives finies.

-

De plus, si les conditions ci-dessus sont remplies, les petites limites

inductives filtrantes sont universelles (I 2.86).

Preuve : Il est clair que (ii) == (i) . Pour montrer que i) =% (ii) , et pour prou-
ver l'assertion supplémentaire, il suffit d'utiliser que (L est une sous—catégorie

Pleine d'une catégorie de modules J% Sur un anneau convenable, telle que le foncteur
d'inclusion u az—-;rdi% admette un adjoint & gauche v exact [5] La vérification

est alors triviale.

0.1.1 On sait [I 1] qu'une catégorie ab&lienne o0 possédant un générateur et

Vé€rifiant 1'axiome AB 5) posséde suffisamment d'injectifs i.e. tout objet se plonge
dans un objet injectif. De plus, d'aprés le résultat déja cité [5::', les petits produits

font représentables dans L (axiome AB G5 Ry

P 0 i i 3 iti ¥
~Ioposition 0.2 Soient (L et P  deux catégories ahé&liennes et ﬂ'.,d—-—) 0B deux

£ - .. - = © )
—-EEE_E?_i_l_l'_S_adJoLnts (u est adjoint & gauche de v ). Considérons les deux propriétés

1) Le fonncteur u est exact.




- ;

1) On a toujours 1'implication (1) =>(ii).

ii) Le foncteur w transforme les objets injectifs de B en objets injectifs de
== —— e e e e e

§i, de plus, tout cbjet non nul de fﬂ est source d'un morphisme non nul dans

un objet injectif, alors (ii) & (i) . ‘
2) Supposons gue : p

a) la catégorie b posséde suffisamment d'injectifs.

b) l'une des deux conditions &quivalentes (i) et (ii) ci-dessus soit remplie.

c) le foncteur wu soit fidéle.

Alors, la catégorie (|, posséde suffisamment d'injectifs.

Preuve : La preuve est laissée au lecteur.

Remarque 0.2.1 La cat@gorie des groupes commutatifs possd&de suffisamment d'injectifs,
Appliquant le lemme 0.2 on en d&duit que toute catégorie de modules unitaires sur un
anneau 3 &lément unité posséde suffisamment d'injectifs. Appligquant alors le résultat
de {S] (utilisé dans la preuve de 0.1) et 0.2, on en dé&duit que toute caté&gorie abé-
lienne possédant un générateur et des petites limites inductives filtrantes exactes
posséde suffisamment d'injectifs ; ce qui fournit une nouvelle démonstration de ce

faict.

Proposition 0.3 Soient [L, B . 4 trolis catégories abéliennes et u : L ——s6,

v o B _,,‘é. deux foncteurs additifs exacts & gauche. Supposons que a et @ possé-

dent suffisamment d'objets injectifs. Les deux propriétés suivantes sont &quivalentes #

i) Il existe un foncteur spectral dont le terme ES’q est

vaun

+
et qui aboutit & RP79%u  (convenablement filrré).

ii) Le foncteur wu transforme les objets injectifs de L en cbjets acycliques

pour le foncteur v .

Preuve : (i) == (ii) est trivial car il suffit d'appliquer le foncteur spectral



—

2 un objet injectif. L'implication (ii) =% (i) est démontrée dans [II}.

_PEELC’?M 0.4 : Soient O et (3 deux catégories abéliennes et u : L —>® un

foncteur additif exact 3 gauche. Soit M un sous—ensemble de 1'ensemble des objets

—_—

e (. possédant 1les propriétés suivantes :

1) Tout objet de (L se plonge dans un &lément de M .

2) Si X ® Y appartient 83 M , 1l'objet X appartient 3 M .

3) Si

0 > X' X x" 0

est une suite exacte et si X' et X appartiennent & M , alors X" appartient 3

M et la suite

O —=>u(X') — u(X) — u(X") —>0

est exacte. Les objets nuls appartiennent 4 M .

Alors tout injectif appartient 3 M , et les objers de M sont acycliques

our u , i.e. pour tout gq # 0 et tout objet X de M, on a un(}{) =0 . (En par-

ticulier les résolutions par des objets de M permettent de calculer les fonecteurs

dérivés de wu .)

Pour la preuve voir [ll:l 3.3.1.

Proposition 0.5 : Soient U € V deux univers, (L (resp. jb )_une U-catégorie

(resp. V-catégorie) abélienne vérifiant 1'axiome AB 5) relativement 3 U (resp. a V)

et possédant une famille génératrice U-petite (resp. V-petite). Soit e: QL =3

un foncteur exact et pleinement fid&le. Les conditions suivantes sont gquivalentes :

1) Il existe une famille génératrice (Ki) ier de . telle que la famille

( E(Xi))ieI soit génératrice dans B .

1') Tout objet de P est isomorphe 3 un quotient d'un objet du tvpe a@\ € (Ya)
ot A€ V.

Sous ces conditions, on a la propridté suivante :

2) & transforme les produits U-petits en produits (donc commute aux limites pro-

J_E_E_t_i_‘._ve_,i U-petites).

EE-.P_l_U_E- sous les conditions €quivalentes 1) ou 1'), les conditions suivantes sont
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équivalentes :

a) Pour tout objet Y de &L , tout sous—objet de e(¥) est isomorphe 3 1'image

par € d'un sous—objet de Y .

a') Il existe une famille génératrice (xi}iEI de O, telle que la famille

(£(x))

fET soit génératrice dans 55 et telle que pour tout i € I, tout sous—objet

de E(Ki) soit isomorphe & 1'image par & d'un sous—objet de X -

b) Tout objet de P est isomorphe 3 un sous-objet d'un objet du type Tre(Yu)
a€A

off &E¥ -

¢} £ commute aux sommes directes U-petites (donec commute aux limites inductives

U-petites.

De plus, sous les conditions 1) et 2') on a :

d) € transforme les objets injectifs en objets injectifs.

Remarque 0.5.! : Lorsque dans 0.5 ona U =V , les conditions 1) et a') entrainent

que € est une Bquivalence de catégories (car on a alors b), 2) et a) ).

0.5.2. Nous nous bornerons i donner des indications sur la démonstration. Les impli-
cations 1) €= 1') , 1) ==> 2), sont laissBes au lecteur. Il est clair que a)=>a').
Montrons que a') entraine d). Seit M un injectif dans €L . Pour tout i € I et
tout sous—-objer Y Xi de xi » 1'homomorphisme Homtxi,M) — Hom(Y,M) est sur-
jectif. Donec, en vertu de a') et de la pleine fidélité de & , pour tout sous—-objet
Uc—-s e(Xi) » l'homomorphisme Hcm(s(xi},E(H}] — Hom(U,e(M)) est surjectif. Corme
les e(X;) forment une famille génératrice de B , e(M) est injectif [11].
Montrons que a') = b). Quitrte i augmenter la famille des Ki » ON peut supposer
que pour tout i € I , tout gquotient de X, est isomorphe 3 un Xj pour un j conve~
nable. Soit alors, pour tout i € I , X; ©—> M. un monomorphisme dans un objet
injectif. La famille (E(Ki})iEI est stable par gquotient et pour i € I , le morphisme
E(xi) e E(Mi) est, d'aprés d), un monomorphisme dans un objet injectif. On vérifie
alors immédiatement que, la famille E(Ki) étant génératrice, la famille (a(Mi})iEI

est cogénératrice, d'old b).

Montrons que b) =2 ¢) . Soit (Z )

i - i 'obj @ et mon-
o’ ags URe famille U-petite d'objets de e

trons que le morphisme canonique




o ez ) — a(@ z)
aEA oA

est un isomorphisme. Comme la famille des objets e(Y) est cogénératrice, il suffit
montrer que pour tout objet Y de L » 1'homcmorphisme

Hom( e (€ Z,)1€(Y)) —> Hom {éBs(zu). e(Y))
o § 53

est un isomorphisme ce qui résulte de la pleine fidélité de = . Tl reste & montrer
que ¢) = a) . Soit Z un sous—objet de e(Y) . Il existe, en vertu de 1'), une
famille U-petite Ya d'objets de 35 et un épimorphisme de %3 E(Ya) sur Z . Comme
e commute aux sommes directes U-petites, il existe donc un Epimorphisme £(¥') — 27 .

Notons u i e(Y') — Z — e(Y) 1le morphisme composé. On a 2 = Im({u) . Comme

est pleinement fid&le, on a u : e(v) et par suite Z = Im(e(V)) = e(Im(v)).

Exercice 0.5.2. : Soit Sex () la catégorie des foncteurs contravariants de (L dans
la catégorie des V-groupes commutatifs qui commutent aux limites inductives U-petites.
Montrer que sous les conditions 1) et a') le foncteur canonique de ® dans Sexv(dﬂ

est une &quivalence.

1. Modules plats

Définition 1.1 : Seoit (E,A) wun topos annelé CEV. TLa1iedd: Un A—Module 3 droite

(resp. 3 gauche) M est dit plat si le foncteur M SA . (resp. . GA M) de la caté-

gorie des A-Modules 3 gauche (resp. 3 droite) dans la catégorie des faisceaux ab&liens

de E , est exact.

Proposition 1.2 : Soit M un B-A bi-Module.

1) Les propriétés suivantes sont égquivalentes :

i) Le module M est A-plat 3 gauche

ii) Pour tout B-Module injectif I, le A-Module 3 gauche Hom (M,I) est

lnjectif,
—Jectit

2) Un Module M , limite inductive pseudo-filtrante (I 2.7.1) de Modules plats,

est plac.

3) Enfin, si M.,= ... gi+l —_— Mi +»+» @st un complexe acyeligue de modules plats

(Hi =0 pour i =« iD ) , alors pour tout Module F , le complexe :

7



est acyclique. l
Preuve : D'aprés (IV 12.12) on a un isomorphisme d'adjonction

Homy (M@, - » -) - Hom, (. , %omBm . 4

11 suffit alors d'appliquer 0.2 pour obtenir 1'équivalence (i)<&<———(ii) . Cet iso-
morphisme d'adjonction montre par ailleurs que le produit tensoriel commute aux limi-
tes inductives. Le fait que les limites inductives pseudo—filtrantes soient exactes L

(0.1) entraine la deuxifme assertion. Pour montrer que le complexe M. &,F est acy-

clique, il suffit de montrer que pour tout faisceau ab&lien injectif I le complexe

Homé(M. @ F,I) est acyclique. Ce complexe est isomorphe, en vertu des formules

A

d'adjonction, au complexe HomA(F,ggomz(M. ,I) ). Or d'aprés l'égquivalence r

(i) e=»(ii) , le complexe de faisceaux
?&omZ(H. .

est un complexe acyclique dont les objets sont injectifs, d'ol la conclusion.

Proposition 1.3.1 : Soient (E,A) wun topos annelé, H un objet de E , M wun

-Module plat. Alors j_ M est un A-Module plat. En particulier AH est plat &

AIH H!

droite et & gauche.

Supposons, pour fixer les idées, que M soit un ka~Module 3 droite.
Pour tout A-Module 3 gauche P , on a un isomorphisme canonique (IV 12)

g™ = Iy

Les foncteurs et j: sont exacts (IV 11.3.1 et 11.12.2) et par hypothése, le

jHl

foncteur -8 M est exact. Par suite le foncteur P —> P &

A M est exact et
/H :

jH!M est plat.

Proposition 1.3.2 (Formule de projection pour les immersions fermées) :

Soient (E,A) un topos annelé , i : F —>E un sous—-topos fermé de E -

Posons i A = A . Pour tout A, _-Mcdule (& droite) ™ et tout A-Module (& gauchE)

/F /F

10



P, on a un isomorphisme fonctoriel

; % s ;
‘.Lx(b‘f OAKFI P) (1*H) GAP

Soient U 1l'ouvert complémentaire de F et j : U ——> E le morphisme

canonique d'immersion. On a jx(itﬁ GA P) =&~ 0 9A jx(P) (IV 12) ; par suite
/U

i M@A P a son support dans F . Donc le morphisme d'adjonction

x

P . <
1*1{ GA To— ii (1*1"1 AP) est un isomorphisme (IV 14). On a

i (ixM GA B = ixi M8 i*p (IV 12) et comme 1 : F —>» E est une immersion

ﬂ;’F

. X, - - ; 5 "
fermée, 1 l*M = M (IV 14) ; d'oG l'isomorphisme annoncé.

Corollaire 1.3.3 : Pour tout h",.F—Hodule plat M , i*H est plat.

Il résulte de 1.3.2. et de (IV 14) gque le foncteur P —s (i*}{) ®, P

est un foncteur exact.

i.4 Soient (E,A) un topos annelé, x : P ——> E un point de E (IV 6.1), wois(x)
la catégorie des voisinages de x (IV 6.8). A tout objet V de wvois(x) correspond
un objet de E , encore noté V , et un peint Ky ok P —— E/V de E/V . De plus, 3
tout morphisme u : V—— W de vois(x) , correspond un diagramme essentiellement

commutatif de morphisme de topos (IV 6.7)

(i) X

E/W s

Soit N un Ax—module (resp. un ensemble). Du diagramme (1.4.1), on dé&duit un dia-

Eramme de J\x-modules (resp. d'ensembles)

x g ade .
_— e )

W Tux

(1.4.2) $(ua) | ad,,
~
x
Ey }‘V-x\
9
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od adhP et adv sont les morphismes d'adjonction. De plus, on vérifie immédiatement
que ¢ (uv) = 9(v) ®(u) . On 2 donc un foncteur de la catégorie filtrante wois(x)®
dans la catégorie des Ax—modules (resp. ensembles) et un homomorphisme :

(1.4.3) ACN) @ fim P W
VeVois(x)® v i

Proposition 1.5 : Pour tout Ax-mcdules (resp. ensemble) N , A (N) est un isomor-—

phisme.
Cette proposition est un cas particulier d'une proposition due 3 Deligne
(8.2.6). Donnons—en une démonstration directe. En passant aux ensembles sous-jacents
il suffit de démontrer la proposition lorsque N est un ensemble (I 2.8). La caté-
gorie cofiltrante Fl(vois(x)) des flaches de vols(x) est fibrée sur la catédgorie
vois(x) par le foncteur p : Fl(vois(x)) —— wvois(x) qui, 2 une fl&che, associe son
but. Seit D une catégorie et F : Fl(vois(x)) —— D un pro-objet (I 8.10). Pour
tout objet V de wvois(x) , notons FV le pro—abjet obtenu en restreignant le fonc-
teur F & la catégorie fibre vois(x)/V . A tout morphisme m : U —s V de
vois(x) , le foncteur changement de base par m associe un morphisme du pro-—objet
F dans le pro-objet F et les morphismes canoniques de pro-objets F —-> F

u V'

déterminent un morphisme de pro-objets :

v

F ——> Hm F

Vévois(x)° i

Cl1.5.1)

dont on vérifie immédiatement que c'est un isomorphisme. Appliquons cetts remarque au

pro-objet d'ensembles pointés :

(1.5.2) (U, Vi) E—— x?{m} = F(U,V,m) :

On obtient un isomorphisme de pro—objets :

; ®
(1.5.3 F =5 im 2im x> (m) ;
Voix(x) Vois(x) /v ¥
d'oli, pour tout ensemble N , une bijection
A * A 5 x =
(1a504) Lim Hom{x,  (m) ,N) =~ 2im 2im Hom(x. (m),N) s
Fﬁ(vois(xs - v vois(x)® (voisx)/V)°® ¥

10
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. " * . S =
Mais, pour V fixé, Lim eﬂom(xvfm),ﬂ) s'identifie 3 XyXyeN - En effet, on
(vois(x)/V)
* : " = . .
N~ 2im Ho (w, N) d'apr&s IV 6.8.1 done, par adjonection, on a
a
*y*ve vomv)n g /v *vx
* N o2 2im Hom(xx(w),l\l) et de plus la catégorie wvois(x ) est Equivalente
xvlv,t it S = v v
\roxs(xv)

a la catégorie wois(x)/V (IV 6.7.2). Enfin, les applications canoniques de transi-

' * z x i :
tion gim Hom(x (m) ,N) — gim Hom(x_,(n) ,N) dans 1.5.4& s'identi-
{voisz R/° u (vois(x)/V)*° v

s F 3 % = -
fient aux applications canoniques Xy xU’:N —_— x\?%zu (1.4.3) ainsi que le lee

teur voudra bien le vérifier. On a donc une bijection

5 x s *
{1.5.5) L2im Hom(x_ (m) ,N) = gim . % N
Fl(vois(x))® v vois(x)"® AL
et l'application A(N) : 2im f; Xy N —> N (1.4.3) composée avec 1la

e
vois(x)"®

bijection 1.5.5.provient des applications Hom(x:(m),ﬂ) — N qui a une applica-
tion r : x;(m) —> N associe 1l'image par r du point marqué de x:(m) . Pour
démontrer la proposition, il suffit alors de Temarquer que tout objet (U,V,m) de
Fl(vois(x)) est minoré par (U,U,idU) et gque x;(idu) est réduit 3 un &lément ou,
en d'autres termes, que le morphisme canonique du Pro—objet constant réduit i un &1&-

ment dans F est un isomorphisme de pro-objets.

Proposition 1.6 : Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module.

1) Lorsque M est plat, pour tout point x : P —= E de E , _l_g_Ax-module

Hx est plat.

2) Soit (xi} une famille conservatrice de point de E telle que pour tout

i€I
ier, M soit un A -module plat.
i o
Alors M est plat.
..I-f_FEl;e; 1.6.1 : Soient M un Module plat et V un objet de E . Le A/V-Module j?&‘l

est
£8¢ plac.

Il faut montrer que le foncteur Pr— P ﬂalvj:}f est exact. Comme le

foncreur prolongement par zéro est exact et fidé&le (IV 11.3.1), il suffit de

Jyy

(P &

Bontrer que le foncreur P p—>s j‘.-" ( -\,a’\.’j;

M est exact. On a un isomorphisme

11
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N

Z . = 3
£ M
fonctoriel JV!(P SA{VJHU_

jv'(P} 85 M (IV 12.11) et par suite le foncteur

P — jv‘{P) GA M est exact (IV 11.3.1).

1.6.2 Démontrons 1). Supposons pour fixer les idées que M seoit un A-Module & gauche

plat et spit % : P—> E wun point de E . Montrons que le foncteur N »——a-ueﬁ M
x
x

de la catégorie des A —modules & droite dans la catégorie des groupes commutatifs est
*

exact. Il suffit pour cela de montrer que ce foncteur est exact 3 gauche. Avec les

notations de 1.4, soient V un volsinage de x et jV E/V ——=> E 1le morphisme de
H i * x x
2 -m h N M =~ x N ;R M o=
localisation. On a, pour tout Ax odule N , xva*N shxﬂx LS S aﬁxyvijz M
x*( N e j.M (IV 12.11). Donc le foncteur N +——> xx Ne M est exact & gau-
v ®vx A v vivx A x

che. Par suite, le foncteur ¥ —> N GA Mx , limite inductive filtrante de fonec-

x®
teurs exacts 3 gauche (1.5), est exact & gauche. Démontrons 2). Soit

0 B! > P  PW > 0 wune suite exacte de A-Modules et montrons que la
suite 0 ——- P BAM —= P B, MN—> P" BA M——> 0 est exacte. Il suffit pour
cela de montrer que pour tout i € I , la suite obtenue en passant aux fibres en X

est exacte (IV 6). Or la suite des fibres en x; est la suite (IV 13.5)

O——> P' @8 M P 8 M P" B8 M T } st
. By ¥ =t v 24 e — i By =3 iy 0 et comme wx e
1 x 1 p 8 1 i x % 1

plat, cette suite est exacte.

Proposition 1.7 : Soient (E,A) un topos annelé,, u : E' —> E un morphisme de

topos et posons A' = u*A . Soit M un A'-Module 3 droite (resp. i gauche). Les con-

ditions suivantes sont équivalentes :

i) Le foncteur N F——> M GA,uxN (resp. N b+F—— u’N QA'

A-Modules & gauche (resp. 3 droite) dans la catégorie des faisceaux abéliens de E'

M) de la catégorie des

est exact.

ii) M est un A'-Module plat.

I1 est clair que ii) o £y
Montrons que i) == ii) . Nous ne ferons la démonstration que dans le cas oi E'
posséde une famille conservatrice de points (xi} ier " Le cas général est traité

en (8.2.7). Dans ce cas particulier, qui couvre la plupart des applications, on est
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ramené au cas ol E' est le topos ponctuel et ofi, par suite, le morphisme u , qu'en
notera X , est un point de E (1.6. et IV 11.3.1). Nous nous bornerons au cas ol M
est un A'-Module 3 droite. Le cas ofi M est un A'-Module 4 gauche s'y raméne en pas-—
. On

sant aux anneaux opposé&s. Seient V un voisinage de x et vx sa fibre en x

a, avec les notations de 1.4, un diagramme essentiellement commutatif de morphismes de
£

topos :
j v
P — 5 P/V L P
x x/V X
v v
E/V > E

ol x/V est le morphisme déduit de x par localisation sur V (IV 5.10) et j est
le morphisme d&duit du point marqué de Vx . Montrons que le foncteur

N' — M 8,, x;N' est exact. On a x: = j*(fo)* et id = j‘j; et par suite, on

x

. . : S *

& un isomorphisme canonique M GA‘ x:N' Fog Jx(jv M GA'IV (x/V)TN') . Comme le fonc—
® x

W E < . :

teur j est exact et comme le foncteur Jy  est exact et fidéle (IV 11.3.1), il
x

suffit de montrer que le foncteur N' —— ]v Ifjv M e (va) N') est exact, et par

suite (IV 12.11), il suffit de montrer que le foncteur N'"b—S M aA.jv '(fo)x.
e

e8t exact. Mais il résulte de la définition de 1'image inverse d'un topos induit (1IV
" *, ;
5.10.2) que iy ,(fo)xN' est &gal 3 x JV,N' et comme le foncteur Jyy est exact
® : :
(IV 11.3.1), le foncteur N' pb—s ™ aA'x*jV'NT &St exact par hypoth@se. Pour tout

A'-module 0 , on 2 un isomorphisme fonctoriel (1.5)

; *
Q == %inm XX, Q
vois{x)°® e

" - * - - . - - - -
D'apras ce qul précéde, le foncteur Q+——a M Qﬁ. Q est limite inductive filtrante

de foncteurs exacts 2 gauche. Il est donc exact 3 gauche et par suite M est plat.

gﬂﬂllﬂi{g_].?.i : Scient wu : (E',A") ——> (E,A) un morphisme de topos annelés,

M un A-Module plat. Alors u™™ est un A'-Module plat.

Résulte du critdre donné dans |.7 et de 1a formule (IV 13.4.5).
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Corollaire 1.7.2 : Soit u : (E',A'") ——> (E,A) un morphisme de topos annelés.

les condirions suivantes sont gquivalentes :

. =] . - v
i) 1 u (A)-Module 3 droite (resp. 3 gauche) A est plat.

ii) le foncteur u* de la catégorie des A-Modules 3 gauche (resp. 3 droite) dans

la catégorie des A'-Module 3 gauche (resp. & droite) est exact.

L'équivalence résulte de 1.7 et de la définition de ux (IV 13.2.1).

Définition 1.8 : Un morphisme de topos annelé qui posséde les propriétés équivalen-

tes de 1.7.2 est appelé un morphisme de topos plat 3 gauche (resp. & droite).

s
Proposition 1.9 : Soient U <« V deux univers , € un U-site , C et CV les

2 5 5 o
catégories des U et Effazsceaux d'ensembles respectivement , ¢ : C — C

|2 2

le

=2
I

|

foncteur d'inclusion cenonique , A un U-faisceau d'anneaux sur C

1) Le foncteur € commute aux limites inductives et projectives U-petites de

Modules. Le foneteur & est conservatif et pleinement fidéle sur les catégories de

Modules.

N P - . . .
2) Pour tout objet H de CU » 11 existe un 1somorphlsme canonlique

EEAH) = E(A)E(H)

3) Tout A-Module injectif & gauche ou 3 droite est transformé par & en ¢e(A)-

Module injectif.

4) Tout A-Module plat 3 droite ou 3 gauche est transformé par ¢ en e({A)-Module

plat.

5) Le fonecteur & commute 3 la formation du produit tensoriel et du faisceau des

homomorphismes.

La formation du faisceau associd ne dépend pas de 1'univers (II 3.6). Il
résulte alors de la construction des limites inductives et projectives dans les caté~
gories de faisceaux (II 4.1 et 6.4) que le foncteur & commute aux U-petites limi-
tes projectives d'ensembles ou de Modules, d'ot 1). Démontrons 2). En prenant une

§ = . T s " i =
U-petite sous—catégorie génératrice de CU , On peut se ramener au cas ol C est
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y-petite (ITII 4.1), Il résulte alors de (IT 6.5) que le A-Module libre engendré par

H s'obtient en formant le préfaisceau de A-modules libres engendré par H , formation
qui commute 3 l'agrandissement des univers, puis en formant le faisceau associé&, opé-
ration qui elle aussi commute 3 1'agrandissement des univers (IT 3.6). Pour démontrer
3) il suffit de montrer, en vertu de 0.5, que tout sous V-faisceau d'un U-faisceau est
un U-faisceau ce qui est bien clair. Démontrons 4). Soit M un A-Module plat. Il suf-
fit de montrer que pour tout e(A)-Module injectif J , le faisceau ab&lien
fﬁomE(A)(S{H),J) est injectif (1.2). En vertu de 0.5, J est sous—-objet, donc fac-
teur direct d'un objet du type TT-E(IQ} . ol les IDL sont injectifs. On peut donc
supposer que J = £(I) od I e:t un objet injectif. Si 1'homomorphisme

3 dtomﬁ(M,I)) ——h—a-ﬁhmEA(EM,EI) est un isomorphisme on en d&duit que
chmE(A)(e(M},silj) est injectif d'apr&s 3). Il reste donc 3 démontrer 5). Le fait
que la formation du produit tensoriel commute au foncteur = résulte de IV 12.6 et

du fait que la formation du faisceau associé commute 3 1'agrandissement de 1'univers

i

n
(IT 3.6). Pour tout objet X de CU et tout couple de A-Modules M et N de CU

on a donc

Hom ™ (eX,%om, (M,NM)) = Hom (X, ¥om, (M,N)) =~ Hom (Z. 8. M,X)
CV A CU A A'X 2
en vertu de la pleine fidélité de ¢ , puis
HomA(IX @z M,N) = Homzﬂ(l-:fzx Gz M) ,eN) = HomEh(sz az EM, eN)

€n vertu de la pleine fidé&lité de = et de ce qui précdde. Utilisant alors 2) et

IV 12.14, on obtient en définitive un isomorphisme

HomC; (ax,sﬁbmﬁ‘M.N)) = Homcg(sx,gﬁomEA(EH,EN}) %

v . : -
d'olt 1'isomorphisme annoncé.

1.10 Soient E un topos , U= (Ui > X)) ;e ume petite famille de morphismes
= . =
de méme but. Pour tout ensemble fini &ﬁ = (185 Fam ey n] y» Posons
S - (] x SR o ) Y
ntﬁb fTéé“i £C1) X X £(n)
la somme étant prise sur 1'ensemble des applications de Ln dans I . Soient m
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et n deux entiers , g : A —3 in une application. On définit un morphisme
<16, - _— u
1.10.1 s(g) 5 (W S, (W s

de la mani&re suivante : pour tout f : ﬂn — 1, la restriction de s{(g) i

” 5 ; P F . .
Uf{l) x " fo(n) est le morphisme composé de 1'inclusion canonigque

m

Uee(1)) ™2 " 2 (g (m))

et de 1'unique morphisme

sg(8) : Ufil) *goeox U — U

x5 (n) £Cg(1) “x°""x Ys(g(m))

tel que pour tout i € &m

Precg(i)®e(8) = Pre(aiy)

{prol désigne la a—&me projection). On obtient ainsi un foncteur contravariant

dn | ——1 5n de la catégorie des ensembles finis dans E : autrement dit un complexe

semi-simplicial S.(W) d'objets de E . Notons que ce complexe est canoniquement

augmenté vers X . Tout foncteur de E dans une catégorie C transforme S.(W) en
un cbjet simplicial de € . En particulier si A est un Anneau de E , le foncteur
"A-Module libre engendr&" transforme 5.(W) en un complexe simplicial de A-biModules

augmenté wvers Ax et noté A.(W) . On a

1.10.2 A= @D A 6 ois x U i
£:4 »1 Ugqry ¥ X8 3

s
—_— & o
1.10.3 5 & A, = U, s G > > Ax
—_— e 1 X3 1 s 1
Sy < _ i
—

oli les fléches de 1.10.3 (sauf la derniare qui est 1l'augmentation) représententent

les opérateurs faces du complexe simplicial A.(U) , c'est-a-dire les morphismes

correspondants aux applications injectives croissantes de A - dans én+l { s;
gvite 1'entier 1 ). Au complexe A.(W) , on associe un complexe différentiel aug-

menté vers Ax

16
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»

d d
ok e e B oAy s @y — 4

en posant

i
1.10.5 d =23 (-1)7s; ‘
Progosition I 1 | : Lorsgque la famille L o= (Ei — X)iGI est &pimorphique, le

complexe différentiel 1.10.4 est acyclique et fournit une résolution de Ax .

Notons Z 1le faisceau constant de valeurs Z . Par définition du foncteur

"pA-Module libre engendré&", on a, pour tout objet H de E

»

AW z2.(W) 8, .

Comme les composantes de Z.(1l) sont des Z-Module plats((1.3.1), il suffit de mon-

trer la proposition lorsque A =

e

Suppeosons tout d'abord que E scoit le topos des ensembles. Alors le complexe

augmenté S.(TL) est somme directe de complexes augmentés du type

—
P4 —_— . - S
cve —3 Sx5x8 —> SHE —» 8 — [ e} ({e} ensemble & un &lEment).

Chacun de ces complexes augmentés est homotopiquement triwial. Done S5.{Tl) est un
complexe augmenté homotopiquement trivial et par suite son homologie est triwviale d'od
la proposition dans ce cas.

Soit maintenant p : Ens —> E un peoint de E . Comme la formation du complexe
Z.(") commute aux foncteurs image inverse par les morphismes de topos,
Px{E-(EL)) E’E.CP:CiL)) est une résolution de %yxx :fpz{gx) : d'oli la proposition
lorsque E posséde suffisamment de foncteurs fibres (IV 4.6). Ceci est le cas en
Particulier lorsque E est un topos de préfaisceaux C~ car pour tout objet X de
C, T (%,-) est un foncteur fibre. Dans le cas général, £ est Equivalent 3 un topos

de faisceaux sur un petit site C (IV 1) et la famille épimorphigque U= (Vi - x}iEI

est image, par le foncteur "faisceau associ&", d'une famille &pimorphique
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wur = (U{ — K'}iGI - Par suite Z.(W) :r_gé.(1l') est une résolution de
By ZZLy -

w
2. Cohomologie de Cech. Notation cohomeclogique

2.1 Notation générale

2.1-1 Soient (E,A) un topos annelé, M,N deux A-Modules (& gauche pour fixer les
idées). On note Extg{E;H,N) la valeur en N du q-iéme foncteur dérivé droit du

foncteur HomA(M, e 3 DI]. Les foncteurs Exti(E;H,N) g € N , forment un 4-foncteur
en la variable N . C'est aussi un é-foncteur contravariant en la variable M . On a,

par déFinieion, ExtE(E;M.N) = Hom, (M,N) .

2.1.2 Soit X un objet de E . Lorsque M = Ax » le A-Module libre engendré& par
X (W 12), on pose Extg(E;AX,N} = Hq(x,N) . On remarquera que dans cette nouvelle
notation, 1'anneau A ne figure plus. Ceci ne peut préter i confusion car nous mon-
trerons (3.5) gue la formation des Hq(x,.) commutent & la restriction des scalaires.

Le foncteur Hq(X,.) est le g-i@me foncteur dérivé droit du foncteur HcmA(Ax,.) =

HomE(X,.) encore noté T(X, . ) . Lorsque M = A , on pose Exti(E;A,N} = Hq(E,N} .

2,2 Localisation.

Soient X un objet de E , j : E!K — E le morphisme de localisation (IV 8).

Le foncteur j; pour les Modules, est exact (4.11) et admet un foncteur adjoint &

gauche jXI exact (4.11). Par suite il transforme les Modules injectifs en Mcdules
injectifs. On a donc, pour un A-Module variable N de E et un A|X-Module M

variable de EIX' des isomorphismes fonctoriels

q . 3 I q » J
2.2.1 Exty | X(EIK,M,j;N) Ext, (E M,N) ’

33y

En particulier, on a des isomorphismes canoniques
q s Ery e 1o

H (EfX’JXN) H*(X,N) g

Pour tout objet X de E et tout couple M et N de A-Modules, on pose
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2.9.2 Exti(X;M,N)ﬂ Ext) (B, :M|X,N[x) .

A X Elx
p'aprés ce qui précéde, les foncteurs Exti(x;H,.) sont les foncteurs dérivés des
foncteurs N b— HomA|X(M1X,NIX) . Le foncteur (M,N) }—> Ext:(K;H,N) , q >0,

forment un &-foncteur par rapport i chacune des variables.

2.3 Cas des topos de préfaisceaux. Cohomologie d'un recouvrement.

2.3.1 Soient C wune petite catégorie munie d'un pré&faisceau d'anneaux A i €7 1a
topos des préfaisceaux sur C , ¥ un objet représentable sur C~ . Le foncteur qui
associe & un A-Module M le groupe T(X,M) = M(X) est exact (I 3). Par suite Hq(X,M) =

pour tout g * 0 et tout A-Module M ou encore gue Ax est un A-Module projectif.

2.3.2 Soit S wun préfaisceau sur C . On a un isomorphisme canonique pour tout

A-Module M (I 2) :

res,m o lim M|s
c/s

De plus, pour tout A-Module injectif M , le A|S-Module M|S est injeetif (2.2). Par
suite, les groupes Hq(S,MJ sont les wvaleurs en Mfs des foncteurs dérivés 3 droite
du foncteur %im En notant in% ces foncteurs dérivés, on a des isomorphismes

/s 7

/8

canoniques :

q P - |
H*(S,M) ~ élm Mls .
/s

En particulier, on a des isomorphismes canoniques

Hi(C™, M) ~ ;im“ M.
/s

2.3.3. Scient X un objet de € et QL= (U__.L — X), 1€ I, une famille de morphis-—
mes de C telle que pour tout i € T , Ui — X soit quarrable (I 10). Notons A

le complexe simplicial &tudié en 1.10 :

ﬁ.—-—...: _‘I_‘_ AU_X U __g. | | %' "
(i,i)€1*r * ¥J i €1 1

(2.3.3.0 c (UM | | muy —> T ww, xuy —=
€1 YT L.pexx b XY ———

Pour tout A-Module M , on pose C (WU ,M) = Hom, (A .,M) :

On pose ®Y(U,m = 8% (U, M)
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Proposition 2.3.4

) Avec les notations de 2.3.3, soit RS 3 ¥ 1le crible engendré par la familie
—— T ——

(L'i —X) , i €T . 0n a un isomorphisme canonique

aew,m =~ gYr,M .

2) Les foncteurs Hq("u., + ) commutent aux restrictions des scalaires.

Comme R est un sous-objet de X dans €~ , les produits fibrés

U, xRL!. weawa o et U: w I, % ... % Ui sont canoniquement isomorphes, I]
1 2 n 1 2 n

résulte de 1.11 que le complexe A'LL‘ est une résolution de AR et de 2.3.]1 que lesg
composants de A"LL' sont des Modules projectifs. Les groupes de cohomologies de
C'(W,M) seont donc canoniquement isomorphes 3 Exti(CA;AR,M » d'ofi 1'"isomorphisme.

L'assertion 2) résulte immédiatement de la description de C (A,M) (2.3.3.1).

Corollaire 2.3.5 : Soient W= (Ui ——X , 1€I) et "W = (H_]f —> X, j€3)
deux familles de morphismes de but X ; Soient 3 = (¢: I —TJ , m, LTi — U'-a(i))
et g' = (3" = I —»J, m{ P Uy —>H'¢|(i)) deux morphismes (au-dessus de ¥ ) de W
dans W' . Les morphismes @& et %' induisent les morphismes 29 or #19 .

7 weu,m ——> H(WU',M . Les morphismes &% ¢ ¢4 sont €gaux. En particu-

lier si les familles W et W' sont &quivalentes (i.e. s'il existe un morphisme de

W dans W et un morphisme de U' dans U ) les A-Modules Hq(u,‘}!) et Hq('u,',!-i}

sont canoniquement isomorphes.

TR
Exercice 2.3.6 : (Résclution standard)

Preuve : En effet, solent R et R' 1les ecribles de X engendrés par les familles

. - . - - - L]
W er Wr | 1es morphismes € et %' définiseent un méme morphisme de R dans R
et induisent donc deux morphismes homotopes entre les résolutions projectives A‘T.L

et A

: i 5 F 5 n
a) Soit C une petite catégorie. Pour tout entlier n > 0 , on note F1l (C)

l'ensemble des suites de morphismes de C : (u], . cuivss un} telles que pour tout 1 »
0 <i <n , le but de us soit &gal 3 la source de Ui de sorte que les morphis~
20
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mes u, et u., ., sont composables. Dé&finir un ensemble semi-simplicial

1 — 2 L — 3
ob C $: Fl (C) «—— F1l7{C) <«— F17¢(€) ...

]

ES(C)

dont les opérateurs faces s; Fln(C) e Fln_I(C) sont les suivants :

socul' .y un) {UZ; ~eegy U ) »

n
- <
5i(u1. — un) (u], cees Ug ULy ee, un) s 0 i <n .,
sn(ul. vees un) = (u], PR un_]) .

b) Montrer que lorsque C posséde un objet initial ou un objet fimal, le com-

plexe ES(C) est homotopiquement trivial.
¢) Pour tout bobjet X de € , on note X\F la catégorie des fl&ches de source

X . Définir un préfaisceau semi-simplicial ES(C) dont la valeur en tout objet X de
C soit ES(X\F) . On note ;EE(C} le préfaisceau semi=~simplicial abé&lien libre

engendré par ES(C) . Il est muni d'une augmentation canonique —> Z dans

Zesco)
le préfaisceau constant de valeur Z . Montrer gque, en passant au complexe différen-

tiel associ&, le complexe ZES(C) est une résolution de Z et que les composants de

ce complexe sont des préfaisceaux abéliens projectifs.

d) Pour tout préfaisceau abéliemn M , on pose ST (M) = Hom(ZEs(c),M) . Explici-

ter les composants de ST (M) . Montrer que pour tout entier g >0 Hq(ST'{H)) =

B, .

e) Montrer que pour tout faisceau S sur C 1les foncteurs Hq(S, . ) commutent

dux restrictions des scalaires.

f) Remarquer que lorsque C est un groupe, ZES(C) est la résolution standard

du module trivial 2z /37 .

g) Montrer que pour tout préfaisceau abélien M sur C 8 M est une

» Zgs(c)

Tésolution (& gauche) de M . Dé&finir le foncteur 1lim sur les préfaisceaux. Montrer
C
qu'il est exaer i droite. Noter Hq(C,M} ses foncteurs dérivés 3 gauche. Montrer que
les composants du complexe ZEEﬁC) @ M sont acycliques pour iém . En déduire, en no-
tant s . .
5T.(M) 1le complexe %ém (ZEEfC) @ M), des isomorphismes HQ(ST.(M) b Hq{C,ﬁ)
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h) Seit u ¢ C° — Ens 1'unique morphisme du topos €~ dans le topos ponc-

tuel. On note wu, : C0 —=> Ab 1'adjoint & gauche du foncteur u’ : Ab —> (b
[l 7 ] z

Montrer que pour tout préfaisceau abé&lien M , u M= Tim M .
) C

-

i) On note dorénavant ST (C,M)} et ST.(C,M) les complexes notés ST (M) et
ST.(M) . Un préfaisceau M sur C est dit localement constant s'il transforme tous
les morphismes de C en isomorphismes. Associer 3 tout préfaisceau localement cong-
tant M wun préfaisceau localement constant M sur la catégorie C° (catégorie

¥ M =]

opposée & C ) tel que pour tout morphisme u de C , M (u) = M(u) . Trouver un
hd

isomorphisme canonique entre les complexes ST (C,M) et ST'(C®,M) (resp. ST.(C,M)

L
et ST.(C°,M)).

j) Soit C wune petite catégorie possédant un objet initial (resp. une petite L
catégorie filtrante). Montrer que pour tout préfaisceau constant M . Hq(C",M) =0

pour q > 0 (resp. Hq(C,M) =0 pour g >0 )

W
2.4 Cas des perits sites. Cohomologie de Cech.

2.4.1 Soient (C,A) un U-site annelé , €~ le topos des faisceaux sur C 4
€: C—>C" le foncteur canonique qui associe 3 un objet de C 1le faisceau asso-
cié au préfaisceau représenté par cet objet. Par abus de notation, pour tout objet X
de C€C et tout faisceau de A-modules M nous poserons Hq( X,M) = Hq(X,H) (ef.2.3.1)

Rappelons que lorsque la topologie de € est moins fine que la topologie canonique,

ce qui est toujours le cas dans la pratique, le foncteur € est pleinement fidéle et

permet d'identifier C avec son image par

2.4.2 On note H° CR’———% C; le foncteur d'inclusion des faisceaux de A-modules a
dans la catégorie des préfaisceaux de A-modules. Pour tout faisceau de A-modules M

on a donc par définition :

(2.4.1) e = w1°xM = M),

pour tout objet X de C . le foncteur H° est exact 3 gauche. Ses foncteurs dérivés
3 droite sont notés HJ . Comme pour tout objet X de C , le foncteur "section sur

X " est exact dans la catégorie des préfaisceaux, on a
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(2.4.2.2) Kienm =8t

pour tout objet X de € et tout faisceau de A-modules ™M , de sorte que le pré-

faisceau K90 n'est autre que le préfaisceau K\—}Hq(}{,ﬁ.) )

2.4.3 On suppose que (C,A) est un petit site annelé de sorte que C~ est un topos
auquel on peut appliquer les résultats de 2.3. Soit X un objet de C et
R<—> X un cible couvrant. Pour tout préfaisceau de A-modules G , les groupes

HY(R,6) (gqui sont donc calculés dans le topos C~) sont appelés les groupes de coho-

w
mologie de Cech du préfaisceau G relatifs au crible couvrant R .

Lorsque R &—>» X est le crible engendré par
une famille couvrante W = (Ui —_— X)iel de morphismes quarrables ces groupes peu-—

L
vent se calculer 3 l'aide du complexe C (W ,G) (2.3.3) appelé complexe de Cech de

G relatif 3 la famille couvrante W (ou du recouvrement W ). Les groupes

22U,

W
Hq(R,G) (2.3.4) sont alors appelés groupes de cohomologie de Cech de G

relatifs 3 la famille couvrante LU .

2.4.4 Soit M un faisceau de A-modules sur C . Les groupes Hq{lL,§%°{M)} sont
le plus souvent notés, abusivement, Hq(il,M) et appelés groupes de cohomologie de

Cech du faisceau M relatifs 3 la famille couvrante W.

v
2.4.5 On note W° : C; —_— C; 1'extension naturelle aux préfaisceaux de A-modules,

du foncteur L décrit en II. On a donc, par définition, pour un pré&faisceau G et

un objet X de C :

v 3
2.4.5. s = gim
(2.4.5.1) Woew s GRY
la limite inductive &tant prise suivant les cribles couvrant X . Il résulte de

'
(2.4.5.1) que le foncteur H'° est exact 3 gauche. Les foncteurs dérivés 3 droite de
. '
st sont notés ?ei . Comme les foncteurs '"'section sur X" et "limite inductive fil-

trante" sont exacts, il résulte de (2.4.5.1) qu'on a

v 3
(2.4.5.2) e 0 zRf'_% HY(R,6)

la limite &tant prise suivant les cribles couvrant X
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'
= -3 - - - s = .4
Les préfaisceaux k&q sont appelés les préfaisceaux de cohomologie de Cech. Pour tout

objet X de C , on pose
N W
(2.4.5.3) 1x,00 = ®Y%e () :

W
Les groupes Hq(x,G) sont appel&s les groupes de cohomologie de Eech. Lorsque 1la

topologie de C est définie par une prétopologie, ce qui est le plus souveant le cas

dans la pratique, on a, compte tenu de 2.3.4,

. ]

v
(T4.5.4) HU(X,6) 2 gim  ®i(W, 0
L

la limite inductive &tant prise suivant les familles couvrantes quarrables préordon-
nées par la relation d'ordre naturelle sur les cribles qui leur correspondent

(2.3.5).

2.4.6 BSoit M wun faisceau de A-modules. On pose, abusivement
¥ w "4 W b
(2.4.6.0  BUoGm = BYx, W0, 00, Wi0n = WK o)

v
et les groupes Hq(X,M) sont appelés groupes de cohomologie de Cech du faisceau M .

L
Signalons que si les foncteurs HY sont des foncteurs dérivés sur la catégorie des
préfaisceaux, ils ne forment pas, en géndral, un §—-Ffoncteur sur la catégorie des

faisceaux.

2.5 Changement d'univers. Cohomologie de Cech dans le cas des U-sites
Lhang g =

2.5.1 Soient (C,A) un U-site annelé et V¥V un univers contenant U . Le site

(C,A) est alors un V-site et on a un U-topos Ca’ » un V-topos CG’ et un foncteur

canonigque d'inclusion £ CG —3 C; - Le foncteur ¢ est exact et pleinement

fidele sur les catégories de Modules et transforme les Modules injectifs en Modules
injectifs (1.9). Pour tout couple de U-faisceaux de A-modules on a donc des isomor-

phismes canoniques

W
o

q . e q ! ;
(2.5.1.1) ExtA(CE,M,N) o ExtEA(CE,EH,EN) q

En particulier, pour tout U-faisceau d'ensembles R sur C , on a des isomorphismes

canoniques (2.1.1)

(2. 5u1.2) HYU(R, M) = (R, eM) Q

v
(=]
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et plus particuli&rement encore, pour tout cbjet X de C , on a des isomorphismes

canoniques (2.L.1)
(2.5-1:3) e, =~ wlx, e .

b En termes vagues, on peut donc dire que la cohomologie des faisceaux ne dépend pas du
choix des univers et on peut toujours, pour la nécessité d'une démonstration ofi d'une

construction, augmenter 1l'univers pour calculer la cohomologie d'un faisceau.

2.5.2 Soient (C,A) wun U-site annelé et ¥V un univers contenant U . Notons C:

, A

la catégorie des U-faisceaux £ 3 C; gy —=> ¢
’_

ALY le foncteur d'inclusion des

U-préfaisceaux dans les V-préfaisceaux de A-modules. Le foncteur % est exact et

par suite les foncteurs dérivés du foncteur =& #° . C;’ ———a—C; v ( ) sont les
»

foncteurs Eﬂiﬁ s+ 49 > 0 . Par abus de notation, nous noterons encore

g cr— ¢

A R,V , % 0, les foncteurs =X . cet agrandissement de 1'univers

présente lorsque C est V-petit 1'avantage suivant: La catégorie Ca n'est pas en

général un U-topos et les U-préfaisceaux de A-modules ne sont pas nécessairement
des sous—modules de U-préfaisceaux injectifs, alors que la catégorie des V-pré-
faisceaux est un topos (un V-topes) et que par suite tout V-préfaisceau de A-modules
est un sous—objet d'un V-préfaisceau injectif (0.1.1). Ainsi pour tout V-préfaisceau
d'ensembles R (et en particulier lorsque R est un U-préfaisceau) et pour tout
tout U-faisceau de A-modules M , les groupes Hq(R,gbq(H)) sont définis par 2.1.1
J et il résulte de (2.5.1.2) que ces groupes ne dépendent pas de 1'univers V considéré.
De m€me, pour tout couple d'entiers > 0 p et g , les préfaisceaux ﬁép(Eﬂg(M)) sont
définis par 2.4.5 et il résulte de (2.5.1.2) et de (2.4.5.4) que ces préfaisceaux ne

s dépendent pas de 1'univers ¥V utilisé pour les définir.
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3. La suite spectrale de Cartan—-leray relative 3 un recouvrement

Proposition 3.1 : Soient (C,A) un U-site annel@, V un univers contenant U . Ie
foncteur ° : ¢ —s - (2.5.2) transforme les A-Modules injectifs en préfaisces
—_— A A,V -Sceauy

injectifs. Pour tout entier q > 0 , et tout A-Module M » le faisceau associé& ay

préfaisceau stq(ﬁ) est nul.

Notons ay le foncteur "faisceau associé

pour les V-préfaisceaux et

€ : Cgf e .y CK v le foncteur d'inclusion des U-faisceaux dans les V-faisceaux. On

a ivﬁ'” = e (II 3.6) et comme les foncteurs 2, et © sont exacts, on a %qu =0
pour tout entier g > 0 . Pour tout U-faisceau M et tout V-préfaisceau N on a un

isomorphisme fonctoriel Homc,. (N,&”(M)) e Homc..,, (_a_lvN,e M) . Lorsque M est in-
A,V A,V =

jectif, eM est injectif (1.9) et comme le foncteur 3, est exact, le fonecteur

Npb— Homc (N, % (M)) est exact. Par suite W°(M) est injectif.
A,V

Théoréme 3.2 : Soient (C,A) un U-site annel&, R un U-préfaisceau d'ensembles sur

€C, M un faisceau de A-Modules. Il existe une suite spectrale, fonctorielle en R

et en M :

C3.2.1) B (aR, M) e B’? = P, R0y .

(Lorsque C n'est pas U-petit, le terme HP(R, Eﬂq(uj) doit 8tre interprété comme la
q &

cohomologie du préfaisceau MI(M) dans le topos C;, o V est un univers contenant

U tel que C soit V-petit (2.5.2)}.

Par définition du foncteur "faisceau associad" (cf. II) on a un isomorphisme de
foncteur H%(aR,M) = HO(R,R"(M)) . Le foneteur M° transforme les objets injectifs
en cbjets injectifs. La suite spectrale des foncteurs composés (0.3) est la suite

spectrale cherchée.

Corollaire 3.3 : Soient X un objet de C et u - (Ui —> X)), 1€1, une fa-

mille couvrante telle que pour tout i€ I s+ le morphisme Ui ——> X soit quarrable.

On a alors une suite spectrale (dite de Cartan—-Leray)

(3.3.1) Hp+q(K,M){==Eg’q = #P(W,R90n)
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Soit R&—> X 1le crible engendré par 1L . Comme ce crible est couvrant, le

faisceau associ€ & R est le faisceau associé 3 X (II 5.2). Compte tenu de 2.4.1,

+ +
on 2 uP q(&R,H) = W H(X,M) . le corollaire résulte alors de 2. 3.4,

Corollaire 3.4 i Il existe ume suite spectrale fonctorielle en le faisceau M et
Corol .31Te

1'objet X de C
—
W,
(3.4.1) o &= 'Y - wP(x, ki)

Cette suite spectrale fournit, lorsque X wvarie dans € , la suite spectrale de

Eréfaisceaux 3
v
(3.4.2) ®RPTIM) e—r n’? = RP(R'ony .

Ces suites spectrales fournissent des morphismes fonctoriels (morphismes de coin) :

(3.4.3) 00 : Moy —s Ry

(3.4.4) ¢§(1~1} : wle,m — wY%x,Mm .

Les morphismes 2? et @; sont des isomorphismes lorsque g &gale 0 ou 1 . Les
morphismes ¢2 et ¢§ sont des monomorphismes. Plus généralement, lorsque les pré-

faisceaux ﬁﬁ}(M) sont nuls pour 0 < i <n , les morphismes ¢q(M) et ¢§(M)

sont des isomorphismes pour 0 £ g £ n et des monomorphismes pour qg=n + 1

La premi&re suite spectrale s'obtient en passant i la limite inductive dans la
suite spectrale (3.2.1) sur les cribles R<“—= ¥ couvrant X (2.4.5.2). La deuxidme
suite spectrale s'en d&duit aussitBt (2.4.5.3). Les faisceaux associés aux préfais-

W W Ky
ceaux ¥ M) sont nuls lorsque @ » 0 (3.1). On a donec KX X3y = 0o pour tout
% 09¢ q
qQ >0 (II.3.4). Par suite 3%°9€ (M) est un préfaisceau séparé dont le faisceau

. 5 q
associé est nul. On a donc 2€° &%) =0 pour g > 0 (II 3.2). Les assertions sur
les morphismes 9 et 83 s'en déduisent aussitdt.

X

Corollaire 3.5 : Soient (E,A) un topes annel& et M un A-Module (i gauche pour

fixer les idées). Notons M 1le Groupe abé&lien sous-jacent 3 M . Le foncteur
Mi—s M est exact et par suite, pour tout objet X de E , 1'isomorphisme
Lanonique
Lanonique

HY(X,M) > HO(X,M)
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Se prolonge en des morphismes

Hi(x, ) — HY (X, M g0 .
Ces morphismes sont des isomorphismes.
Pour tout objet Y de E , on a (2.4.5.4) :
HP (Y,M) = 1im HP(U,M) ; HP (Y, M) = lim BP (W,
U U

la limite inductive &tant prise sur les familles épimorphiques U= (Yi —_ Y) ,
i€ I .
" ] . : ¥ xp . :
Par suite, l'homomorphisme canonique H'(Y,M) —> 1§ (Y,M) est un isomorphisme
% %P
(2.3.4). Donec (2.4.5.3), 1'homomorphisme canonique p(M) — W (M) est un iso-
v
morphisme. Si M est un A-Module injectif, on a ?EF(ED =0 pour p > Q0 ; D'ol
x,l(ﬂ) = 0 et par récurrence sur p , t,}Ep(ﬁ) =0, p>0 (3.4). Donc Hp(x,ﬂ) =0
pour p > 0 (2.4.2.2) et (2.5). Par suite, le foncteur M I—3 M transforme les
objets injectifs en objets acycliques pour le foncteur HO(K, . ) s d'ott 1'isomor—

phisme annoncé.

Exercice 3.6 : Soient G wun groupe topologique et BG son topos classifiant (IV

2.5). Notons EG

muni de 1'opération de translation & gauche par les &léments de G . Le morphisme

l'objet de BG constitué par 1'espace topologique sous-jacent 3 G

canonique de EG dans 1'objet final en de BG est un Epimorphisme ; d'od un recou-
vrement W = (EC —_— ec) et, pour tout faisceau abélien F de BG , une sulte

spectrale
P9 _ P q p+q
(3.6.1) B = U, BN = vT,P

qu'on se propose d'étudier.
1) Montrer que pour tout entier n , le topos

BG} EG x EG X ...Xx E ( n facteurs)

£

est canoniquement &quivalent au topes (IV 2.5)
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TOP (G*GXGx...x G) ( n-1 facteurs)

Pour tout entier n , notons Fn le faisceau sur 1'espace topologique Gx ... x G

( n facteurs) induit par F .

2) En déduire que le terme Eg’q de (3.6.1) est canoniquement isomorphe au

p-éme groupe de cchomologie d'um complexe du type
Hq(e,Fo) S Hq(G,FI} — Hq(GXG,Fz) —_— ...
qu'on explicitera ( e désigne 1'espace topologique réduit 3 un point).

3) En déduire que la cochomologie du topos classifiant BG a valeur dans les
faisceaux localement constants est isomorphe 3 la cohomologie singulisre correspon-—
dante des espaces classifiants utilis&s en topologie lorsque pour les espaces topolo-
giques du type GxGx ... xG , la cohomologie des faisceaux localement constants
coincide avec la cohomologie singuli&re correspondante (Ce qui est le cas lorsque, par

exemple, G est localement contractile) ; (Pour les espaces classifiants, on pourra

consulter []5]).

4. Faisceaux acycliques

Définition 41, : Soient (E,A) un topos annelé, F un A-Module, S wune famille

topologiquement génératrice de E . On dit que F est S-acyclique si pour tout objet

X de §, et tout entier q > 0 , on a Hq(X,F)

O . Lorsque S est &gal 3 ob E ,

les faisceaux S-acycliques sont appelés les faisceaux flasques.

4.2. Spient (C,A) un U-site annelé, F un faisceau de A-modules sur C . On dit

Que F est C-acycligque si F est S-acyclique oi S est la famille des faisceaux

associés aux objets de C

Proposition 4.3 : Soient (C,A4) un U-site annelé, F un faisceau de A-modules.

Notons . A, s Vs . B = ,
n ¥ C& —_— CA le foncteur d'inclusion des A-Modules dans la catégorie

des préfaisceaux de A-modules (il s'agit ici des V-préfaisceaux o V est un univers

el que € soit V-petit). Les conditions suivantes sont &quivalentes :

31



-

i) F est C-acyclique.

ii) Pour tout objet X de € et tout crible couvrant R€—> X , on a :

o 4
Hq{R,x (F)) = o0 pour tout g > 0

iii) Pour tout objet X de € , on a :

v
HY (X,F) = 0 pour tout gq > 0 ;

i) === ii) : Comme F est C-acyclique, les préfaisceaux ?&Q(F) sont nuls pour 1
g >0 . La suite spectrale 3.2.] fournit alors un isomorphisme Hq(R,W(F)) fe] Hq(X,F)

pour tout q . Par suite Hq{R,if(F}} =0 pour q >0 )

.

ii)= iii) : clair par passage 3 la limite inductive.

iii) == i) : on démontre par récurrence sur q que les pré&faisceaux ﬁq(l“) sont

nuls pour g > 0 . Pour cela, on utilise 3.4.2.

4.4. Il résulte du critdre 4.3 ii) et de 3.5 que la propriété de S-—acyclicité ne
dépend que du faisceau ab&lien sous—jacent. En particulier, un faisceau de A-modules

est flasque si et seulement si le faisceau abé8lien sous—jacent est flasque.

Corollaire 4.5 : Soient (E,A) un topos anmelé et F un A-Module. Les propriétés

suivantes sont &quivalentes :

.

i) F est flasque ;

1i) Pour toute famille épimorphique 93= (Ki — X)

i€1 :
Hq(a:, F) = 0 pour tout g > O .

Dans 4.2, on prend pour C 1le topos E 1lui-méme. Le corollaire résulte alors de

1'équivalence i) & ii) de 4.2.

4.6. Les faisceaux injectifs sont flasques. Les faisceaux flasques sont S—acycliques

pour toute famille topologiquement génératrice S . Les faisceaux flasques ne sont pas

nécessairement injectifs (prendre pour topos E le topos des ensembles). Les faisceauX ;

S-acycliques ne sont pas nécessairement flasques (exercice 4.1.3).

Proposition 4.7 : Soient (E,A) un topos, F un A-Module flasque, X un objet de

E . Pour tout sous—-objet Y de X 1'homomorphisme canonique HO(K,F) —_— HO(Y»F)
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est surjectif.
Soit Y un sous—objet de X tel que le morphisme HO(K,F) —_ HQ(Y,F) ne soit
pas surjectif. Soit Z 1'objet obtenu en recollant deux copies xl et X de X le

2

jong de Y . L'objet Z est recouvert par les deux sous-objets X, et X, ona

X “z x2 = Y . Notons ﬂ: = (Xi : Xz) le recouvrement ainsi obtenu. On constate aussi-

1
tot que HI(G:,F) # 0 . Contradiction.

4.8. La propri@té décrite dans 4.7 ne caractérise pas, dans le cas des topos gEné-
raux, les faisceaux flasques (exer. ;.15). Elle la caractérise cependant dans le cas
des topos engendrés par leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos asso-
ciés aux espaces topologiques (exer. 4.16). La terminologie de flasque adoptée ici

coincide dans le cas des espaces topologiques avec la terminologie de [7] (exer. 4.16).

Proposition 4.9. : Soient u : (E,A) —> (E',A') un morphisme de topos annelés.

1) Le fonecteur u_ transforme les A-Modules flasques en A'-Modules flasques.

2) Soient S et $' des familles topologiquement génératrices de E et E'

respectivement telles que u“(s‘) < S8 . Le foncteur u_ transforme les A-Modules

S-acycliques en A'-Modules S'-acycliques.

3) Lorsque u est un morphisme platr (1.8) le foncteur u_ transforme les A~

Modules injectifs en A'-Modules injectifs.

Soient X wun cbjet de E' , q:= (X, — x) une famille &pimorphique, F

i€l

- '
un A-Module flasque, C (Jr,uxF) le complexe de Cech du recouvrement ) ) . On a un

i

isomorphisme canonique C'(‘:I:,uxF) S C'(uxm,F) en utilisant 1'adjonction de u

= o = : S *
et de u et le fait que u commute aux produits fibrés. De plus u commute aux

5o N . . =
limites inductives et par suite u~(ZL)

x .. .
(u Xi —> u X) i est une famille

€pimorphique. Comme F est flasque, on a Hq(ux(QZ),F) pour g > 0 et par suite

Hq(it.uxﬁ =83 (&L,u F) = wlC (u N ,P) = #W@),F) = 0 pour g > O.

Donge uxF est flasque.
Démontrons 2). Lorsque S' est stable par produits fibrés une démonstration
@nalogue a celle qui précade permet de démontrer 2). Dans le cas général, nous utili-

Serons la suite spectrale du morphisme u (5.3.2). L'assertion 2) ne sera pas utili-
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sée avant 5.3.2. Seit F un faisceau S-acvelique. les faisceaux unxF sont les
faisceaux associ&s aux préfaisceaux X F—~+—Hq(uxX,F) . Comme S' est une famille
topologiquement génératrice et comme F est S~acyclique, on a unzF = 0 pour tout
q » 0. La suite spectrale 5.3.2 fournit alors un isomorphisme, pour tout objet X de
E' : HqCX,uxF) = #9u™X,F) et par suite, pour tout X dans §' , Hq(}:.uxF} =0 .
Démontrons 3). Lorsque le morphisme u est plat, le foncteur u" pour les Modules
est exact (1.8). Par suite le foncteur u_ adjoint 3 droite de u™ transforme les

objets injectifs en objets injectifs (0.2).

Proposition 4.10 : Soient F un A-Module du topos anneld (E,A), G un A-Module

injectif.
1) Le foncteur F b—3p seomA(F,G) est exact.

2) Le groupe ab&lien 9eomA(F,G) est flasque.

Preuve : Montrons 1), Soit :
O——=F" —» F — F" — 0
une suite exacte. Il nous faut montrer que la suite :
0 —=&om, (F",6) —>Rom, (F,6) —¥om, (F',6) — o0

est exacte et pour cela il suffit de mntrer que pour tout objet H de E , la

suite
0 — Hom (4, %om, (F",6)) —> HmE(H,‘éﬂomA(F,c)) == namE(H,ﬂﬁomA(F B
est exacte. Or (IV 6.12) cette dernidre suite est isomorphe & la suite
" ]

(0] ———ﬁvHoma{AH @AF ,G) —— HomA(AH GAF,G} _— HcmA{AH BAF G —> 0
et le A-Module AH est plat (1.3.1).
2) Montrons queitomA(F,G) est flasque. Soit :

18 =X —s ¥ ,1i€1

une famille @pimorphique de E , et

H “ae X. T X.

C.(‘I) H __+_—'+ %}L EX —_— _%.‘_Lz
3 ixXj i
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le complexe d&fini en 1.5. Ce complexe est une résolution plate de l'objet z, qui
est lui—méme plat(l.4 et 1.3).

calculons alors les groupes @

13X, ¥om, (F,0) =5 1% (Homz(C. () Kom, (F,6)) > 1(tiom, (c. (L) 6, F,0)

i

Le complexe

. () 8, F

est acyclique en degré # 0 , car C.(IL) est une résolution plate d'un module plat.

Par suite Hom(C. () 31 F,G) est acyclique en degré # 0

Progosition 4.11 : Soient (E,A) un topos annelé, F un faisceau flasque (resp.

injectif) de A-modules.

1) Pour tout objet X de E 1le A|X-Module j; F est flasque (resp. injectif)

2) Pour tout fermé Z de E , le faisceau des sections de F 3 supports dans

Z (IV 14) est flasque (resp. injectif).

L'assertion 1) résulte de 4.5 lorsque F est flasque. Le foncteur j; admet un
adjoint 3@ gauche exact jX! (IV 11). Par suite, lorsque F est injectif, j
injeetif (0.2). Démontrons 2). Notons i : Z — E 1le morphisme d'inclusion. le
faisceau des sections de F & support dans Z est alors le faisceau iinF (IV 14).
Le foncteur ixi! est adjoint 3 droite au foncteur ixix qui est exact (IV 14). Par
suite il transforme faisceau injectif en faisceau injectif. Soient U 1'ouvert com—

plémentaire de Z , j : U —=E 1le morphisme d'inclusion et F un faisceau flas-

que. On a une suite exacte (IV 14) :

1
.11.1) 0—> ii'F —sF—> jxij

Pour tout objet X de E , on a jﬁij(K) = F(¥xU) et le morphisme

F(X) H——v-jxij(X} induit par la derniére fliéche de (4.,11.1) provient de

1'injection canonique XxU<—= X . Comme F est flasque, ce morphisme est surjectif

(4.7) et par suite, la dernizre fliche de 4.11.1 est un épimorphisme de préfaisceaux.
Pour tout objet X de E , la suite exacte de cohomologie déduite de 4.11.1 fournit
Hq - s . . - -: -
(X.lxl F) = 0 pour q > 0 et par suite i i F est flasque.
i3
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4.12 La propriété pour un faisceau d'@tre flasque (resp. injectif) se localise (4.1}
1)). Mais ce n'est Pas, en géndral, une procpriété de caractére local (exer. 4.153).
Cependant, c'est une propriété de caractiére local dans le cas des topos engendrés par
leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos associés aux espaces topologs

ques (exer. 4.16).

Exercice 4.13 : Soient X wun espace localement compact et F un faisceau c-mou
E?J. En utilisant le caract@re local de la mollesse (loc. cit.), montrer que la res-—
triction de F & tout ouvert paracompact de X est un faisceau mou. Montrer que les
ouverts paracompacts forment une base de la topologie de X . En déduire que, en no-
tant S 1la famille des ouverts paracompacts de X , le faisceau F est S-acyclique.

Montrer que le faisceau des fonctions continues sur X est S-acyelique mais n'est

pas flasque lorsque X n'est pas discret.

Probléme 4.14 : Etudier les topos totalement acycliques, i.e. les topos tels que

HqCX,F) = 0 pour tout g > 0 , tout objet X , tout faisceau ab&lien F .

Exercice 4.15 : Soient G wun groupe discret, B, son topos classifiant (IV 2.4).
Montrer que pour tout faisceau ab&lien F et tout mcnomorphisme X «—= Y , 1'homo-—

morphisme F(Y) —— F(X) est surjectif. Soit E(G) 1le groupe G considéré comme

espace homogéne sous lui-méme. C'est un objet de B, . Le topos

est équi-
G q

B

G /E(G)
valent au topos ponctuel (IV 8). Le morphisme E(G) —> & (e objet final de BG)
est un épimorphisme. Pour tout faisceau abélien F de BG » le faisceau F|E(G) est
flasque. En déduire que la propriété d'8tre flasque ou injectif n'est pas de caractére

local.

Exercice 4.16 : On dit qu'un topos E est engendré par ses ouverts si les ouverts
de E (i.e. les sous—objets de 1'objet final e de E ) forment une famille généra-—
trice (I 7). Un tel topos poss@de la proprié&té suivante :

(P) Toute famille &pimorphique Xpo=—2XK 5 & € I , est majorée par une famille &pi-

morphique Uj —» X 3 ] € J , ou les Uj —>» X sont des monomorphismes.

34

36

|



—

33 v

a) Existe-t-il des topos qui poss&dent la propriété (P) et qui ne sont pas engen-—
drés par leurs ouverts ? Les topos associ@s aux espaces topologiques sont engendrés
par leurs ouverts. 8i E est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)), pour tout
objet X de E , EIX est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)). Tout sous-—
topos d'un topos engendré& par ses ouverts est engendré par ses ouverts. La propriété

(P) n'est pas une propri@té de caractére local.

b) Soient E wun topos, Ouv(E) la catégorie des ouverts de E munie de 1la topo-—
logie induite. Le foncteur d'inclusion Ouv(E) — E est un morphisme de sites,
d'oli un morphisme de topos [T : E —> Ouv{Efu . Le foncteur - est pleinement
fidéle. Le morphisme 1 posséde vis 3 vis de la 2-catégorie des topos engendrés par
leurs ouverts une propriété universelle que le lecteur explicitera.

c) Scient E un topos engendré par ses ouverts et Point(E) 1'ensemble des
points 3 isomorphismes pr@s de E . Montrer que Point(E) est petit. Mettre une topo-
logie sur Point(E) et dé&finir un morphisme Top(Point(E)) — Quv(E)™ faisant
de Top(Point(E)) un sous—topos de Ouv(E)™ . Pour tout espace topologique X ,
montrer que tout morphisme de Top(X) dans E fournit un morphisme de Top(X) dans
Top(Point(E)) . Montrer qu'un topos engendr& par sSes ouverts est équivalent % un topos
Top(X) (X espace topologique) si et seulement s'il posside suffisamment de points.
Montrer qu'il existe des topos engendrés par leurs ouverts qui ne sont pas équiwvalents
8 des topos Top(X) ofi X est un espace topologique.

d) Seit E un topos poss@dant la propriété (P) . Pour qu'un faisceau ab&lien

F sur E soit flasque, il faut et il suffit que pour tout monomorphisme X “—» Y

1'homomorphisme F(Y) — F(X) soit surjectif.

e) Soit E un topos possédant la propriété (P) . Montrer que la propri&té pour

un faisceau F d'8tre flasque est une propriété de nature locale.

f) Soient E un topos engendré par ses ouverts, e l'objet final de E . Pour

L] . I - - - - & z
Qu'un faisceau abé&lien F soit flasque il faut et il suffit que pour tout ouvert U

de e , 1e morphisme canonigque F(e) —= F(U) soit surjectif.
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Exercice 4.17 (Faisceaux flasques et changement d'univers)

Soient C wun U-site (par exemple un U-topos) et V wun univers contenant u

Notons £ : CE e CG les catégories de faisceaux correspondantes et l'injection
canonique. S;;t F un_-EfEaisceau ab&lien flasque sur C . On se propose de montrer
que eF est flasque. On remarque tout d'abord que pour tout objet X de CE on a
Hqigx,aF) =0 pour g > 0 . Tout objet ¥ de C; admet une famille épimorp;ique

gxi —— Y , i €1 oi les sxi —> Y sont des monomorphismes. On en conclut que

Hq(Y,sF} = 1im? F(X) . Pour montrer que ces {iw? sont aels pour g # 0 , on peut s
€ HeaY

" s ; ;
ramener au topos Ouv(Cva) et utiliser le fait que pour ce topos, un faisceau es

flasque s'il 1'est localement.

5. Les un" et la suite spectrale de Cartan-leray relative 3 un morphisme de topos

5.0. Soient wu : (E,A) — (E',A'") un morphisme de topos annelés, u_ - E —=E
le foncteur image directe. La notation u_ désignera encore l'extension aux Modules
du foncteur image directe. Le foncteur u_  pour les Modules (& gauche pour fixer 1le

idées) est exact 3 gauche. Ses foneteurs dérivés droits sont notds un* v K B0 .

Proposition 5.1 :

1) Pour tout A-Module M , le faisceau unxM est le faisceau associé& au pré-

faisceau X' ——s Hq(uxx',H) (X' €ob E") .

2) La formation des foncteurs unx commute aux restrictions des scalaires.

3) la formation des unx commute aux localisations. De mani&re précise, pour

tout objet X' de E' , si on désigne par Uy E/uxx, — E'/x. le morphisme

déduit de u par localisation (IV 8), on a, pour tout A-Module M , un isomorphism

canonique

W
o

(5.1.1) Rq(u!x,)x (M| u®Kr) unx(H) | x q

Désignons par u; : EE— E'" le foncteur image directe pour les U-pré&faisce

- = x S . A
(uxH =Mou ). Comme u et . sont adjoints, on a un isomorphisme
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ot a est le foncteur faisceau associé pour E' . Comme les foncteurs a et u

gont exacts, on &
Ry o au~ 3 )
= - X

ce qui est une autre maniére d'énoncer 1). L'assertion 2) résulte alors de 1) et de

3.5. Par définition du morphisme on & un isomorphisme canonique 5.1.1 pour

'I.l’{x-I

q-= 0 . Le cas général s'en déduit en remarquant que les foncteurs de localisation

(IV 8) sont exacts et transforment les objets injectifs en objets injectifs (4.11).

Proposition 5.2 : Soient u : E— E' un morphisme de topos et S' wune famille

génératrice de E' . Les faisceaux M acycliques pour les foncteurs Hofuxx‘,.) 2

X' € 8' , sont acycliques pour le foncteur ug - En particulier, les faisceaux flas—

gues sont acycliques pour SO

Résulte de 5.1, 1).

Proposition 5.3 : Soient u : E —> E' un morphisme de topos et M un Groupe abé-

"
lien de E . On a une suite spectrale : [

&
(5.3.1) Eg.q = Hp(E‘,unxM) —_— Hp q{E,}{) . l
Plus généralement, pour tout objer X' de E' , on a une suite spectrale
(5.3.2) DY = P (xR ) =—— v" T

Par définition des foncteurs images directe et réciproque, on a un isomorphisme
Ho(xl M _~ o ot . ) . .

.ux ) = H (u"X',M) . Le foncteur u_ transforme les objets injectifs en faisceaux
flasques (4.6 et 4.9). Les suites spectrales proposées sont donc des suites spectrales

de foncteurs composés (0.3).

EEEEEEEEEEE_S-Q : Soient u : E—=E' et v : E' —> E" deux morphismes de

Lopos. On a une suite spectrale

P g +q
R*v R™u —_— Rp (v o u) ¥
= = x
On a van = (L-'u)x et le foncteur u transforme les objets injectifs
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en flasceaux flasques (4.9) donc acycliques pour v (5.2). On a donc une suite

spectrale des foncteurs composés (0.3).

6. Ext locaux et cohomologie 3 supports

6.0. Soient (E,A) un topos anneld, M un A-Module, & gauche pour fixer les id&es,
Le foncteur N F-——?ﬂmeA(M,N) » sur la catégorie des A-Modules 3 gauches et 3 valeurs
dans la catégorie des CGroupes ab&liens est exact 3 gauche (IV 12). Ses foncteurs déri-

vés droits sont notés :

(6.0.1) Ex::g(M,N} .

En particulier, on a

(6.0.2) exe(6N) =¥om, ) .

Par définition, on a des isomorphismes canoniques (2,1 et IV 12).
(6.0.3) HO(E,Ext:(M,N}) - E‘.xti(E;M,N) = Hom, (M,N)
Plus gé&néralement, pour tout objet X de E , on a (2.2)

o o (]
(6.0.4) H (X, gxt, (M, N) = Ext, (X;M,N) = HomAfX(MlX,N|X) .

Proposition 6.1

q

4 Commute aux localisations. De manidre préci-

1) La formation des foncteurs gxt

se, pour tout objet X de E , on a des isomorphismes fonctoriels :

q i q :
(6.1.1) gxtA(M,NHX o, Extﬁl.X(M|K,b=|X) :

2) Le faisceau Ext:(M,NJ est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau

X —> Extg(x;!{,ﬂ} .

3) Il existe une suite spectrale

(6.1.2) Exl::+q‘(E;M,N)=ES’q = #P(e, extd(r,0)) !
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Plus généralement, pour tout objet X de E , on a une suite spectrale fonctorielle

——

en X et en les arguments M et N
P*q.... P.q _ P q 2
(6. 1-3) Ext, (K:M:N}€=E2 B (X, Ext, (M,N))

Par définition, on a un isomorphisme (6.1.1) lorsque q = 0 (IV 12). Le cas gé—
néral s'en d&duit compte tenu du fait que les foncteurs de localisarion sont exacts
et transforment les Modules injectifs et Modules injectifs (2.2). Le foncteur
Nl_——yjfomA(H.N) = Extz(M,N} transforme les Modules injectifs en faisceaux flasques
donc en faisceaux acycliques pour HO(X,-) (4.10). Les suites spectrales (6.1.2) et
(6.1.3) sont des suites spectrales de foncteurs composés compte tenu de (6.0.3) et
(6.0.4). Lorsque X wvarie dans E , la suite spectrale (6.1.3) fournit une suite
spectrale de préfaisceaux, d'oli en passant aux faisceaux associés, une suite spectrale
de faisceaux. Comme les faisceaux associBs aux préfaisceaux X b—-> Hp(x,.) sont nuls
lorsque p # 0 (3.1), cette suite spectrale dégénére et fournit 1"isomorphisme annoncé

dans 2).

Proposition 6.2 : Les foncteurs (M,N) —> Exti(M,N) s 9 20 , forment un &-fone-

teur en la variable M et la variable N . De maniare explicite, pour toute suite

exacte O N' N——N'—> 0 (resp. 0 M' M M" 0)

on a des longues suites exactes :

(6.2.1) poe = EXEQOLNT) —> extlonN — gxelonym o excy LNy — L.
W (resp.
) (6.2.2) o EReI O, N) — Exty (M,N) —> gxtg(ﬁ',:ﬂ 28 Extq:]{M”,N) B
L I1 résulte des propri&tés générales des Ffoncteurs Extl que pour tout objet X

de E , les foncteurs (M,N) ——s Extq(X;M,N) » 9 2 0 , forment un i-foncteur en cha-

A -~

cun des arguments, d'oi 1'assertion, en faisant varier X et en prenant le faisceau

associé (6.1).

iy —

6.3, Seient (E,A) un topos annelé&, M un A-Module, Z un fermé de FE IV 9),

P _ . o . .
v U'ouvere complémentaire. On note H?(E,Mh le groupe des sections de M dont le
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sSupport est contenu dans Z (IV [4) et E;(H) le sous—faisceau de M défini par les
sections de M "3 supports dans Z " (IV 14). Les foncteurs H;{E,-) et ﬂ;(-) sont
exacts & gauche (IV 14). Les foncteurs dérivés sont notss HE(E,.) et E;{.) respec-

tivement et appelés les groupes (resp. faisceaux) de cohomologie de M 3 support

dans Z (x)‘

On a des isomorphismes canoniques (IV 14)

=} "~ I~ o -

(6.3.1) HZ(E,H) L HomA(Az,M) = ExtA(E,AZ,M) N
9 —~ ~ o

(6.3.2) H0e0 = Kom, (a0 = Ext, (A,,M) ;

d'oll des isomorphismes pour tout q 2 0
q —~— q a
(6.3.3) HZ(E,M) = Ext (E;A,,M) s

q Rl q
(6.3.4) H MO = exelca,m .

—~

On remarquera que Az €tant un biModule, les faisceaux Gxtg(Az,H) o ggtM} sont
munis canoniquement de structures de A-Module.
Pour tout objet X de E , notons zfx le sous—topos fermé de Efx déduir de

Z par localisation (c'est le complémentaire de UxX ). Par définition, on a des iso-

morphismes canoniques

- o Q i o
(6.3.5) H (x,y_Z(M)J = H, (EJ,X,M|X) :
1E
On pose
q o q sl
(6.3.6) H, (X,M) = Hzfx(E;x,M,X) .

Compte~tenu de (6.3.2), on a des isomorphismes canoniques

q ~r Do
(6.3.7) H (X,M) == ExtA{X,AZ,M)

(x) Comparer avec SGA 2 I pour le cas des espaces topologiques ordinaires, ainsi
que 1'exposé de HARTSHORNE cité p.g8p plus bas.
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proposition 6.4,
-—l—'_._'__._

1) La formation des foncteurs E; commute 3@ la localisation. De manidre précise,

pour tout objet X de E , et tout A-Module M , on a des isomorphismes canoniques

o —~— q
(6.4.1) B, (0l x = ngxcnlx) :

2) Le faisceau E;(H) est le faisceau associé au préfaisceau X —— H%(X,H) .

3) Il existe une suite spectrale :

(6.4.2) P 3(E ) e——=nP(e,Hl0n) .

Plus généralement, pour tout objet X de E , il existe une suite spectrale

(6.4.3) Hp;‘c:c,m) €==Hp(x,§;{M)) .
On ne fait que traduire la proposition 6.1 3 1l'aide du diectionnaire 6.3.

Proposition 6.5 : Avec les notations de 6.3, notons j : U —=E le morphisme

canonique. Pour tout A-Module M , il existe une suite exacte de faisceaux :

(6.5.1) 0 —> HY(M) —> M —> j_(M|U) — H(M) — 0

et des isomorphismes pour g 2 2 :

(6.5.2) Boo = exed tag,m 2 /97 o

On a de plus, une longue suite exacte

“ 5

(6.5.3) ——-*H;(E,M) — g, — gw,m —»Hi”(s,m —_— (=)

et plus généralement; pour tout objer X de E , on a une longue suite exacte

(6.5.4) Y HE(X,H) — 5, M) — 8%, — Hgﬂ(x,}i) — s o
Par définition de AZ , on a une suite exacte (IV 14)

(6.5.5 0 > > o N
5) > A A A, > 0 .

-

(x) cette suite exacte précise le rdle des invariants cohomologiques globaux HS{E,N)
comme des ''groupes de cohomologie de E module 1'ouvert U , & coefficient”
dans M ',
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Les foncteurs Exti(ﬁ,.) sont nuls pour g > 0 . On a 380mﬁ(AU,H):: jx(MIU) (IV 14)
i a M) 2= g4 (Ml £i 9 My = o

et par suite (2.2) ExLA(AU,H) R Jzﬁi_L) . Enfin EXCA(AZ’“) EZ(M} (6.3.4).

La longue suite exacte (6.2.2) fournit dans ce cas (6.5.1) et (6.5.2). Les suites

exactes (6.5.3) et (6.5.4) résultent du dictionnaire 6.3 et de la longue suite exacte

du $-foncteur Exti(x; - M), g >0, associBe 3 (6.5.5).

Proposition 6.6, :
(a]

1) Les faisceaux flasques sont acycliques pour les foncteurs Ez et Hg(x, I

2) Les foncteurs 5; et HE(X, - ) commutent aux restrictions des scalaires.

Soit M un faisceau flasque. La suire exacte (6.5.4) fournit des égalités

Hg(x,ﬁ) = 0 pour tout X et tout q 2> 2 et une suite exacte

0 — HE{K.M) — 1O X, M) —— HC (XxU, M) —> ‘H:;{X,H} — 0

Mais le faisceau M &tant flasque, le morphisme HG{X,M) e HU(XxU,M} est surjec-

tif (4.). Par suite Hé(x,M} =0 et M est acyclique pour Hg(X;H). En passant aux

faisceaux associds, on en d&duit que M est acyclique pour le foncteur g; (6.4).
; o Gl e
I1 est clair que les fonecteurs E; et HZ(X’ . ) commutent aux restrictions des sca-

laires et comme les faisceaux flasques sont acycliques pour ces deux foncteurs, la

propriété 2) en résulte.

Proposition 6.7, : Soient (E,A) un topos annelé, Z wun fermé de E , U 1'ouvert

complémentaire, M et N deux A-Modules. Il existe des isomorphismes fonctoriels en

M t N compatibles avec les changements de fermés :

Hy (%om, 01,N)) 2% Wom, (1, H3(N) 25 Rom, (M 8, A,,N)

Résulte de (IV 14) compte-tenu de (6.3.2).
6.8 On pose

(6.8.1) Rom, ,(M,1) = B> (Bom, (M,8) .

Le foncteur N‘F———rﬁ%mﬁ Z(M,N) est exact 3 gauche. Ses foncteurs dérivés sont notés
»

gxti Z(M.N) : ce sont les faisceaux Ext 3 supports dans Z . On a done
»
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(6.8.2) Ext, ,(M,N) = ‘J@cm&'z(m,m) ;

Posons MZ =M ﬂaﬁz . Il résulte de IV 14 que MZ est 1'image directe sur E de

1'image réciproque sur Z de M . On a donc, compte tenu de 6.7 des isomorphismes
8.3) ext? o, =~ extio,m .
(6.8 K 7N A=
passons maintenant aux invariants globaux. On pose
_ o .. . '
(6.8.4) Hom, ,(M,N) = ExtA’z(E,M,m) HZ(E,'E)DmA(M,N)} :

Le groupe HomA Z(M,N} est le sous—groupe du groupe des morphismes de M dans N
L]
dont le support et dans Z (IV 14) i.e. qui sont nuls sur U . Plus glnéralement,

pour tout objet X de E , on pose
o B _ 0
(6.8.5) Ext, ,(XiM,N) = Hy (X, ®Kom, (M,N) :

Les foncteurs N b—— Ext: Z(K;M,N) sont exacts 3 gauche. Les foncteurs dérivés sont
*

notés Ext: Z{X.M,N) . Ce sont les groupes Ext 3 supports dans Z . Les définitionms
£

6.3.6, 6.8.1 et 6.8.5 et les isomorphismes 6.7 fournissent des isomorphismes

o
H (X,%omﬁ'z{M.N] ]
o o o o
(6.8.6) ExtA?z(x;M,N} = ExtA(X;M,Ez(N}} <
Ext:{X:MZ,N) g

Le dernier isomorphisme de (6.8.6) fournit des isomorphismes

(6.8.7 9 . ~ i PP :
) Ext&}z(K,M,N) ExtA(X,Hz.b.) .
Proposition 6.9, :

1) Il existe deux suites spectrales fonctorielles en M et N compatibles avec

les changements de fermés

Ps»Q p q 4
joks = HD(Ext (M,N)) 5
(6'9‘ I) sxti".;(%’{,!\f) = 2 =2 A
L 'ERY = exfovmlomy
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2) 11 existe trois suites spectrales fonctorielles em X , M et N compatibles

avec les changements de fermés

P9 _ 4P Qe w
|r E2 HZCX,EXtA(H,N) ,
p*gq | vwPeQd _ P q x
(6.9.2) ExtA,Z (M,N) E&ee——0ouw— < EZ H (X,E}{tAEZ(M,L)) 3
| weP a9 = P i q
LTE 2 ExtA(K,H,HZ(N)) .

3) Les faisceaux Ext: Z(M,N) sont canoniquement isomorphes aux faisceaux assg-
»

ciés aux préfaisceaux X b Ext: Z(X;M,N} 5
»

Lorsque N est injectif, le faisceau QQOmA(M,N) est flasque 4.10 donc acycliqu
pour E; (6.6) . La premi@re suite spectrale de 6.9.1 est une suite spectrale de fon
teurs composés (6.8.1). De méme, lorsque N est injectif, E;(N) est injectif (4.11
et la deuxiéme suite spectrale de 6.9.1 est une suite spectrale de foncteurs composés
déduite de 6.7. Les suites spectrales de 6.9.2 sont des suites spectrales de foncteu
composés déduites de la définition 6.8.5 et les deux premiers isomorphismes de 6.8.6.
Enfin, en faisant varier X dans la deuxi®me suite spectrale de 6.9.2 et en prenant

les faisceaux associBs, on obtient une suite spectrale de faisceaux qui dégénére gric

3 3.1 et gui fournit les isomorphismes de 3).

Proposition 6.10 : Les foncteurs (M,N) F——~9-£xti Z(M,N} » @ = 0, et
L]

(M,N) —> Ext] (X;M,N) , @ 3 0 , sont des é—foncteurs en chacune des variables M
A,Z

et N . En notant MU le faisceau M ghAU (cf.IV 11), on a une longue suite exacte

£ o
S q D q ; g g+l ., .
(6.10.1) p—_— —+—ExtA,z(H,N) ———»—ExtA(M,h) ——-}-sxtA(MU,N) ———#-extA’Z(H,H]
et une suite exacte analogue par les groupes EXt
Les foncteurs Ext:( SRR - - Extg(x; « 3 +» ) forment des S—-foncteurs par

rappeort 3 chacune des variables (6.2) et le foncteur M P——a—MZ est exact car hz
est plat (1.3.3). La premire assertion résulte donc des isomorphismes 6.8.3 et 6.8.7

La suite exacte 6.10.1 et la suite exacte analogue pour les groupes Ext est la longu€

suite exacte du d—foncteur

£xtz( - » N) , g 20 (resp. Extg(x; . »N¥ 5 & 3 0)
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relative 3 la suite exacte 0 —— My ——>M——>M, ——> 0 , compte tenu de

6.8.3 et 6.8.7.

P 1 Indiquons bri&vement comment on peut &tendre ces résultats au cas des familles

de supports. Soit E un topos. Pour tout objet X de E désignons par Fer(X) 1'en-
semble des fermés du topos E,x - Cet ensemble est en correspondance biunivoque, par
passage au complémentaire, avec 1l'ensemble des ouverts du topos E;x » i.e. avee 1l'en—
semble des sous—objets de X (IV 8). Le préfaisceau Fer : X — Fer(X) est en

fait un U-faisceau ainsi qu'on le vérifie immédiatement, il est donc représentable. En

d'autres termes, il existe un objet de E noté encore Fer et un fermé zFer de
E tel gque pour tout X , tout &lément de Fer(X) se déduise de 2 pPar un
/Fer Fer °
changement de base par un morphisme uZ : X —— Fer uniquement déterminé par Z

Définition 6.12, : On appelle famille de supports de E un sous—ensemble ¢ de

l'ensemble des fermés de E qui possdde les propriétés suivantes :

(S1) La réunion d'une famille finie d'éléments de o appartient a & .

(52) Tout fermé de E contenu dans un &l8ment de & est un élément de § .

6.12.1 Soient E un topos , ¢ une famille de supports de E , X un objet de

E . On désigne par ¢(X) 1la plus petite famille de supports de EKK qui contient

les fermés de E;x déduits de fermés de ¢ par le changement de base X — s &

(e objet final de E ). Le fomcteur X — = #(X) est un sous—préfaisceau du fais—

ceau Fer . Il est donc séparé.

6.12.2 On dit qu'une famille ¢ de supports de E est de caractére local si elle

Posséde la propriété suivante :

(CL) Pour toute famille épimorphique CXi ———e) , 1 EI (oa e est l'objet final

de E) 1a suite d'ensembles

b - === -
$ — I -."r{)&i} —_— h -3-(Xi>‘ X
i i,3
88t exacte,
Seit a¢ le faisceau associ& au préfaisceau X — #(X) (6.12.1). La condi-
tian (CL) est équivalente 3 la condition due le morphisme canonique & —» #le)
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soit une bijection. (cf. la construction du faisceau associé& dans II1 dans le cas d'un

préfaisceau séparé). Pour vérifier (CL) on peut donc se limiter 3 une famille finale

de familles épimorphiques (Xi —= g D) 5 i €1 .

Exemple 6£.12.3 1

1) Seit Z un fermé de E . L'ensemble des fermés de E contenus dans Z est
une famille de supports de E . Elle est de caractére local.

2) Soit T wun espace topologique et ¢ une famille de supports paracompactifiane,
de T b]- La famille ¢ n'est pas, en général, de caractére local.

3) Soient T wun espace topologique et p un entier. La famille de ¢p des fer-
més de T de codimension de Krull = p, est une famille de supports de T . Elle est
de caractére local.

4) Soit E wun topos possédant la propriété suivante : toute famille &pimorphi-
que {Xi ——>e ) , i € T, est majorée par une famille &pimorphique finie. Alors
toute famille de supports de E est de caractére local. En effet, en utilisant
l'exemple 1), il suffit de montrer gqu'une limite inductive filtrante 2y
de familles de caractére local est une famille de caractdre local, ce qui résulte
immédiatement du passage 3 la limite inductive sur la suite d'ensembles

—_

¢3\ —_— E ¢}(Xi) — lﬁj P (Xi X Xj)
?

ol (Xi —>e), i € I, est une famille épimorphique finie. En effet d'aprés 6.12.2
et 1'hypoth&se sur E , on peut se limiter & des familles épimorphiques finies pour
vérifier les conditions (CL) et comme les limites inductives filtrantes commutent auX
limites projectives finies (I 2), l'exactitude de ces suites d'ensembles est conservée
par passage 3 la limite inductive.

5) Seit E wun topos cohérent (VI 2.3). Alors d'aprés ce qui précdde toute famille
P

de support de E est de caractére local.

6.13 Soient (E,A) un topos annel&, ¢ une famille de supports de E , N un

A-Module (& gauche pour fixer les idées), X un objet de E . On pose
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Q . Q
(6.13.1) H (N) = 1lim H_(N) .
o z€s °
o . o .
(6.13.2) H¢(E.N) = lim HZ(E,h) .
Z€D

Soit M un A-Module & gauche, on pose :

(6.13.3) Ext; (,N) = Bom (M,N) = lim Ext (M, N) :

50 A, d vZ

€%
o T o .

(6.13.4) Ext, o(X3M,N) HomAlx,¢(K)(Hix,N[X) = éé? Ext, ,(XGMN) .
On a des isomorphismes canoniques :
(6.13.5) Ext:'Q(M,N) ~ 53 (ExtK(M,N}) -
(6.13.6) Exti o (XM, N) = Ho((x,Ext:(H,N)} "

»

Lorsque ¢ est la famille des fermés contenus dans un fermé Z , on a des isomor=—

phismes :

g o o
By = &y
H: o H;
(6.13.7)

.

Les limites inductives qui définissent les foncteurs précédents sont filtrantes. Par

suite ces foncteurs sont exacts & gauche. Leurs foncteurs dérivés droits sont notés :

q q q
(6.13.8) H, 7 H¢ N ExtA’¢( st a i Ext

Ils se calculent eux aussi par limites inductives des foncteurs 5; . H; » BEC.,.

Pour Z oparcourant @

Des isomorphismes 6.13.5 et 6.13.6, on tire deux suites spectrales par passage 3
la limite inductive sur la premiére suite spectrale de 6.9.1 et la premidre suite

Spectrale de 6.9.2 :
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P+q N # =P 9 = uf Qs I
(6.13.9) ExtA,é (M,N) ES i;.(&(t:\(}l,m ;
3 3 [ q .o
(6.13.10) Exti‘:i (X3M,N) Sm————— Eg 4 - H‘;(x,excé(n,x}

6.14 Avec les notations de 6.13, on a, sans hypoth&se sur ¢ , un morphisme fone-

toriel
- o o
(b.1441) g : H¢(N) —> H (E, §¢(N)) =

Ce morphisme est toujours injectif mais n'est pas en général un isomorphisme. Cepen-
J P P

dant, si ¢ est de caractére local, le morphisme & est un isomorphisme ainsi qu'on

le vérifie immédiatement. De méme si ¢ est de caractére local, on a2 un isomorphisme

¥ o i o o
(6.14.2) gy i ExtA,é(E,M,N) o~ H {E,Extﬁ’q}(H,N)) 2

Proposition 6.15 : Soient (E,A) un topos annelé, tel que E soit cohérent (VI

% une famille de supports de E , M et N deux A-Modules. Il existe deux suites

spectrales :

(6.15.1) HE+Q(E,N) —_— Eg’q = HE(E, gg(m)) i
(6.15.2) Expi+g{E;M,N) — Eg»q = Hp(E,Exti 5 (MN)) .
» »

Ces suites spectrales se déduisent de la suite spectrale 6.4.2 et de la deuxiéme
suite spectrale 6.9.2 par passage 3 la limite inductive sur les fermés Z de & s

compte tenu de ce que la cohomologie d'un topos cohérent commute aux limites inducti-

ves de faisceaux (IV 5).

6.16 Signalons, sans démonstration, qu'on peut &tendre au cas des famille de supports
la deuxiéme suite spectrale de 6.9.1 et la troisiéme suite spectrale de 6.9.2 (avec
X = objet final de E ) en supposant que le topos E est cohérent et que le Module

M est parfait [13].

Enfin on peut aussi généraliser la notion de familles de supports en introduisant

les préfaisceaux de familles de supports, les faisceaux de familles de supports et les
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(x)

groupes et faisceaux de cchomologie correspondants

¥
7. Appendice : Cohomologie de Cech

En développant une idée due & P. Cartier, on montre dans ce paragraphe comment
on peut dans un topos quelconque, calculer la cohomologie d'un faisceau 3 1'aide de
recouvrements. Pour la théorie classique des espaces paracompacts, on renvoit i E?];
pour une autre méthode gqui s'applique 3 certains topos, et en particulier au topes

gtale, voir [14].

7.1 Squelette et cosquelette

7.1.0 Soit @A la catégorie des simplexes types (les objets de £ sont les ensem-
bles ordonnés &n = [p, ...,n] » les morphismes sont les applications croissantes).
Soient E un U-topos et L(E) de catégorie des préfaisceaux sur & a valeur dans

E , autrement dit la catégorie des objets semi-simpliciaux de E . Désignons par

£[n] la sous-catégorie pleine de & d&finie par les objets ﬁp , P<n , par

i m:n] —_— A le fonecteur d'inclusion et par & E[n:l la catégorie des pré-

faisceaux sur £1Bﬂ 3 valeur dans E , autrement dit, la catégorie des objets semi-

simpliciaux tronqués 3 l'ordre n de E . D'aprés I 5.1, on a une suite de trois fone-

teurs adjoints (I 5.3)

L]

& E[n] & E

& . X - I - ” < A = o

ou le foncteur i est le foncteur restriction & la catégorie &in| , et ol les fonc-

teurs in et 1i_ sont respectivement ses adjoints 3 droite et 3 gauche. On notera
= .

que A E et & E[h: sont des U-topos (IV 1.2) et que (i:'int) est un morphisme

de topes (IV 3.1) gui est un plongement de & E[}: dans A E (I 5.6 et IV 9.1.1).

£x) of, [1%1 chap. IV, § | (Lecture Notes 20, Springer) pour le développement de ces
notions sous forme de fugue awvec variations.
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Définition 7.1.1 : On note skn (resp. coskn) et on appelle foncteur squelette

% iE < - . X
d'ordre n (resp. foncteur cosquelette d'ordre n) le foncteur ik ) (resp. lnxln )
S E5D _ n
de LE  dans be .
Les foncteurs squelette et cosquelette sont d'un usage constant en théorie

des ensembles semi-simpliciaux E}].

Propositicn 7.1.2 :

1) Le morphisme d'adjonction skn — id est un monomorphisme. Les mor-

phismes canoniques sknskm —_— skn (resp. ccskn ———hb-c05knccskm] sont des isomor-

phismes lorsque n € m (resE. nzm).

2) Soit u : E —— E' un morphisme de topos. Le foncteur u’ » prolongé

aux objets semi-simpliciaux et semi-simpliciaux tronqués, commute aux foncteurs

. L%
i, i shn = caskn .

La premiére assertion résulte immddiatement des dé&finitions. Pour démontrer
2), il suffit de constater que, d'aprés I 5.1, les foncteurs in! E coskn se cal-

culent & l'aide de 1limites inductives et de limites projectives finies.

7.2 Un lemme d'acyclicité

7.2.0 Seit M un groupe abélien de E . L'homologie d'un objet semi-simplicial

K de E , & coefficients dans M , se définit de 1la maniére usuelle : On considére
d'abord A(K) , le groupe semi-simplicial ab&lien libre engendré par K , puis on
forme le produit tensoriel M 91 A(K) ; on obtient ainsi un groupe semi-simplicial
abélien de E . On considére alors le complexe de groupe abé&lien associé (en formant
la somme alternée des opérateurs bord) et on en prend 1l'homologie. Les objets d'homo-
logie sont notés Hi(K,M) . Ce sont des groupes ab&liens de E.. Lorsque M est le
groupe I (groupe abélien libre engendré& par l'objet final de E ), on note plus

&
simplement Hi(K) . Les groupes Hi(K) sont appelés les groupes d'homologie de K .

On dit qu'un objet semi-simplicial K est acyelique si pour tout groupe abélien M
de E , les groupes Hi(K,H) sont nuls (i > 0) ou, ce qui est équivalent, si les

groupes Hi(K,M) sont nuls (i > 0).

La formation de 1'homologie commute aux images réciproques par les morphismes
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de topos.

Le but de ce numéro est de prouver le lemme suivant :

Lemme 7.2.1 : Soient E un topos, K. et L. deux objets semi-simpliciaux de E

v. + K. —> L. un morphisme d'objets semi-simpliciaux, n un entier > 0. On suppose

que le morphisme v poss&de les propriétés :

1) Pour tout entier p < n (p 2 0) le morEhisme vp H K.p — Lp est un

isomorphisme.
Y
2) Le morphisme Kn —_— Ln est un &pimorphisme.

3) Les morphismes canoniques K. —» coskn(l(.) » L —» coskn(L.} sont

des isomorphismes.

Alors, pour tout entier p , le morphisme vp est un épimorphisme et le morphisme wv.

induit un isomorphisme sur les objets d 'homologie.

Remarque : La démonstration montre en fait, qu'en adoptant une définition convenable

de 1'homotopie dans les topos, le morphisme v. est une équivalence d'homotopie.

Preuve ! On peut supposer que E est le topos des faisceaux sur un petit site C
(IV 1) et que par suite E est un sous—topos d'un topos E' avant suffisamment de
foncteurs fibres (par exemple le topos C~ ). Notons a~ : E' ——> E le foncteur

image inverse par le morphisme de plongement E ©&———= E' , Soit

v.[n] : K [n] —=  L.[n]

| St

le morphisme d'objets semi-simpliciaux tronqués obtenu en tronquant w. 3 l'ordre n .
Notons L.[n]' 1'image {dans E' ) de K. [n] par ve[@m], v.[n]" : K.[n] — L.[n]"
le morphisme induit par v.[m] . Posons L! = intL'[n]I » Kb =4 K.l
vl = inxv' [@]'" (le foncteur inx est ici relatif 3 E' ). D'aprds 1), le morphisme
vi @ K! —> L! posside les propri&té&s 1), 2), 3) du lemme. De plus, d'aprés 2), 3)
et 7.1.2, le morphisme a’w! n'est autre que v. . Il suffit donc de démontrer le
lemme pour w! et par suite on peut supposer que E possdde suffisamment de fonc-
teurs fibres ; donc, en utilisant ces Ffoncteurs fibres, on peut se ramener au cas oi

E est 1a catégorie des ensembles.

On constate tout d'abord gque les hypothéses du lemme sur le morphisme wv.

a1
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sont stables par tout changement de bases M., — L. o0 M. est un cosquelette
d'ordre n . Par suite la fibre P. de v. en un point base quelconque de L. est
du type inxp' gﬂ ol P.Eﬂ est un complexe non vide tronqué 3 l'ordre n de 1a

forme

R e P e > e e Fetaes e

Notons, pour tout entier 1 , § L 1'ensemble semi-simplicial bord du simplexe .9
Tout morphisme de qgi dans P. se prolonge en un morphisme de éi dans P. . En
effet, la propriété est évidente si i 3 m car P. est un cosquelette d'ordre n et
elle est claire pour i < n d'apr&s la description 7.2.2. Comme P. est un complexe
de Kan, P. est homotopiquement triwvial [ﬁ]. Notons que le morphisme wv. est une
fibration au sens de Kan IQI. Comme les fibres de cette fibration sont homotopique-
ment triviales, wv. induit un isomorphisme sur les groupes d'homotopie de K. et

L. en tous les points bases de K. . D'aprés le théorZme d'Hurewitz, ceci implique
que v. induit un isomorphisme sur 1'homologie Dﬂ. Ceci démontre la deuxiéme asser-
tion du lemme. Pour démontrer la premi&re assertion, on remarque que tout morphisme
d'un complexe tronqué i l'ordre n dans L.E@ se reléve en un morphisme dans

K.Bﬂ . Par suite, d'aprés 3), tout morphisme d'un complexe dans L. se reléve en

un morphisme dans L. . Done w. est surjectif.

7.3. Hyper-recouvrements

7.3.0 Soit C wun site, appartenant 3 1l'univers U , oli les produits fibrés et les
produits de deux objets soient représentables. Dé&signons par €~ le topos des U-pré-

faisceaux sur C et par ¢ le topos des U-faisceaux sur € . Un objet K de C

est dit semi-représentable s'il est isomorphe 3 une somme directe de préfaisceaux

représentables.

Soit SR(C) 1la sous—catégorie pleine de C~ dé&finie par les objets semi-représenta—
bles. Dans la catégorie SR(C) 1les limites projectives pour des catégories d'indices
finies non vides sont représentables, et le foncteur d'inclusion SR(C) —s C~
commute 3 ces limites projectives finies. D'apr2s une remarque déj3 faite, on en déduit

que si K. est un objet semi-simplicial tronqué 3 l'ordre n de C~ dont tous les
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i 2 .+ 4 - S
objets sont semi-repré&sentables, le prolongement 1n(K.) posséde la méme propriété.
ponc si K. est un objet semi-simplicial de C~ dont tout les objets sont semi-

représentables, alors pour tout n , l'objet coskn(K.) posséde la méme propriété.

7.3.1 Définitions et notation

7:3.1.1 Scit p > 0 un entier. Un objet semi-simplicial K. de €~ est appelé un

hyper-recouvrement de type p de C , ou lorsqu'aucune confusion n'en résulte, un

hyper—-recouvrement de type p , s'il poss&de les propriétés suivantes :

HR1) Pour tout entier n 20, Kn est semi—-représentable.

HR2) Le morphisme canonique K. —= coskp(K.) est un isomorphisme.

HR3) Pour tout entier m 2 0 le morphisme canonique de préfaisceaux :

Kn+i — (coskn(K-))n+l est un isomorphisme couvrant de préfaisceaux (II 6.2).

Le morphisme canonique de préfaisceaux Kc —> e , o e est 1l'objet final de C~ ,

est un morphisme couvrant de préfaisceaux.

P N Un hyper-recouvrement de type p est un hyper-recouvrement de type g pour

tout gq > p . Un objet semi-simplicial K. sera appelé un hyper-recouvrement (de C )

s'il posside les propriétés HR 1) et HR3).

TeB.1.3 On désignera par HBP (resp. HR) et on appellera catdgorie des hyper-—

Tecouvrements de type P (resp. catégorie des hyper-recouvrements) la catégorie

sulvante :

a) Les cbjets de HRP (resp. HR ) sont les hyper-recouvrements de type p (resp.

les hyper-recouvrements) .

b) Soient K. et L. deux objets de HRp (resp. HR ). Un morphisme de HR
(resp. HR ) de source K. et de but L. est un morphisme v. : K. —— L. d'objets

semi-simpliciaux de C~

7.3.1.4 Soient € wun site ol les produits fibrés soients représentables et X un
objet de € . Un hyper-recouvrement de X (resp. un hyper-recouvrement de type p
de

X ) sera un hyper-recouvrement du site C/X (resp. un hyper-recouvrement de type

P de C/X ). On définit de mBme la catégorie des hyper-recouvrements de X (resp.

53

55




32 v

du hyper—recouvrement de type p de X ). On a une suite de foncteurs d'inclusion :

...HRP’-—-HRP < el © HR

+1
Ces foncteurs sont pleinement fid&les. Nous noterons HR_ la limite inductive des

catégories HRP "

o3l Désignons, pour tout entier n > 0 , par Qz l'objet semi-simplicial type

de dimension n & valeur dans la catégorie des ensembles, i.e. le foncteur sur &

représenté par 1l'ensemble ordonné ro, nﬂ . On désigne par AT e préfaisceau sur
= -

C (& valeur dans la catégorie des ensembles semi-simpliciaux constant de valeur A
“n

Le préfaisceau AS
=n

est donc un préfaisceau d'ensemble semi-simplicial. Les deux injee=
tions canoniques de ﬂo dans 4, définissent deux morphismes de préfaisceaux semi-

simpliciaux :

|&
oo
|
“

et définissent, par suite, pour tout préfaisceau semi-simplicial K. , deux injections

canoniques :

0
—_— 5
K P ——— < K. x a? .
g
u
I
Deux morphismes K. R TR L. de pr&faisceaux semi-simpliciaux sont dits

morphismes homotopes s'il existe un morphisme

tel que les diagrammes :
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u .

soient commutatifs. Le morphisme v est appelé une homotopie reliant u a ! La

relation : u er u, sont deux morphismes homotopes de K. dans L.

, n'est pas,
o

en général, une relation d'équivalence. Cependant la relation d'équivalence engendrée
par cette relation est compatible avec la composition des morphismes. Cela nous permet

donc de définir la catégorie des préfaisceaux semi-simpliciaux 3 homotopie prés, en

passant au quotient par la relation d'équivalence engendrée par la relation d'homs-

topie.

7. 5.1.7 On définit ainsi les catégories HR , HR » HR , catégories des hyper-

—c

recouvrements & homotopie prés.

Théoréme 7.3.2 Soit C un site satisfaisant aux conditions 7.3.0.

1) La catégorie HR® (zesp. HR® ) est filtrante (I 2.7).

2) Soient K. un objet de HRp (resp. de HR ), n un entier tel que O € n < p

(resp. 0 £ n ), et

n

un morphisme couvrant de préfaisceaux. Il existe un objet L. de HR

(resp. de HR )

et un morphisme f : L. —— K. , tels que le morphisme

se& factorise par u

3) Les faisceaux semi-simpliciaux associés (II 3.5) aux hyper-recouvrements sont

acycliques (7.2.0) en degrés strictement positifs. Le O-&me faisceau d'homologie est

isomorphe au faisceau associé au faisceau constant 2

= . o v . " P e
Preuve : Démontrons 3). Soit K. le faisceau semi—-simplicial associé 3 K. . Le fonc-
teur "faisceau associé&" commute au foncteur coskn (7.1.2. 2)). Par suite le faisceau

L _n " £ L :
semi-simplicial K. possdde les propriétés suivantes :

a) Le morphisme cancnique KD —> e est un épimorphisme de faisceaux.

b) Pour tout entier n 3» 0 , le morphisme canonique Kn+!  — (coskn(K.))n+l est
Un €pimorphisme de faisceaux.
'\..
Posons alors, pour n = 0 , L._.t = cosknk. . On a alors, pour tout n , une

Suite de morphismes de faisceaux semi-simpliciaux :
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et pour tout j , 0 € j €, vj possé&de les propriétés de 7.2.1. De plus, le mOorphisme

u induit un isomorphisme sur les composants de degré £ n . On déduit alors de 2.1

par récurrence sur n , que K. est acyclique.

Pour démontrer |) et 2) nous introduirons une terminologie.

Définition 7.3.3 : Soit f : X.—— Y. un morphisme de préfaisceaux semi-simpli-

ciaux. On dit que f est spécial de type p (resp. spécial) si :

1) Les objets X. et Y. sont canoniquement isomorphes & leurs cosquelettes

d'ordre p et coskp(f) = f (resp. pas de conditions sur f , X° i 2

2) Pour tout entier n tel que O g n g p (resp. O ¢ n ), le morphisme ¢n+]

figurant dans le diagramme ci-apr&s est couvrant :

En+|
X ¥
n n+l

b !

{cosk X.)
n n

+1 (cosk f) (COSknY')n+l E
n ‘n

+1]

(Les fléches verticales sont définies par les morphismes canonigues

— 5 i
X, —— cosknx. et Y. ————a-ccsknY. . L'objet est le produit fibré et

Pn+1

® 4 &st 1l'unigue fléche rendant le diagramme commutatif).

3) Le morphisme fO : xo —_— YO est couvrant.
Un préfaisceau semi-simplicial K. est dit spécial de type p (resp.
spécial) si le morphisme canonique :
K, — e. ( e. est l'objet semi-simplicial final)

est spécial de type p (resp. spécial), i.e. si K. satisfait les conditions HR 2)

et HR 3) (resp. HR 3)) de 7.3.1.01.
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S
Lemme 7.3

1) Le composé de deux morphismes sp&ciaux (resp. spéciaux de type p ) est un

morphisme spécial (resp. spécial de type p ).

2) Soient K. wun préfaisceau semi-simplicial spécial (resp. spécial de type P )

X. -—f—* Y. un morphisme spécial (resp. spécial de type p ) er u : Ko —=7Y,

un morphisme de complexes. Alors le produit fibré P. = K. x Y X. est spécial (resp

spécial de type p ).

La preuve de ce lemme est laissée au lecteur.

7.3.5 Démonstration de 1'assertion 2) de 7.3.2.: On peut tout d'abord supposer

que X est semi-représentable. Pour tout objet semi-simplicial L. , désignons par

Hom(x)(L--K-) l'ensemble des morphismes d'objets semi-simpliciaux munis d'une facto-

risation Ln > ¥ 4 Kn . Le foncteur Hom(x]( . » K. ) est représentable.

En effet ce foncteur transforme les limites inductives en limites projectives, et la

catégorie A (C”) est un topos. On désignera par P un objet qui représente ce fone-

- - - - - - + - . -
teur. Pour un objet Z de C~ , désignons de méme par jn(Z} 1'ocbjet qui représente

le foncteur. L. b—— Hom{Ln,z) sur AC™ , dont la construction par lim est explicitée
dans IIT 1.1. On constate ici que cette construction ne fait intervenir que des lim

a e o o . ¥ S 5 -
finies, d'ol on conclut aussitdt que jn transforme préfaisceaux semi-représentables

en préfaisceaux semi-simpliciaux 3 composantes semi-représentables, et morphismes

couvrants Z' ———= Z en morphismes spéciaux (7.3.3).

Par définition de P. , on a un carré cartésien :

-
—_— 5
P Jn(K}
P
| Jn(u)
'
i
e e——— F
K JnCKn)

' = . s - . F PO Pl =¥
D'aprés ce qu'on vient de signaler, les objets semi=-simpliciaux j (X) et 3 (KD
M - . . «F = = s 3
sont Semi—représentables et le morphisme Jn{u) est un morphisme spécial de type n .

Il suffit alors pour conclure d'appliquer 3.4. et le sorite 7.3.0.
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7:3:6:0 Soient M. et N. deux préfaisceaux semi-simpliciaux. Le foncteur
L. /—— Hom(L. x M. , M. )
est représentable. Le préfaisceau semi-simplicial qui le représente Sera noté

wmm.(M.,N.) .

Le préfaisceau composant de degré n de cet objet sera noté Romn(t-i.,ﬂ.} . On a un

isomorphisme canonique

L1 ¥ c .
Won_0t.,8) —Wom (M. x 45,5 ) )

Lemme 7.3.6 : Soit

M, &— _» ¥,

c u c T~ . .
' 5 ]
sk A 1 a 1 (u 1 injection canonlque)

un diagramme co-cartésien de préfaisceaux semi-simpliciaux.

Pour tout hyper-recouvrement L. , le morphisme :

Wom_ (w.,L.) ——om_(.,L.)

est couvrant.

Preuve. On a un diagramme cartésien :

ﬂ,omo(w.,L.) ————ﬂmomo(M.,L.)

(x) l

c c
xomo(_én+l.L.) ———“-xpma(skn ER .

I1 suffit donc de montrer que le morphisme (=) est couvrant. Or le morphisme (x)

est isomorphe au morphisme :

L ——— (cosk_L.)
n n

n+1 +1

qui est couvrant par hypothése, c.qg.£.d.

T N Démonstration de 1'assertion 1) de 7.3.2. : Le produit de deux objets HRP
(resp. de HR ) est encore un objet de HRP (resp. de HR ) (7.3.4). Pour démontrer

que la catégorie HR® (resp. Eﬂ ) est filtrante, il suffit de montrer qu'étant
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donnés deux morphismes de HRP (resp. HR )

Ua

——
K —404m8M = L.
vy

i1 existe un morphisme v : M. —— K. de HR_(resp. de HR ) tel que les morphis-

mes

M. L

. . " c .
goient homotopes, i1.e. tel qu'il existe w : M. x él —— L. rendant commutatifs

les diagrammes

M, ———— M. % A
(=) v
K, ——— L. i=20,1
Soit alors, pour tout objet semi-—-simplicial M. de €~

(non nécessairement un hyper-—

recouvrement), F(M.) 1'ensemble des couples (v,w) : v : M, — K.

w o M., x éﬁ — L. tels que les diagrammes (x) soient commutatifs. Le foncteur

M., —— F(M.) est un foncteur contravariant en M. qui transforme les limites

inductives en limites projectives, et qui par suite est représentable par un objet

semi-simplicial F. . L'objet F. est &videmment le sommet d'un diagramme cartésien :

Hom. ¢ 47,10

= ey o 5 ; c c )
0u 7 est défini par les deux inclusions de Eﬂ dans 3[ . I1 suffit done, pour

démontrer 1'assertion, de montrer que F. est un objet de HRD (resp. de HR) et pour

cela, d'aprés 7-3.4.2) et le sorite 7.3.0, il suffit de montrer que

59

61




.} v

a)xvom.(f_?,L.) est semi-représentable ,
b) le morphisme 7 est spécial de type p (resp. spécial).

On vérifie tout d'abord immédiatement que mom.(gc!,l_.) est un objet semi-
simplicial semi-représentable. En effet les composantes de cet objet se calculent par
limites projectives finies a partir des Ln » 8t par suite sont semi-représentables.
Vérifions maintenant b). Tout d'abord on montre que, lorsque L. est spécial de type

P , le morphisme

mm- (E?’L') —_— coskpxom.(gf,l.-)

est un isomorphisme ; ce qui permet de vérifier la propriété 1) de 7.3.3. Ensuite, 1le
morphisme :

b :x»om (ac,L.) —s L x L

o o —1 o o

est isomorphe au morphisme canonique :

(d_,d.)
L——Q-—i—aL ®x L
1 o

qui est couvrant par hypothdse ( L. est hyper-recouvrement).
I1 reste done 3 vérifier la proprisdté 2) de 7.3.3, i..e. 3 vérifier que ¥ n , dans

le diagramme

HKom. (.ﬁT,L.) L5 L o
= n+ | n+l
n+1

® / |

s P 1

n+l |

/ i

(cosk M)
c n ‘n+l
(COSknmom-(Ql,L-))nH (cosk L.) i * (COSknL')nH

( Pn+1 est le produit fibré), le morphisme ¢n est couvrant. Or un "adjoint

+1

functors chasing" simple montre que

"y c o
T L—-v-xnmo(skn+](én+l x 87),L.)

c e c c
ﬁomn+l{£l,l..) ——:-Eiomcc By < A,L.)
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et que le morphisme @n+1 est isomorphe au morphisme

o ¢ 4% . x &%,1.) — Bom sk
Q o n

c c
L - (4 x 40,1

+1 =n+l

provenant de l'injection

c c c c
Skner ( ey * &) > Lo X 4 :
; ; uite d -objets de A4S, x AS
Or i1l existe une sulte de sous—objets de A 4, *
c S . N . N _ c c
ok il ¥ AP =W, ¥ wie S0 MR Bne My g
telle que pour tout o £ i ¢ k , le morphisme
L M,
Ml M1+1
s'insére dans un diagramme cocart@sien :
M, — M.
1 1+1
* T
c Z c
Skn+l £'r;_+2 £n+2

(On ajoute 1'un aprés l'autre les simplexes non dégénérés de dimension n+2 de

A * & ). D'aprés 7.3.6 1le morphisme ¢ est un composé de morphismes cou-

o+l n+1

vrants et par suite est lui—méme couvrant, ce qui achéve la démonstration de 7.3.2.

7.4, Le théoréme d'isomorphisme

7.4.0 Soit F wun préfaisceau en groupes abéliens sur un site C satisfaisant 3 la

condition 7.3.0. Pour tout hyper-recouvrement K. , on posera :

gdx.,F) = Hq(HomCA(K.,F}) y

Les Hq(K.,F) forment un &—foncteur sur la catégorie des préfaiceaux abé&liens sur

P LW . am o
C , mais ils ne sont pas, en général, les foncteurs dérivés du foncteur H (K.,F)
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Posons alors

r
'
(7.4.0.1) R, m) = 1ia ®% ., B (r peut 8tre infini) K
HR
r
et
LA
',
(7.4.0.2) HI(C,F) = lig B . , ) .

HR
r

Les EQ(C,F} (resp. gq(C,F)} forment encore un S-foncteur car la catégorie EE:
(resp. ng ) est filtrante (7.3.2). Comme 1les catégories ﬂgp ne sont pas nécessai-
rement des U-catégories, ces §-foncteurs sont 3 valeurs dans la catégorie des V-groupes
ab&liens, pour un univers V convenable.

Supposons maintenant que le préfaisceau F soit un faisceau. Comme 1le
faisceau semi-simplicial associ& 3 un hyper-recouvrement est acyclique (7.3.2), on a

une suite spectrale fonctorielle en F et en K. :
(7.4.0.3) B2 (k., Ry —> w9V, =

D'ol, en passant 3 la limite, des suites spectrales :

T
e, ®im) — wP*9c :
(7.4.0.8)

gpcc,ﬂqcraa — "™, P .

Théoréme 7.4.1. : Soient € wun site satisfaisant la condition 7.3.0, F un faisceau

abélien sur C .
St el Sur

1) Les suites spectrales (7.4.0.4) définissent des isomorphismes

r

v

H(C,F) —— wich,m) q g r+l
et un monomorphisme

r

Vs

126, F) —— 12V

62

64



— . — —

61 v

2) On a un isomorphisme de &§—foncteurs :

oo

v Y "
#i(c,F) —— mi(c,F) — (", P) (pour tout q )

3) Scient G un préfaisceau de groupes abéliens et F 1le faisceau associé. ££

existe des isomorphismes de foncteurs :

r
v
#Y¢c,6) —— w%cV, P , & & o )
et un monomorphisme
v
&
" (C,6) —— H*(C",F) 2

Lorsque G est un préfaisceasu séparé, ce dernier morphisme est un isomorphisme et il

existe un monomorphisme :

r

~
i c,e) —— 55 e, m )

4) On a des isomorphismes :

o

LY
w, W,
B1(C,6) —— #1(6,0) —— wi(c™, 5 {rour @) .

Preuve.: Il suffit de montrer que si N est un préfaisceau abélien dont le faisceau
5
associé est nul, on a Hq(C,N} =0 pour g £ r (resp. HQ(C,N) = 0 pour tout gq )}

ce qui se fait immédiatement en utilisant 3.2.

Remarque 7.4.2 :
1) On notera que pour les sites satisfaisants 3 la condition de 7.3.0, 1les hyper-
-
W,
recouvrements de type 0 sont les recouvrements ordinaires et les foncteurs H® ne
vg o, 2
sont autres gque les foncteurs H introduits en (2.4.5.1)
2) Soit C wun site 3 limites projectives finies représentables tel que pour tout

. 1 E1 ,» 11 existe un i

objet X de C et toute famille couvrante (xi —_—X) =

€ I tel que Xi —= X secit couvrant. On peut montrer alors que les hyper-
o
Tecouvrements de type p dont les composants sont représentables sont cofinaux dans

HR . De méme, les hyper-recouvrements K. tels qu'il existe un entier p tel que

K. soit de type p et tels que les composants de K. soient représentables, sont
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cofinaux dans HR . (On peut le démontrer en s'inspirant de 3.5). Ces hyper-recouvre-

ments 3@ composants représentables suffisent donc, dans le cas envisagé, pour calculer

la cohomologie des faisceaux associds aux préfaisceaux.

8. Appendice. Limites inductives locales. (par P. Deligne)

Le rédacteur recommande au lecteur d'éviter, en principe, de lire cet appen-
dice. Il expose une technique qui permet parfois d'é€tendre 3 des topos n'ayant pas
assez de points des assertions que l'existence de points rend triviales. Cette techni-
que permet d'obtenir une variante faisceautique du théoréme de D. Lazard affirmant que

les modules plats sur un anneau sont les limites inductives de modules libres de type

fini,

B.1. Catégories localement filtrantes

8.1.0 si 6 est une catégorie et si p : A -—1-& est une catégorie sur ® ,
on utilisera les notations suivantes

€ A sisEle £ “leu
= Pour U Ob s y est la catégorie fibre p (1)

-~ Pour f : U——V dans ® et A, u & ob A tels que p(i) = U et

p(u) = V , on pose

Homf(‘.,u) = p-l(f) » o0 p : Hom(A,u) — Hom(U,V) .

Définition B.1.1. Soit A‘ un site. On appelle catégorie localement co-filtrante

(ou localement filtrante 3 gauche) sur /.I une catégorie p Y qu— A sur A
telle que :

(& d0))] Quels que scient f : U — V dans A et u € b i\? , il existe 1 €

Ob -ﬁv tel que Homf(l,'u:' £0 ,

(L1 Quels que socient U € Ob .4 et la famille finie (41.) d'objets de -fu B
il existe un recouvrement fj : Uj — U de U et des objets “j [ Ob--qJ tels
|
que pour tout i et j , om ait Hcmf ¢ Ui ).i) ¥ 0
j
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(£2) Quelles que scient f : U —— V dans # et la double fliche
{"o’d’l}:/" =—2% au-dessus de f , il existe un recouvrement fj 3 Vj —_— ¥
de v et des fléches ;pj de but ) telles que p(w}.) = fj et que ¢Owj = ¢I,¢-j

g.1.1.1. Cette définition se simplifie lorsque &£ est fibrée sur Ax + 1'axiome
(& o) est alors satisfait, et 1), (£2) peuvent s'Bnoncer :
x

(£'1) Quels que soient U € Ob 5 et la famille finie Ay d'objets de -f.'.u » locale-

ment sur U , il existe s'envovant dans tous les J«i "
(£'2) Quel que soit U € Ob S , toute double fliche {¢0,¢!) Pl oy dans

eut, localement sur U , 8tre &galisée par une flache de but i
£, g

g.1.2. Soient A un site, Z une catégorie sur A et € un champ sur A . o

désigne par [@ la caréporie des sections globales Homcart

—

A,C) de € .81 A aun
objet final S , T@ '"n'est autre" que ES "

Définition 8.1.2.1. La catégorie des systZmes projectifs locaux d'objets de C

»

indexés par &£ est la catégorie HcmA Wz, ey .

Désignons par ¢ ("systZme projectif local constant associé") le foncteur

composé

IC = Homjrt(.d,c) & Hom (4,0) s> uep Hom 4 (&£, C)
Lorsqu'on devra expliciter la dépendance en &£ , on Eerira plutdt c g "
Définition 8.1.3. Le foncteur limite projective locale, noté Jlim , est le foncteur

oL
partiellement défini adjoint & droite au foncteur e
Le foncteur

lim : ch:n/j(.f,c) — T8
Vérifie donc

Ham(x,!im K__‘.} s Hom(cx,(x;\_} 3 e 7 *

LGl

Définition 8.1.4 Un A-foncteur F i ——> M, entre catégories localement cofil-

trantes sur A est dit cofinal s'il vérifie les deux conditions suivantes :
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(C¥1) Quels gue spient U € Ob A4 et uw € ob M, il existe un Tecouvremens
5 u ——nt

E:T 2 L'j — U de U et des cbjets ?«j € Db'fl,‘- tels que Homf (F(}.j),u] #0
j j

(C%2) Quels que spient f : U ——> V dans A et la double flache

(400, ¢ £(x) ———— 1y au-dessus de £ , il existe un recouvrement f. : U. —s
(A | — s J 3 —*

de U et des fléches ;;.j de but 3 dans ZF telles que p{u.j} = fj et que

A ] = o
40 F(Uj) 1 F(LLJ) .

Le composé de deux foncteurs cofinaux est un foncteur cofinal ; les Equiva-
lences de cat&gories localement filtrantes sont cofinales (la démonstration est laissée

au lecteur).

Proposition &.1.5 Soient F : -Z'—».j{, un foncteur cofinal de catégories locale-

ment cofiltrantes sur 4 , € un champ sur 4 et (X) €M, U systéme projectif
T e uou

local indexé par A, Alors, le morphisme de foncteurs en X de T©C dans (ens) :

x -
F~ o Hom(c&(x)ifxu)ue&) ___*Hom(c.t(x}’xf(l}) A e )

est un isomorphisme, de sorte due

P Max, > i Xy,

est un isomorphisme, les deux membres &tant simultanément définis ou non définis.

La démonstration utilise le lemme suivant, laissé au lecteur :

Lemme 8.1.6 Si F &£ — M, est cofinal, alors, quels que soient f : U —— ¥V

dans 4 et les flaches au-dessus de f $; ¢ F(X') ———u (i = 1,2) il existe un
i
recouvrement Ej : Uj —= U de U, des objets AJ' € ob 'fU et des diagrammes
]

commutatifs

F(}.]}
]
- %
-~
-
F(al
(AJ} / u
S
.
'-.ﬂ ¢2
F{AE)
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de Erojection (fj.f) dans A

Quels que soient U € ob A4 et u € uAGU , i1 existe par (C51) un recou-

yrement f. @ Uj —— U de U et des fléches ¢j 5 F(lj) —_u au-dessus des

o= () € Hcm(c_ex.(XFm)))‘ &t ) + ¥, X | pC) —FKF“)
est image de

o= () € Hom(c g X, (X)) e o) ¢, ¢ X | p() —— x

u

les diagrammes

sont commutatifs, de sorte que les ¢U sont déterminés, localement, par ¥ ;

puisque € est un champ, on conclut que F* est injectif. Pour prouver 13 surjec—

tif, partons de ¢ et construisons ¢ tel que ¢ = i ¢ . La construction précé-
dente fournit les fl&ches composées :

¢ .. 0P .2 X |V, —>sx | w .

s ] i | Al 3 u ]

Vérifions que ces fl&ches se recollent, de sorte qu'il existe ¢u : X |U ——X

tel que Fu [ Uj = *u 5 » Soit un diagramme commutatif dans
»
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Pour wvérifier que . U.. = ¢ . | U.. 5 il suffit de le faire localement sur
U,j ij I ¢ ij

Uij » ce qui permet, d'aprés 8.1.6 et (£), de se limiter au cas ofi il existe un |

j
diagramme commutatif

|
?
ua/ \ :

F(X. )

\/

au—dessus du précédent. Le diagramme

Xm.//
\\ /

est alors commutatif, et il existe (¢ )
o

——y—

F(k.. r

F(hj)

tel gue, quel que soit ¢ : F(L) — u

au-dessus de f : V— U , le diagramme

Xr(3)
y \
¢ |V X

soit commutatif. Si o : y ——= ' st une fléche de .JH;

(c|V)(¢u] V) = (o|V) $-v, = (og|V) . by, = ¢ | v, et das lors, & = (¢,) est un

, Oon aura

u

morpbhisme de foncteur tel que y = F comme requis.
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et si u € ¥°

Si E est un ensemble ordonné, on désignera encore par E 1la catégorie,
ayant E pour ensemble d'objets, telle que Hom(i,j) est réduit 3 | &€lément ou vide

selon que i £ j ou non.

Hgﬂ.ﬂ-ri—op— 8.1.7. Soit <€ une catégorie localement cofiltrante sur un site 4 . I1

existe un ensemble ordomné E et un foncteur F de E dans - o tel gue

4 F
(1) E , regardé comme catZgorie sur 4 3 l'aide de p : E —= 4

, est locale-

ment cofiltrante.

(ii) Le foncteur F est cofinal.

Soit X' 1la catégorie localement cofiltrante produit de & et de la caté-
gorie définie par 1l'ensemble ordomné 2 . La projection de &' dans oF est cofinale,
de sorte qu'il suffit de prouver (8.1.7) pour 22'

Si X est un ensemble fini de fldches dans &' , on désignera par X°
l'ensemble des extrémités des fl&ches dans X . Soit E 1l'ensemble des parties finies
non vides de Fi(Z') , telles qu'il existe A}{ € 0b P vérifiant

a) aucune fléche de X , sauf l?‘x s n'ahoutit 3 ‘«x 5
b) si u €& X° , alors 1, € ¥ et Hom(/.';x,u) N X #6

c¢) Tout diagramme du type

- f——,—

de fl&ches de ¥ est commutatif.

On ordonne E par la relation opposée & la relation d'inclusion. Si X € E,

, il existe une et une seule fl&che de ‘l,{ dans 4 gui se trouve

dans X . §i H,Y € Eer XOY

» Soit ;‘XY 1l'unique fl&che dans X de L, vers
J‘Y - Les fonetions X pb—— Ay et (KR =2Y) —— Ay y Fforment un foncteur de E
dans &'
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Lemme 8.1.8. La catégorie E est localement cofiltrante sur /A et le foncteur
—— i
At E——> &' est cofinal.

I1 faut vérifier successivement les axiomes :

(i) axiome (£o). Soit f : V—> U er X £ E, + Il existe 1£0b.2."\} et

& € Homf(l,kx) - De plus, on peut choisir X rtel que 3} £ X° (iei sert &' = 22 1).
Seit X' =X v { I, tv Y od Y est l'ensemble des fliches composdes
& ]
A e X - M (v €X). Alors, X' € E, X, =) et Hom(X',X) #¢,
(ii) axiome («£1). Soit xi une famille finie d'objets de EU . I1 existe un re-
couvrement fj : uj —— U , des objets ‘\j ¢ Ob .z’h. et des flaches
]

. € - . 53 € 1 = i j
¢jl Homfj (JJ,Axi) S5i x Xa 'a Xb 11 existe pour chaque j un recouvrement
s 2 U ——— U, et des fléches ., ¢ A., — . telles que b, =g,
B35k ji 3 Pii i : q P(I.Jk} 8k

et qui égalisent la double fldche i, —s x , ou une fl&che appartient 3 Xa

g —— '

1'autre 3 Xb - On peut s'arranger pour que les ljk n'appartiennent 3 aucun des X; )

A w., ) , et répétons cette

Remplagons les (fj P jk ’$'ji Y11

: 3 ®.. ) par les (f.g., ,
] dJJI P E(Jgjk

construction pour tous les x dans une intersection de I{i . On obtient un nouveau

systéme (Ej s As: s ¢i.) 3 posons

X. = U X, {1, } o Y.
] i 1 {*j 3

ol Yj est 1l'ensemble des fliéches composées

Alors, Xjé E.V , et ces Xj vérifient (£1) .
i

(iii) axiome (#3). Trivial, faute de doubles fl&ches non triviales !

(iv) axiome (C#1). Trivial, car le foneteur X est surjectif.

( (v) axiome (C¥2). Scient £ : U ——> V et une double fliche
(¢ _s¢,) * », ——— 3 au-dessus de f ., Il existe un recouvrement f, : U, —= U
] 1 R — ] ]
= -~ iy . = o 4 . = P et
de U et des fléches q,j : Aj —> iy telles que p(u.J) fJ » P50 ¥; ¥
,.'.\j & X° . Soit Kj = Xwv{l -’\j} (8] Yj , ol Yj est l'ensemble des fl&Eches composées
v.
A, —L 5 2 5 (v €x) .

X
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Alors, X, € E"j » et F("‘xj,x) = ¥; égalise (9¢,,0) .

8.1.9.0. Supposons que A soit (le site des ouverts non vides de) 1'espace topologi-
que réduit i un point. Une caté&gorie localement cofiltrante sur A n'est alors autre
qu'une catégorie filtrante i gauche (i.e. telle que A° soit filtrante au sens de

1 2.7), les foncteurs cofinaux correspondant aux foncteurs cofinaux de catégories

filtrantes & gauche (I 8). La proposition 8.1.7 se reformule

ProEosition 8.1.9. Pour toute catégorie cofiltrante £ il existe un ensemble ordonné

cofiltrant E et un foncteur cofinal de E dans 22,
cofiltrant

Dans ce cas particulier, la démonstration de 8.1.7 se réduit essentiellement

2 la démonstration de (8.1.9) donnée dans I 8.

A une

3 - — x " - -
catégorie localement cofiltrante sur P Désignons par £ la catégorie sulvante

8.1.10. Soient q : T — - 4 un morphisme de sites et p 1 L

(1) un objet de LT est un quadruple (V,U,¢,2) tel que V € 0b'&, U € ob 4,

¢ € Hom{‘u*,qxu) et X € Ob n‘fU .

(ii) une flé&che £ : V,U,d,)A) —— (V',¢",U'",4") est un triple (fT,fz,F3)
avec f] € Hom(V,V') , f?_E Hom(U,U') , ‘E3 € Hom (*,x') et qxfz o ¢ = ¢" o f] )
p(fa} = f2 i
Le foncteur f +—— f] fait de 227 une catégorie sur %

Lemme 8.1.11. La catégorie i‘x est localement cofiltrante sur & .
L'axiome @©) est trivial. Vérifions (-fI) '
Soit une famille finie Li = (V,Ui,¢i,lij - Les & définissent un morphisme de WV
dans le faisceau q"|= atl Ui =a 1 qx U, de sorte qu'il existe des diagrammes
commutatifs
E.
v, ] v
J
H |
vy bs
w -
quj = qui
d (Pij)
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tels que les f}. recouvrent V

Soit lji vérifiant Hom p.. (& ) # @ . D'aprés 1), quitte 3 raffinep

ii “Miiti

U, (et V,) , on peut prendre A.. = X, ind@pendant de i , et les L. = (V.,U, 0.2 )
] B ji i i b ) B

vérifient (Z1).

Vérifions (#2). Soit (f,£)) : M= % . e T = O U
et f:‘. = (f‘gi'hi} . Les ®y définissent un morphisme de V dans le faisceau !
qx a Ker(Ul _— U2) = a Ker(qxul e E— ::1x U2) » de sorte qu'il existe des
diagrammes commutatifs
£ }
v, N v! v2
J
1 2
v - &
J
*u. >~ ¢! = v? . = 8,P.
1Y P q (g]pj gzpj) s H
tels gque les fj recouvrent V . Soit "j g Aj —_— :\1 tel que p(xj) = pj %
D'aprés (¥2) appliqué aux (}'Ixj 5 hz*j) » quitte 3 raffiner Uj (et Vj ), on peut

se débrouiller pour que h, X3 = h2 X3 et les I'j = (‘Uj,uj,r;.j,lj) vérifient @&2).

s & & = x - - .
Proposition 8.1.12. Soit t" : A ——> 4  une catégorie localement cofiltrante

sur 4 , et munissons AT de 1a topologie induite par celle de 4 3 1'aide de t~ .

= S . x
Alors, t est une &quivalence de sites t : 4 —s 4%

Par comstruction, tx . — T o e transforme faisceaux sur A en l
faisceaux sur 4 . D'aprés (£o), et (#£1) appliqué 3 la famille vide, tout objet
=

"assez petit" de 4 est dans 1'image de ¢t~ (i.e. 1'image de t* est un crible cou-

vrant dans A ), donc par le '"lemme de comparaison'" (III 4) 1'inclusion dans /3 de sa

iz = i . s
sous—catégorie pleine d&finie par tx(E)bA ) est une équivalence de sites, ce qui
permet de supposer e surjectif sur les objets.

. - =
Soit a‘; un faisceau sur 4 .

(i) Soient f_‘i s Uj —> U un recouvrement dans A 5 AI et ,62 dans /5xU
et f; € Hom (uj,l.l) pour i = 1,2. Alors, '5:(/,51) et F¢ /52) ont méme image
3
dans n Flu.) .
x J
]
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Soit en effet x = (xj) dans 1'image de fhodi) . Pour que x soit dans

celle de T’(Az) » 11 suffit que pour tout diagramme commutatif

xJ et X alent méme image dans Feuy . Puisque 5 est un faisceau, il suffit de

grifier cela apré&s avoir remplacé u par les différents objets d'un de ses recouvre-

<

ments ; d'aprés (&£2), ceci permet de supposer les diagrammes analogues au précédent,
A . AI 5 ¢ <
avec remplacé par , également commutatifs, auquel cas 1'assertion est

gvidente.

(ii) Soient f : U— ¥V dans A" , A € 0Ob /d:, et ¢ € Ob /53 . I1 existe
alors un recouvrement Ej : Uj — U , un objet u' € Ob E et des fléches
& A

A
]

sur
;i
£
U. 1 - T .
3 U W
D'aprés (i), il existe une et une seule fliache T rendant commutatif le diagramme
suivant::
Fw) s —  Fm
i
LS l ¢j
Fu') > F A
Y

La fléche f ne change pas quand on remplace (fj} par un recouvrement plus fin

donné par e ¥ U, ——> tj(k) » qu'on remplace i. par 4 muni de

® °
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£ € Homf (

3 Ak”j{k)) > et qu'on remplace @

(¥.) par o.
3 T

bl
On laisse au lecteur le scoin d'en d&duire que f

(iii) Prouvons que £ est fonctoriel en f . Soient donc

W h v & U

A

.
o

L] e

dans et y B o, W

dans Ob AU i (}'n/_fV

un diagramme commutatif

v 1 el
//,/’/,/;?;s l’,”’,ﬁ?
2
eJ vl ilI
el
1k
2
v
£° £l
J
ejk
- —_— -
jk 1"J

tel que

a) tT(vh) ¥ tx(ul) 5 tx(e}k) 3 tx(f;) ne dépendent pas de i
b) 1

-

étant fixé,

e

les e;k recouvrent W et les f

[

1 1 2

On construit tout d'abord u , v gt W

par EL0), et les

(ii) . Soit wik un recouvrement de W s'envoyvant dans le recouvrement

comme requils par

recouvrent V

B,
]

i) © % 500

V.
J

o

zk)

f ne dépend que de f

et Ob A ” respectivement. Il existe

comme en

=
=t (ujJ

le diagramme. Raffinant Wik et appliquant (£0) et (£1), on obtient
un diagramme non nécessairement commutatif, du type requis, vérifiant a) et b).
Raffinant encore et appliquant @2), on le rend commutatif.
Reste alors 3@ contempler le diagramme commutatif suivant :
Fr) g > Fw® : F(v*)
! l Fool
et s e . \
Fevd T % (v, )
Ik
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E = : " A
(iv) Il est clair que g est fonctoriel en F : tout faisceau T sur
est donc image directe par t d'un préfaisceau "_7"0 (uniquement déterminé) sur A i
et tout morphisme de faisceau f : ?—bq est image d'un et d'un seul morphisme

de préfaisceau f fo ——rqo .

11 en résulte dé&ji que t'x est pleinement fid&le ; il reste & prouver que

F est un faisceau. S5i f. : Uj — J est un recouvrement, ce recouvrement est
o

image d'un recouvrement dans AX , de sorte que @O(U) s'injecte dans n @;{Uj) .

[

b si des xj € f’o(Uj) se recollent, alors, & fortiori, ils se recollent dans A7

done proviennent d'un &€lément de ‘TOCU) . Ceci aché&ve la démonstration de (8.1.12).

8.1.13.0. Soient ¢ 4 — A s B L —— 4 er LT comme en (8.1.10) et €
un champ sur € . Le champ qxc sur A est le champ "d&fini" par (qxc}U = quU .
sSi {K:\) A eoe ©Stun syst&me projectif local index& par £ 3 valeur dans

qxc , on définit un systé@me projectif local indexé& par & et 3 valeur dans

¢ : (KL) Lese™ par la formule
xL=¢“xl pour L = (V , U, &, %) .

On laisse au lecteur le soin de wvérifier que :

Proposition 8.1.13.1. Avec les notations précédentes, on a

im X, —=™ s  gim 5
’ e fe

les deux membres &tant simultanément définis ou non.

4 F x = X y .
Soient A un site et pm : A7 ——= 4 une catégorie localement filtrante

sur A . st € est un champ sur A , alors p_C est un champ sur AT (8.1.13.0);
de plus, le foncteur identigque : AT — = AT est une catégorie localement fil-
trante sur AT , muni de 1a topologie induite, et tout syst&me inductif local (X,)

: F . 2N - . ] . & = x
indexé par b définit un systdme inductif local, indexé par 4" , sur 47 .

On vérifie aisément :

—— L —— e g—
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Proposition B.1.14. Aveec les notations précédentes, on a
Lim K; = iim x}\ :
. 3 x x
ve £°/4 ne A%/

les deux membres étant simultanément définis ou non.

8.2. Limites inductives locales dans les catégories de faisceaux
8.2.0. Soit p : %——-—»—/5 un morphisme de sites. Soit € 1e champ sur 4
suivant

(i) Un objet de € est un couple (U,§) d'un objet de A et d'un faisceau ¥

x..
sur p U

(ii) Une fléche f : (U,§) —— (V,3) est un couple formé d'une fléche
?

f,# U—>V et d'un morphisme de ¥/U-faisceaux :
= =
2 90 GE ) g—q_f

(11ii) Le fonecteur de € dans /-‘I est donné par f b——s f[,

On prendra garde que CU est la catégorie opposée de la catégorie des

faisceaux sur -pxU i

Soit & une catégorie localement cofiltrante (& gauche) sur .

Définition 8.2.1. Avec les notations précédentes, la catégorie des systémes inductifs

locaux, indexés par & , de faisceaux sur % , est la catégorie HomAK-C,G)" =

Le foncteur "limite projective" de 8.1.3 s'appelle ici foncteur "limite

inductive locale". C'est un foncteur de Homd(-f,c)“' dans (re)® = (Z}’L‘ s

Théoréme 8.2.2. Le foncteur "limite inductive locale" de la catégorie des systémes

inductifs de faisceaux sur @ , indexés par < , dans la catégorie des faisceaux

sur € , est partout défini, commute aux limites projectives finies et commute auxX

limites inductives quelconques.
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Les propositions 8.1.13, 8.1.14 et B.1.12 permettent de se ramener au cas
ol A =G =-Z . Un systé@me inductif local est alors la donnée, pour chaque U € ObA,

duun faisceau fl, sur ,d'/U et, pour chaque fléche f : V—— U dans A4 d'une

flache, fonctorielle en f , de fxfu dans S"v ;

Pour de tels systémes inductifs, les iiE se calculent comme suit :

Lemme 8.2.3. Soit U —— ‘TU une section de la catégorie des préfaisceaux sur les

objEtS de /6‘ . On a

a(Ub—— 1 (U, ¥ ) = gipm a &

i u

Par définition, le second membre représente le foncteur qui, & chaque

faisceau F osur A , associe l'ensemble des systémes cohérents de fléches

3 ?U —_— 3:[11 - A son tour, une fléche est un systéme cohérent de flé&ches

¢y ®y

, une pour chagque Ve v, L
¢3 u P q g ég u

. . o x :
au foncteur identique de 4 , obtenant ainsi A localement filtrante sur A . On

(V) —— % (V) . Appliquons 8.1.11

a vu que

- e &
2im ?U(V) ~ £1maTU g

Ze 4 u

u ~u . "
oii Vg est la source de g et le foncteur "faisceau constant engendré'". Le fonc-

teur U j}—— IU de /J dans A F est cofinal, d'oll encore par 8.1.5
; W y
ill,'m ";U(U) ~ E':..Tm an

Revenant aux définitioms, on trouve enfin

tig Fuw™ = a (Ub— r(u,¥ )

Ceci montre que dans le cas auquel on s'est réduit, le foncteur i‘._iz_bu_ est
Partout défini, et qu'il se calcule comme composé du foncteur '"faisceau engendré par
un préfaisceau' et du foncteur (FL‘) —— (Ub——T (U,TU)) . Ces deux foncteurs
Commutent aux limites projectives finies, et le foncteur ﬂ}_ commute de plus aux

l limites inductives quelconques de par sa définition comme foncteur adjoint.
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Le lemme 8.2.3 fournit un procédé systématique pour démontrer des Propriétgg
du foncteur limite inductive locale 3 partir des propriétés analogues du foncteur
"faisceau associé& 3 un préfaisceau'., On trouve ainsi :

Proposition 8.2.4. Seit & , A et & comme précédemment, JF un systéme inductif
—_— — A

—_—

local de faisceaux d'anneaux sur € , &. (resp. .A'} ) un systéme inductif local de
A S——— \ ——

faiscaaux de modules 3 droite (resp. & gauche) sur JPE , tous trois indexés par « .

On a
Lig (-Cl ?A' M) = iim -fl ] @ Zim ./531 .
N A tim ﬁ;.
(Se ramener au cas 3 = /15 = & . et noter que les deux membres colneci-

dent avec le faisceau engendré par le préfaisceau des

Proposition 8.2.5. Soit '&'i = ZZ

A deux morphismes de sites, et

(F}\) un systéme inductif local de faisceau sur Ez indexé par une catégorie locale-

ment cofiltrante & sur 4 . On a

x 7 = =
q Rim F A~ fim q F .
LéL . gL A

S i x & < :
Ceci résulte aussitdt de ce que g admet un adjoint 3 droite g
=

Soient 4 et & deux sites dans lesquels les fim finies sont représenta-—
4 g : x
bles, soit p : E — A un morphisme de sites tel que p A —s 3 commute

aux 2im finies, et soit & la catégorie localement cofiltrante sur € ayant pour

objets les triples (V,U,4) ol V € Ob%, UE€Ob A et &€&Hom(V,p U) . On 1'obtient

en appliquant 8.1.11 a 14 t b —s 4 .

Proposition 8.2.6. Pour kout falsceau "j'- sur g , on a
. x
3" = Lim - ¢xg: |
rel

o, par abus de notation, ¢ désigne le morphisme induit par p de §/V dans AV .
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T

Soit & le foncteur image réciproque au sens des préfaisceaux ; de 8.2.3,
on tire
' kS = §1 5 ' = i fu = i R =
gim & ¢x3: 1‘__;_153 ao' ¢ F tim & (V) zim  F(V) ¥ .
TEL A EL hEL v

EEEEEEEEiEE 8.2.7. Seoient p : T — 5 un morphisme de topos, OS un faisceau

d'anneaux sur 5 et OT son image réciproque sur T . Pour qu'un ﬁT-Hodule 3 droite
d'anneaux sSur

M, soit plat sur GT » il faut et il suffit que le foncteur

(625753 NN — Mo N

b

de la catégorie des OS—Hodule a gauche dans celle des faisceaux abéliemns sur T

solit exact.

L'assertion "il faut" est triviale ; supposons donc le foncteur (8.2.7.1)
exact, et prouvons que JMb est plat.

On peut supposer p dé&fini par un morphisme de sites p : e ——il veéri-
fiant les hypoth&ses faites en 2.6. Soit V € 0b& , U € Ob A et $: V—>s p'y
On désigne encore par ¢ le morphisme de sites induit : ¢ : @ /V —s A /U .
Lemme 8.2.8. Le foncteur S— M v @ ¢ M , de la catégorie des GS|U-

o

modules sur A!U dans celle des 5TEV—module¥ sur /v , est exact,

On se raméne 3 prendre V = px U . Soient j et j' 1les "morphismes d'in-
clusion” : j : A/U—> A et j': B /p U — & . On a :

i) Ay @ T A = JiD@’ P i, A,

v T
d'ol 8.2.8 . . i YL
-2.8 puisque j, et j, sont exacts et fidiles.

Soit alors Q un Cl,IfMocIule. On a (8.2.6)

de sorte que (8.2.4)

Mo e Q = iim AL v 8 L ofv 4
; -
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x i =
D'aprés 8.2.8, les foncteurs Q b—— Mv e D ".’x Q|V sont exacts 3 gauche, de SOrte
2 DV
que M 8 0 est exact 3 gauche en Q , done' exact. /

ICIT

Corollaire 8.2.9. Soit f : (T,OT) —_— (S,GS) un morphisme de topos annelés,

L4
Alors, l'image réciproque par f d'un faisceau de modules (& droite) plats est un s
faisceau de modules plats.

Factorisant f par (T,f" GS) » ON Se raméne au cas ﬁT = " GS . Soit |
alors J*L un faisceau de modules plats sur S . D'aprés 8.2.7, pour vérifier que ¢
£ .Ma est plat, il suffit de vérifier 1'exactitude du foncteur ‘

— "M &8 U = = Ma )
C}T OS )
d'ol 1'assertion, puisque £* est exact.
Lemme 8.2.10. Soit (S, OS) un topos annelé, F un faisceau de modules 3 gauche
localement de présentation finie, -3. un faisceau de bimodules et ¥ un faisceau
plat de modules 3 gauche. Alors, la fliche canonigue
Hom (F,3) ¢%¥ —— mHom (¥, 4 8 )
est un isomorphisme.
La question est locale sur S , ce qui permet de supposer gque &  admet une i
L
présentation finie h
5'] _ ?0 > f = 0 ¥
La premiére ligne du diagramme suivant est exacte, car % est plat :
.
0 ——> Hom (?,kg) 9% —— Hom {?1,-%} s ¥ ——-—r-Hom(gz,a) Bx
l ‘L s l S
0 ——> Hom (?,\% .3 — Hom (§,» § 81)——=~Hom(§:2,%91€>
:
d'ol 1'assertion. Faisant ¢ = A& , on déduit de 8.2.10 :
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temme 8.2.11. Tout morphisme d'un faisceau de modules localement de présentation
—

finie dans un faisceau de modules plat se factorise, localement sur S , par un fais-
finie ¢

ceau libre Gg (n€ N) .
ceau -2UFF

Théoréme 8.2.12. (D. Lazard). Pour qu'un faisceau de modules MM sur un site anneléd
Théoreme

(S, OS} soit plat, il faut et il suffit qu'il soit limite inductive locale de modules

1ibres de type fini.

Le "il suffit" résulte de 8.2.2, 8.2.4.

Quel que soit U € Ob 4 , soit gfo(U) (resp.-flil_’}) la catégorie des

faisceaux de modules libres de type fini (resp. de présentation finie) sur U , munis

d'une application lin8aire dans ub|U . Pour toute fldche f : V — > U dans A,

x LN Soa . g
soit f le foncreur de restriction de -‘L'i(U) dans -'Ci(V} . Les foncteurs définis-—

sent une catégorie '{i » fibrée sur /5 » dont les fibres sont les catégories oppo-—

sées des catégories -Z.'i(U} Z

Le lecteur vérifiera que la catégorie -2:1 est localement filtrante sur A

et que

[
(H,f)E-‘fl
si M est plat, 1'inclusion de -{o dans 'fi est pleinement fidéle

et, d'aprés B8.2.11, vérifie (C F1) de 8.1.4. Elle vérifie dis lors automatiquement

(CEF2), et ,;fo est localement filtrante. D'aprés 8.1.5, on a

d'oli 1'assertion 8.2.12.
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INTRODUCTION

1. Seoit X un espace topologique et U = (Ui)iEI un recouvrement de X

1'on suppose scoit ouvert, soit fermé et localement fini. Si & est un faisceau

» que

abélien sur X , la suite spectrale de Leray
e q
(1.1) HY (U, 8°(F)) = u#(X,3)

définie par U [[5] II (5.2.4) et (5.4.1)] peut se décrire de la fagon suivante :

Le recouvrement U définit une résolution "Céchiste" C*(u,3), fonec-
torielle en F (ibid (5.2.1)). D'autre part, on dispose, pour tout F d'une
résolution "flasque canconique", C¥*(3F), fonctorielle em JF (ibid (&4.3)). Avec
ces notations, la suite spectrale (1.1) s'obtient, dans le cas of U est ouvert,

a partir du complexe double
(1.2) T(X,C*(u,C*(3))) ;
Dans le cas o W est fermé et localement fini, on considére le complexe double

1.3 T(X,CH(C*(u,3))) :

2. Cherchons une description unifiée de ces doubles complexes. Désignons par XG

l'espace topologique somme disjointe des Ui et par Xn (n20) 1le produit fibré

itéré (n+l)igme de X avec lui-m@me au-dessus de X :
n
(2.1) x_ = AL U nnl = LI 0 Teppy: -
io...inEI o "' n c€Hom([n], I) i *

Les X forment un systéme simplicial d'espaces topologiques, et si _'|'n désigne

la projection de xn sur X , on a
(2.2) (B =3 i* (B .
fg “N

Notons que la formation des résolutions flasques canoniques commute 2
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1a restriction 2 un ouvert et & 1'image directe par une immersion fermée. Dé&s lors

a) si W est ouvert

q n . . P _ Py
(2.3) ci{u,c (&) = T JE c(F® = jq* c (_‘Ia':})

b) si U est fermé et localement fini

P4 = pPrs 3 = & Py
(2.8 cF(ci (u,®) = ¢ (Jq*Jg&) j . © (J; & .

g

Ainsi, pour obtenir une description unifiée de (1.2) et (1.3), on voit qu'il suffic
de prendre la résolution "flasque canonique" de jg(ﬁ) sur Xq pour tout gq

puis d'appliquer le foncteur jq* 4 cette résolution.

3, La description précédente garde un sens pour tout systéme simplicial d'espaces

topologiques au-dessus de X :

(3.1) A > Top/X

[n] > X

non nécessairement de la forme (2.1). Toutefois le double complexe, coaugmenté

par &

(3.2) F— cP(3#(3)))
(Jq* (Jq 3)) -

)q

ne définira pas en général une résolution de F

Ce travail est consacré & la recherche de conditions suffisantes pour
que (3.2) définisse une résolution de & . Dans ce cas, la suite spectrale (1.1)

8¢ généralise en une suite spectrale
Pend
(3.3) HP (X, J3(@) == BPX,B)

dite "suire spectrale de descente".
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Dans le cas de "coefficients constant", des suites spectrales analogues
ont €té obtenues par Segal (ef [8]), par d'autres méthodes et pour d'autres "théorieg

cohomologiques", telles que la K-théorie. Segal se place dans la catégorie des C.W,

complexes : il utilise un foncteur "réalisation géométrique" qui, & un complexe !
{
semi-simplicial d'espaces topologiques, associe un nouvel espace topologique ; r
x " g y

ce nouvel espace doit se comparer au topos associé 2 un topos simplicial

[cf. (1.2.12)].

4. Au paragraphe 5, nous illustrons les crite@res obtenus en construisant pour
tout espace analytique X sur € , via la résolution des singularités, un

systéme simplicial d'espaces analytiques non singuliers au-dessus de X "

[n] ————> x_

tel que (3.2) définisse une résolution de & . Si 1'on prend pour & le faisceau

contient @ , on obtient en particulier une suite spectrale
(4.1) Hq(Xp, €) = WYUx, 0O

qui exprime la cohomelogie complexe de X en terme de la cohomologie complexe

d'espaces analytiques non singuliers. De plus, si X est projectif, on peut supposer

que tous les Xp sont projectifs : c'est 12 1'ingrédient essentiel qui permet

d'obtenir une esp2ce de "théorie de Hodge" pour X (cf. [27]).

5. Les constructions qui précédent s'étendent telles gquelles lorsqu'on remplace

le faisceau F par un complexe borné inférieurement de faisceaux. Elles conduisent

a4 des techniques de "localisation" dans les catégories dérivées

On sait que pour Ko donné par (2.1), la flache

jg : Db(}[) ,Db(xo)
n'est pas fidaéle en général ;

i on montrera qu'une donnée plus précise que celle de
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. g "

*) (pour K° € D+(x)}, faisant intervenir les X_, permet parfois de recons-
jg(K P o

tituer le complexe K' .

Les énoncés obtenus seront utilisés dans 1'appendice de 1'exposé XVII
pour étendre la définition du foncteur R f! ( £ morphisme séparé de type fini

entre schémas) au cas oli f n'est pas supposé compactifiable.

Dans cette application, il n'est pas possible de ne considérer que des
espaces topologiques remplacés ici par des sites étales de schémas. D'autre part,
pour mener A bien les démonstrations, il sera nécessaire de considérer aussi bien
des sytgmes simpliciaux d'espaces que des syst2mes multi-simpliciaux. Ceci explique,

justifie ou excuse le degré d'hypergénéralité dont on partira.

1. Préliminaires

(1.1) Notatioms

(1.1.1) Dans tout ce qui suit, 14 est univers tel que Z € W : tous les topos

considérés seront des Uu-topos,

Scient T et T' deux topos : un morphisme o : T —=> T' consiste en
la donnée d'un couple de foncteurs o : T—>T' et o* : T' —> T , muni d'une
adjonction HomT.(.,m*.} ——=L>-HomT(¢#.,.), tel que ¥ soit exact & gauche

(i.e. préserve les limites projectives finies).

Soient CT,@T) et (T',GT.) deux topos annelés : un morphisme de (T,@T)
dans (T',@T.) est un couple (gp,8) o o : T —> T' est un morphisme de topos

et 9.3 Spr —> m*(@T) est un morphisme d4'anneaux.

(1.1.23

Nous ferons un usage constant du langage des catégories fibrées tel qu'il
85t exposé dans [S.G.A. 1 VI]; le lecteur pourra aussi se reporter a2 [4]., Fixons
8implement quelques notations ; si E —> B est un foncteur fibrant (resp.

Cofibrant), pour un morphisme m : i —> j dams B , nous noterons

w3 Ej —= By (resp. my : E, —> Ej} le foncteur "image réciproque"
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(resp. "image directe") qui lui est associé ; chacun de ces foncteurs est définit
4 un unique isomorphisme fonctoriel prés, Si o : E —> E' est un BE-foncteur,
pour tout objet i de B 5 i
de m a Ei
(1.1.3) Enfin, nous désignerons par A la catégorie suivante : les objets de A
sont les ensembles ordonnés [n] = {0,1,...,n} et les morphismes de A sont

+ &
toutes les applications croissantes (au sens large), A (resp. A7) désignera
la catégorie dont les objets sont ceux de A et dont les flaches sont les
monomorphismes (resp. les épimorphismes) de A . Nous utiliserons librement et

au fur et a mesure des bescins les notations classiques introduites 2 propos de

& [eEl [3) 3T 27,

(1.2) D-topos

Définition (1.2.1) Soient D wune catégorie et E —> D un foncteur fibrant

et cofibrant. Nous dirons que E est bifibrée en topos au-dessus de D of ue

E est un D-topos si les conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet i de D 1la catégorie fibre E, est un topos.

(b) Pour tout morphisme m : i —> j dans

D, il existe un morphisme de topos

s nous noterons . : E. —=> E£ le foncteur restrictigp

E 2 Ej —_— Ei tel que £, = m#* et f£% = m,

Remarque. La condition (b) peut encore s'exprimer, compte tenu_de (a), en disant

que le foncteur My est exact a gauche,

Lorsque D = A (resp. A X A) on parlera de topos simplicial (resp.

simplicial double) pour désigner un A-topos (resp. un 4 x A-topos).

Dans la pratique, nous rencontrerons des D-topos gra3ce aux considé-

rations suivantes :
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péfinition (1.2.2) Soit € une catéporie fibrée et cofibrée au-dessus de D
-"_'_._'_'_-

EQQE_ELEEEE—EEE € est bifibrée en duaux de topos au-dessus de D i €% est

S

an p°-topos.
u-

Remarque (1.2.3) Explicitement, & est bifibrée en duaux de topos au-dessus de D

gi et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet 1 de D , la catégorie duale de la catégorie fibre &i
est un LOpoOS.
(b) Pour tout morphisme m : i —> j de D , le foncteur m¥® est exact 2

droite.

(1.2.4) Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de catégories bifibrées

en duaux de topos.

(1.2.5) Socient &€ —> B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B

et X : D —= B un foncteur. Alors on laisse au lecteur le soin de vérifier que

(0° x )° est un D-topos que nous noteroms X .
‘ B

(1.2.6) DNous dirons souvent qu'un foncteur X : Do —= B est un D-objet de B
et nous désignerons par Ki 1'image par ce foncteur d'unm objet i de D ; les
D-objets de B forment une catégorie notée D°B . Si S est un objet de B

>

un D-objet de B/S s'appellera un D-objet de B augmenté vers 5 . La donnée

d'un D-objet de B augmenté vers S est trivialement équivalente a la donnée
D
L d'un morphisme fonctoriel X —> Cg oi X ‘est un D-objet de B et Cq le
[ D-objet de B constant de valeur S .
Lorsque D = A , on parlera d'objet simplicial (resp. objet simplicial
augmenté) .

L |

Nous utiliserons aussi des objets simpliciaux doubles (en faisant
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(1.2.7) Supposons maintenant que la catégorie

B posside des produits fibrés finig,

Soit f : R—> S wune flache dans B : le bifoncteur

([nl,X) wvan—s Ho%ns([n], Hcms(K,R}J

de &° x (B/S)® dans Ens définit un foncteur

[n] e x[n] = xn

en prenant pour X  un représentant du foncteur

Z A—— HomE“s([n], Homs(z,R))

n+l feois
'___‘A-—‘_\
(xn = RXgXRX.. .xSR)

Nous désignerons par [R|.S] ou [R|S] 1l'objet semi-simplicial augmenté
P y mp

vers S5 ainsi construit,

Enfin si X et X' sont deux objets semi-simpliciaux de B (ou de B/S)

et u : X —> X' un morphisme fonctoriel. Nous introduirons pour des raisons

techniques 1'objet (xlux'] calculé dans la catégorie A°B . Celui-1a s'interpréte

comme un objet simplicial double de B que nous noterons alors [[X |u x']] :

On dispose en effet d'un isomorphisme canonique de catégories :

8°(p°B) —=—> (A x 0)° B

Nous allons revenir maintenant 2 la notion générale de D-topoes.

(1.2.8) Soient E un D-topos nous désignerons par T(E) 1la catégorie

HoEt(D,E). Soit £ : D' —> D un foncteur : la catégorie D' X,E est un D'-topos

et, par composition avec f , on cbtient un foncteur

g% : T (E) ——=> T1(O' XHE)
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Dans le cas ot D' est réduite 2 un objet i de D (avec pour seul
morphisme 1'identité de i) et pour f 1'ineclusion canonique notée e, » on

peut prendre pour D' xDE la catégorie fibre Ei et e? s'identifie alors au

foncteur ''évaluation em i".
pProposition (1.2.9) S5i D' est une U-petite catégorie, le foncteur £¥ posséde

un adjoint & droite et 3 gauche (notés respectivement £, et f'}_

Cela résulte d'une légere généralisation du lemme de Kan [ITI 1.1],

dont nous ferons un usage constant.

Lemme (1.2.10) Soient I, J et A trois catégories au-dessus d'une m@me catégorie

B : on suppose que I est U-petite et gque A est fibrée et cofibrée au-dessus

de B . On se donne un B-foncteur £ : T —>J et 1'on désigne par f£¥% le foncteur

Ho%(J,A} —)HﬂB(I,A)

défini par composition avee f . Alors si dans chaque fibre de A au-dessus de B,

les U-limites inductives (resp. projectives) existent, £¥ possade un adjoint

a4 gauche (resp. & droite).

Preuve. Nous n'indiquerons que la démonstration de l'existence du foncteur adjoint

a3 gauche, la partie resp. du lemme s'en déduisant par dualité. Nous utiliserons le

fait suivant, dont la vérification est laissée au lecteur :

Lemme (1.2.10.1) Soient A wune catégorie bifibrée au-dessus d'une catégorie B

bl

b un objet de B et (F‘)RE“ un foncteur d'une catégorie /i dans la fibre 4 ;
—_— A 748

»

quels que soient G dans A, » et u b' —b (resp. u : b—>b') dans B

on_a une bijection

Homu((;,‘ lim F}) —= lim Homu{G,F‘)
(resp. Hom (lim F, , 6) —=—> 1lim Hom (F ,G))
Py N Rl F.Y

thague fois que le premier membre est défini.
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+ Ceci &tant, soit T AL f.J la catégorie sur B définie par :
ob(Il J) = ob (I) AL ob (1)
~
Hch(x,y) si x , ¥y € ob(I) (
Hom(x,¥y) =9 HomJ(x,y) si x , ¥y € ob(J)
HomJ(f(x),y} si x € ob(I) et y € ob(d)
1 [} si x € ob(J) et y € ob(I) .

+ La catégorie HomB(IlLf J, A) est équivalente 2 la

formés d'un B-foncteur F de 1 dans A , d'une B-foncteur
et d'un morphisme © de B- foncteur de F dans Gef = £(G)
+ Pour tout objet j de J , on désigne par I/j 1la
de I ‘'placés par f au-dessus de j" les objets de 1I/j
(i,a) oft i est un objet de I et @ : i —= j une flache
morphismes de 1I/j &tant ceux de ILLf J/3 . 8§t Py €t P
de I et J sur B, et si (i,0) est un objet de TI/j
s T API(i) —_— Achj} le foncteur PJ(a)* .
+ Be domner un B-foncteur de IJLE J dans A

F € HomB(I,A], G € Hom (J,A) et un morphisme fonctoriel en

lim

-

(i,a)€1/3

B PCEY —————. ()

(Lz fonctorialité& en j

gauche de f* est donc donné par la formule :

1lim
i

(i,a)EL/]

£, (F)(3) @, (F(1))
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G de J dans A

catégorie des objets
sont les couples
dans I .LLE J , les

sont les projections

» on désignera par

revient encore & se donner

b

du membre de gauche résulte de (1.2.10.1)). L'adjoint 2
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Corcllaire €1.2.11) Soient E wun D-topos et i un objet de D ; le foncteur e¥
-—l-—__.___ S— T e— P ————

- 10 -

admet un adjoint & gauche (resp. a droite défini par

o

_

ei'(al (j) = _J_J_ o, la) resp. ei*(a}{j) = | [ a*(a)

G€Hom(i, j) a€Hom(j,1)

est un objet de E au-dessus de 1

Proposition (1.2.12) Soient D une WU-petite catégorie et E wun D-topos : alors

la catégorie T(E) est un U-topos.

T(E)

+ On vérifie "fibre par fibre'", 2 1'aide de (1.2.10.1), que la catégorie

posséde les propriétés suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables,.

b) Les sommes directes indexées par un &lément de U sont représen-

tables. Elles sont disjointes et universelles.

¢) Les relations d'équivalence sont effectives universelles.

+ Il reste & montrer que I(E) possdde un syst2me de générateurs indexé

par un &lément de U : or, si pour tout objet i de D, (Gi;)kéﬂ est un systéme
i i

de générateurs de E, (ot A; est un ensemble U-petit), la famille (ei'(ci‘))'
. s

S

est un systéme de générateurs de T(E).

(1.2.13) Nous allons introduire maintenant la notion de morphisme entre D-topos.

Précisons tout d'abord que si F et F' sont deux catégories au-dessus d'une
q g

méme catégorie B et si T : F—>F' est un B-foncteur

, un B-adjoint &

gauche 2 T sera un foncteur 5 : F' —> F adjoint 2 gauche 2 T tel que les

morphismes canoniques 1 —= T¢§ et 5¢T —> 1 soient des B-morphismes de

foncteurs. Sous ces conditions, on vérifie trivialement que T est cartésien et

que

S est cocartésien,
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Définition (1.2.14) Soient E et E' deux D-topos : un morphisme de E dans E!

est un couple de D-foncteurs &, : E—> E' et &% : E' — E, muni d'une D-adjonc-

L]

tion Hom(&*.,.) == (,,3,"), tel que pour tout objet i de D , le couple

(845 @?3 , muni de 1'adjonction induite par & soit un morphisme de topos de

E]

B dans E!
I — i

Proposition (1.2.15) Soient E et E' deux D-topos et (g, , %) : E — E'

un morphisme. On suppose que D est une WU-petite catégorie, alors le couple

(T(3,), T(g*)) : T(E) —— I(E') est un morphisme de topos.

Découle trivialement de la définition précédente.

Le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, permet

de construire des morphismes de D-topos

Lemme (1.2.16) BScient E et E' deux catépories bifibrées au-dessus d'une m2me

catégorie D , et § un D-foncteur cartésien de E dans E' tel que, pour tout

objet i de D, &, : E, —> E! posséde un adjoint 2 gauche., Alors, le choix
2z2l1et S i i i

pour tout i , d'une adjoint & gauche 3 ﬁi détermine canoniquement un D-foncteur

¥ : E'! —> E , D-adjocint & gauche a §

Scholie (1.2.17) Sous les conditions de (1.2.16), supposons que E et E' soient

deux D-topos et que pour tout i objet de D , tout adjoint 2 gauche du foncteur
ii soit exact a gauche : alors, si ¢ : E' —> E est un D-adjoint & gauche a & ,

le couple (%,¥) : E—= E' est un morphisme de D-topos.

Soient maintenant &€ —> B une catégorie bifibrée en duaux de topos
au-dessus de B, X et X' deux D-objets de B et a : X —> X' un morphisme
fonctoriel. Alors le choix de clivages normalisés pour € et e® détermine

canoniquement un morphisme (a, ., G*) : X —> X' de D-topos tel que, pour tout
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= = - o o &
objet 1 de D (u*i, a,‘]!f) 3 Ki i Ki soit égal 2 (c.i* i 0‘{ ), on
oy = Ki — Ki est la fléche de B donnée par o . Pour deux cheoix différents

de clivages pour £ et 60 , il existe un unique D-isomorphisme entre les morphismes

ainsi obtenus. (Pour la vérification de ces faits, le lecteur pourra se reporter &

([ 4] - (1.17)).

(1.3) D-topos annelé

péfinition (1.3.1) Un D-topos annelé est un couple (E,A) ot E est un D-topos

et A un amnneau de T(E).

On vérifie alors que pour tout objet i de D , ai est un anneau du

topos Ei et que pour tout morphisme m : i —2 j 1la fléche canonique

A, —> m*(aj) est un homomorphisme d'anneaux.

i

Définition (1.3.2) Soient (E,A) et (E',A') deux D-topos annelés : un morphisme

de (E,A) dans (E',A') est un couple (%,8) ol § : E—> E' gst un morphisme

de D-topos et 8§ : A' —= T(&,)(A) est un homomorphisme d'anneaux.

Remarque (1.3.3) Un morphisme & : (E,A) —= (E',A') de D-topos annelés induit
un morphisme (T(&),8) : (I(E),Ad —%(}:(E),A') de WU-topos annelés lorsque D est

une U-petite catégorie (cf, 1.2.15).

(1.3.4) Soit € —> B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B

et & un anneau de T[(&€") = HO;mEO(BO,EO). Si X : D° —=B est un D-objet de B,
le D-topos X (cf. (1.2.5)) est naturellement annelé par (8.X)° : D —> € et
l'on désignera par (X,8) le D-topos annelé ainsi conmstruit. Si a : X — X'

est un morphisme fonctoriel, le morphisme (o, , o#*) + X —= X' (cf. 1.2.17) induit

canoniquement un morphisme (X,8) —= (X',8) de D-topos annelés encore noté o

(1.3.5) Un D-topos annelé (E,A) définit canoniquement une catégorie Mod(E,A)

bifibrée en catégorie abéliennes au-dessus de D dont la fibre em un objet i
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de D est la catégorie Moé(Ei, ﬁiJ des modules sur le topos annelé (Ei’ Ai)
Avec ces notations, la catégorie des modules de T(E) sur A , notée Mod(T(E), &)

s'identifie 4 la catégorie HOE’:(D,Mod(E,A)).

(1.3.6) Soit ¢ = (&,8) : (E,A) —> (E',A") un morphisme de D-topos annelés, I1
définit deux foncteurs Py ¢ Mod(E,A) —> Mod(E',A') et o* : Mod(E',A') —> Mod(E, A)

entre les catégories de modules correspondantes :

= Soit M wun objet de Mod(E,A) au-dessus d'un objet i de D :

3,(M) est un module sur i*(Ai) et, grace au morphisme Bi F Ai — Q*{Ai), on

en déduit un module sur A£

image directe par le morphisme o .

noté ou(M). Ce foncteur ¢, sera appelé le foncteur

= Seit M' un objet de Mod(E',A') au-dessus d'un objet i de D : &%(M'")

est un module sur é*(a{) et o*(M') = (M) @ 1y 4; est canoniquement muni

g*(a
1

d'une structure de module sur 4; . Au moyen de (1.2.16), on dé&finit ainsi un

foncteur o* , adjoint a gauche 2 o, , et appelé foncteur image réciproque par

le morphisme ¢

(1.3.6.1) Nous dirons que % est plat si le foncteur T(gp¥*) est exact,

Proposition (1.3.7) Soient f : D' —> D un foncteur et (E,A) un D-topos annelé, r

Alors le foncteur canonigque

£* 1 Mod(I(E),A) —M8 = Mod(_r_‘(szD'), Acf)

posséde un adjoint & droite et 3 gauche si D' est une Li-petite catégorie. En

particulier, il est exact.

Cela résulte immé&diatement de (1.2.10) et de l'identification

Hom (D,Mod(E,A)) == Mod(T(E),A).

96

98




S, g

Conformément aux notations générales, nous noterons f, (resp. £,)

1'adjoint & gauche (resp., 2 droite)de f£¥% ,

(1.3.8) Les considérations qui suivent nous fournirent un procédé de calcul commode
pour les foncteurs dérivés du type §+T(m*) : D+(£(E},A} —= D+(£(E'},A'), of

o - (E,A) —> (E',A') est un morphisme de D-topos annelé (cf. (1.3.6)). [Si (S,GS}
est un topos annelé, nous notons D+(S,QS} la catégorie dérivée de la catégorie

des @S—modules de 87,

(1.3.9) Ce calcul formel pourra d'ailleurs s'appliquer 3 d'autres contextes tels

que la "descente en cohomologie {-adique" (cf. S.G.A, 5).

Proposition (1.3.10) Soit D une u-petite catégorie. Si (E,A) est un D-topos

annelé, on désigne par I(E A) l'ensemble des objets de Mod(T(E),A) isomorphe 2

un objet de la forme Il e, (Q.) , od, pour tout objet i de D, Q, est
; i L —— — i
i€ob(D) *

totalement acyclique (cf. V 4.4 ) ; I(E A) vérifie les propriétés suivantes
El

(i) Pour tout objet F de Mod(I(E),A) et tout objet i de D, e¥(F) est

totalement acyclique.

(i1) Tout objet de Mod(I(E),A) s'injecte dans un objet de T . ,y.

(iii) T(g.a) &St stable par sommes directes finies.
2

(iv) Pour tout morphisme wm : (E,A) —=> (E',A') de D-topos annelés, le foncteur
& 2

I'(py) transforme tout complexe acyclique de C (I(E),A), formé d'objets de g ay?
b
en un complexe acyclique formé d'objets de I(E' A"
»
Démonstration,
(i) Compte tenu de l'expression explicite de B {cf. £1.2.1.1)), il suffit

de montrer le lemme suivant :

#) Flaur daws o Famineloric 40 V.
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Lemme (1.3.10.1) Scient (S,SS) un topos annelé et (F Jt’T une famille de
m—— === £ tE

@S—modules totalement acycliques indexée par un ensemble T U-petit. Alors

1 Ft est totalement acyclique.

Soit X wun objet de S : il existe une suite spectrale }

(1.4016.9) wP(x, 1¢¥ F) =3 I a”*q(x,pt)
LET teT

ot 1l () désigne le g-igme dérivé du foncteur "produit indexé par T'". Comme
P

teT

(q) ) ’ ; tET q
ol Ft est le faisceau associé au préfaisceau U —=——= I H (U’Ft)’
teT teT
(1.3.10,2) dégéndre et on obtient des isomorphismes
(1.3.10.3) (X, T F) —=> 1 #"(XF)

tE€T teT

d'od finalement H (X, 1 ) = 0 pour tout n .

teT
(ii) Soit F wun objet de Mod(I(E),A) ; on choisit pour tout i un monomor-
phisme Fi — Qi 5 ol Qi est totalement acyclique dans
Mod(Ei,Ai) : Ei*(Fi} “——b-ei*(QiJ est alors un monomorphisme (puisque e possade

i4
un adjoint & gauche), et la fléche canonique :

(1.3.10.4) F———= 1 e (F:'.) =

x I e, (q.)
icob(p) **

-
i i
i€ob(p) "
est encore un monomorphisme, comme on le wérifie trivialement.

(iii) Démonstration laissée au lecteur.
(iv) On laisse aussi au lecteur le soin de vérifier que T(yp,) transforme un

objet de I(E A) en un objet de I(E' A') * Ce point établi, il suffit, compte
> >

tenu de (i), de vérifier le lemme suivant :
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Lemme (1.3.10.5) Si O —>F —> G —>H —> 0 est une suite exacte courte dans
Lem™=
ﬂod(£<5>’A)* avec F € I(E,A) et G € I(E,A) , la suite

o0 —> Tl )(F)) —2 Tlpe) (G)) —> TlpylH)) —> 0 est exacte dans Mod(T(E'),a').

Il suffit de remarquer que e?(H} est acyclique pour tout objet i de D
et que le calcul de T(py) se fait fibre par fibre, ce qui acheve la démonstration

de (1.3.10).

Corollaire (1.3.11) Soit e : (E,A) — (E',A') un morphisme de D-topos anmnelés.

on peut calculer le foncteur R Tf(m*} au moyen de résolutions formées d'objets

de I(g,a)*

e
Y Soit L < K (I(E),A) 1la sous-catégorie pleine des complexes fermés

L est une sous-catégorie triangulée en vertu de ((1.3.10),

d'objets de I(E,&)

h (ii)) et on peut lui appliquer le th&orzme (5.1) de [[7] - Chap.1].

Corollaire (1.3,12) Soit o : (E,A) —> (E',A') un morphisme de D-topos annelés ;

1 pour tout cbjet i de D on désigne par Py ¢ (Ei,Ai) —_— (E{, Ai) le morphisme
de D-topos annelé induit par ¢ au-dessus de 1 . Alors le diagramme
. §+(E§) -
? D (T{E), A D (E;,A;)
+ +
R
= I"(cp*) 5 C‘Pi*

» pT(D(E"), A" - > DT(E!,A])
R (e*) i
i
Est essentiellement commutatif,
r On dispose d'un morphisme
] & ,
ety o T en U o T @it
’ R (e¥) = R T(qmy) R, R (e¥)
dont on vérifie que i est un isomorphisme, grace ‘a (1.3.10).
29
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Remarque (1.3.13) Désignons par G l'ensemble des objets F de Mod(I(E),ya)

(E,4)
tels que e?(F) soit totalement acyclique pour tout objet i de D. Il résulte
de la démonstration de (1.3.10) que 1'on peut calculer §+T(¢*) au moyen de résg-
lutions formés d'objets de G(E,a) i 1 est ce que l'on fait en particulier dans
l'introduction en utilisant la "résolution flasque canonique' (%) . D'apras
[€1.3.10)(i)], om a I(E,ﬁ) CLG(E,A} » mais nous utiliserons explicitement

Te, 0
dans le paragraphe 2 .

2. La méthode de la descente cochomologique

Dans ce numéro, D est une catégorie Wu-petite,

(2.1) Généralités, Notations

(2.1.1) 8oit (S,Gs} un topos annelé, La catégorie S x D , muni de la projection
canonique S x D —> D , est un D-topos ; de plus la section de valeur constante

@s définit un D-topos annelé (8 x D,GS) appelé D-topos annelé constant de valeur
(S,@s) . Avec ces notations, la catégorie Mod(T(S x D), ﬁs) s'identifie & la caté-

gorie des foncteurs covariants de D dans Mod(S,Ss).

On définit un foncteur exact :

e Mod(s,{s.sl —> Med(T(S X D),@S)

en asscciant & tout module F sur 8 le foncteur constant de valeur F . Le
foncteur £¥ possdde un adjoint a droite €4 9qui associe 3 tout foncteur

H: Dh—> Mod(@s) sa limite projective, le morphisme d'adjonction F —= g e*(F)
&tant celui qui envoie F dans la limite projective du foncteur constant de wvaleur

F ; ainsi £® est pleinement fideéle si et seulement si D est connexe.

(¥*) cf, exposé XVII pour la généralisation de cette notion,

100

102




péfinition (2.1.2) Soit (E,A) un D-topos annelé ; une augmentation de (E,A) est
-.—-—-—-_ﬂ t—

un morphisme (de D-topos annelés) de (E,A) dans un D-topos annelé comstant. Un

D-topos annelé muni d'une augmentation sera appelé un D-topos annelé augmenté.

(2.1.3) Soit € —> B une catégorie bifibrée en duaux de topos et @ un anneau

de Z(g@) = HomBo(Bo,&o) . Scit S wun objet de B : un foncteur s =S B/S ,

c'est-a-dire un morphisme fonctoriel X ——ﬂ—r-cg , ot X est un foncteur p” —= B

(cf. (1.2.6)), induit une augmentation
o

g (X,8) /(BS

x-D, GSJ (cf. (1.3.4)).

désignerons par la m@me lettre que le morphisme fonctoriel qui lui donne naissance,

(2.2) La descente cochomologique

(2.2.1) Socic 8§ : (E,A) —— (s X D,&s) un D-topos annelé augmenté, on pose,

avec les notations de (1.3.6) et (2.1.1),
% = T(E*) o e* : Mod(s,8;) ——— Mod(L(E),A)
et B, = ¢, o I(8,) : Mod(T(E),A) —> Mod(s,8) .

L'image de 6% se trouve dans la sous-catégorie pleine de Mod(T(E), A)

formée des sections cocartésiennes de I (D,Mod(E,A)) : nous noterons
coca
r rt(D,Mod(E,a)) cette dernire catégorie,

Définition (2.2.2) On dit que & est une augmentation de descente effective si

peocart,

T(g®) o g* . Mod(S,GS} = T D,Mod{E,A)) est une &quivalence de catégories,
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(2.2.3) Avec les notations de (2.2.1), supposons que § soit plat, de sorte que
B* est exact et passe trivialement aux catégories dérivées : soit L+(§*) le fonce

teur ainsi ocbtenu. Avec ces notations

Lemme (2.2,3.1) Il existe deux morphismes fonctoriels

i T o Fm o TR + o ;
x LdD_,_(S’GsJ >R (8) s L(B") et B: L (8. R (E) —> 1dD"‘(_1‘_‘(E),A}

mettant ces deux foncteurs en adjonction.

(ef, [9] (3.3)).

Définition (2.2.4) On dit que 8§ est une augmentation de l-descente cohomologique gf

1°) & est plat

2%) Le foncteur é+(§*) est pleinement fidale,

Remarque (2.2.5) La condition 2°) la dé&finition précédente peut aussi s'exprimer

en disant que le morphisme o dans (2.2.3.1) est un isomorphisme.

Définition (2.2.6) On dit que & est une augmentation de 2-descente cohomologique

(ou de descente cohomologique effective) si B est & la fois une augmentation de

descente effective et une augmentation de l-descente cohomologique,

La terminologie précédente est justifiée par le résultat suivant :

Proposition (2.2.7) Soit 8 une augmentation de descente cohomologique effective.

Alors, l'image essentielle de ;+(§*j est la sous-—catégorie pleine de D+(£{E),A)

. - . .
formée des complexes F tels que pour tout i , H (F') soit une section cocar-

tésienne de Mod(E,A).

Nous dirons, pour abréger, gqu'un complexe F' wvérifiant les conditions

précédentes est une donnée de descente cohomologique. Il est clair que si K'ED+(S:93)

+.= ;
L (8%)(K') est une donnée de descente cohomologique : il suffit donc de montrer

que pour toute donnée de descente cohomologique F° , le morphisme canonique
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B(F') : L@ o BB (F) ——> F

est un isomorphisme dans D*(E(E),A).

Cas o _F~ est borné : on raisonne par récurrence sur la longueur 4 de

a)

1'intervalle des entiers i on H(F') # 0 :

- pour L =1 1'assertion est vraie parce que & est de descente effective.

- supposons 4 > 1 et soit n le plus grand entier tel que Hn(F') # 0 :
%
on dispose d'un triangle distingué )

HY(F*)[-n]

F'* o

tel que 1'hypoth&se de récurrence s'applique 2 F'" ; B(H™(F")[-n]) et B(F'")

étant des isomorphismes, il en est de méme de B(F') .

b) Cas général : désignons par O_(F') le complexe

vas B L @™ 8§ — 2B g ;

(c£. [7] (7.1)), de sorte que l'on dispose pour tout n d'un diagramme commutatif :

LB o g6 (o (F')) = > o (F)

[l . ||

(8, (F7) > F

i —
e
+
—~
@l
¥
[
o

et il suffit de veoir que le morphisme

—

! () pour tout complexe XK' , K'[-n] désigne le complexe T

le foncteur translation.
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[[}=+]

(By) (o (F*)

g . " i F . "
induit un isomorphisme sur les H pour 1 =n . Or, on dispose d'un triangle :

F" s

7\

2 ]
csn(F ) ——=F

> R (B)(F)

avec H(F" ") = 0 pour i = n . On en déduit alors que H1(5+(§;) (F"*)) =0

pour i S n , puis que Hi(§+(§;}(05n(F'))) e Hi(§+(§})(F')) est un isomor-

phisme pour i =n , ce qui ach2ve la démonstration,

—

Nous allons maintenant exposer une méthode de calcul explicite de R 8y

fort utile dans la démonstration de certains critéres de descente cohomologique,

ainsi que dans 1l'exploitation de la dite notion.

(2.3) Un procédé de calcul pour §+ €5

Nous commencerons par deux sorites,

(2.3.1) Soient D wune Uu-petite catégorie et
abéliens appartenant & U , On désigne par Th

défini par la relation

£ (1)(3) = zHom(i )

Ab la catégorie des groupes

le foncteur

D

—= (Hom(D, 4b))°

pour tout couple (i,j) d'objetsde D . On construit alors, pour tout couple (i,X)

formé d'un objet de D et d'un objet de Hom(D,Ab), un isomorphisme canonique

et fonctoriel :

Hom(rD(i}, X) —/—= x(i)

(2.3.1.1) Soient A wune catégorie additive (cf. Tohok) et

D—> A : on définit un foncteur F : (HDm(D,Ab})O — A%ns
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F(X)(a) = Hom (X, HomA(a, FCL)))
Hom(D,Ab)

de sorte que le diagramme suivant, ol hA désigne le foncteur canonigque :

D B > (Hom(D,Ab))°

F F

A ™ Hom(Ao,Ens)
A

goit essentiellement commutatif.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que TF transforme les sommes
directes finies de Hom(D,Ab) en produits et que, si l'on désigne par Z Ile

foncteur constant D — Ab de wvaleur Z , on a F(Z) = lim F
Enfin la correspondance F~—>F définit un foncteur covariant

Hom(D,A) ——> Hom( (Hom(D,Ab))°, Hom(a®, Ens)).

(2.3.1.2) On désigne par Add(D) 1la sous-catégorie pleine de (Hom(D,Ab)}o
définie par les objets de la forme =r (i), ot i est un objet de D , et leurs
sommes directes finies. La catégorie Add(D) est additive et le foncteur

r, : D—> Add(D) wvérifie la propriété universelle suivante

(2.3.1.3) Pour toute catégorie additive A , le foncteur G —> G » induit

une équivalence de la sous-catépgorie pleine de Hom(Add(D),A) formée par les

foncteurs additifs sur la catégorie Hom(D,A).

La catégorie Add(D), définie & équivalence pras par (2.3.1.3) s'appellera

la catégorie additive engendrée par D

(2.3.2) Scient A wune catégorie abélienne et K°° un complexe double que nous
. o . B
considérons comme un objet de € (C (A)), le premier indice correspondant au
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premier signe C : on désigne par (K")5 le complexe simple associé (cf. Tohokn

(2.4), dont nous conserverons les notations). On dé&finit ainsi un foncteur

CE.355.4) A WS chteta)) —= ')

et on laisse au lecteur le soin de vérifier le lemme suivant

Lemme (2.3.2.2) Le foncteur ( )S définit un foncteur triangulé :

Krieta) ———s gt

qui préserve les quasi-isomorphismes ; il définit donc un foncteur Eriangulé :

pT(cT(a)) ——= pT(a)
eéncore noté ( ) .,

Remarque. On a le mme résultat pour le foncteur ( }s > C(Cb(AJ) —= c(4a)

car la suite spectrale que l'on envisage est birégulidre par (E.G.A. III (11.3.3)).
(2.3.3) Ceci é&tant, soient {S,Ss) un topos annelé et D une Uu-petite catégorie.
Soit Z° € C+(Add(D)) un complexe de cochatnes tel que Z" = 0 pour n <0 .

Tout objet F de Mod(I{S x D, GE), GSJ (qui s'identifie & un foncteur
D d-,-:vmd(s,ss) d'aprés (2.1,1)) définit, par la propriété universelle de Add(D)
un objet €. *(F)' de C+(S,@s) qui varie fonctoriellement avec F d'apras

(2:3,1.:3).

On définit ainsi un foncteur triangulé :

(2.3.3.1) K'(e,. ) ¢ K'(I(s x BY.8) — xrectiea, 80 .
De plus, il résulte de (2,3.2.2) que le foncteur composé

( J)_+K'(e,, ) : K(I(S x D),6.) —> K7(5,6.)
s Z" % 8 s

transforme les objets acycliques en objets acycliques. Tl définit donc un
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foncteur triangulé

+ + 4

(2.3.3.2) Rey, D (I(s x D), &) —> D (8,6y)
+ #)

vérifiant la relation Q=( )So K+(ez, *) =R €5 o° Q (

(2 3.4) Les données précédentes sont conservées, On considére Z° comme un

complexe de chatnes dans Hom(D,Ab). Scit t : z° —= Z un morphisme de A

dans le foncteur constant de valeur Z tel que le morphisme composé

&4
(2.3.4.1) zr > z°

W
N

goit nul.

Par fonctorialité (cf., (2.3.1.1)), on en déduit un morphisme

_s*(F) — EZ,JF)O tel que le morphisme composé

o 1
(2.3.4.2) €u(F) ——> ez,*(F:’ —_— sz,*(F)

soit nul.

Il existe alors un morphisme canonique de foncteurs triangulés :

.

(2.3.4.3) QK () —L——>5 0 ) K¢, ) =K, -0

Proposition (2.3.5) Les conditions et notations de (2.3.3) et (2.3.4) sont conservées ;

a

on suppose en outre que le complexe augmentéd

l définisse une résolution de Z

Alors, pour tout complexe F° formé d'objets de

I(an’@s) {ef. 1.3.30 ),

s
' (%)

Pour toute catégorie ab&élienne A , la lettre Q désigne le foncteur

Canonique K (A) —3> DT(aA).

107

109




FOFT) 6o (e (F) —— (R e .. Q) (F")

est un isomerphisme.

+ Soit i un objet de D et Qi un module sur (S,GS) : montrons que

i Cei*(Qi)) est un isomorphisme. Il s'agit de voir que la suite

1
(2.3.5.1) 6 —>q, —> ez_*cei*tqi>)° — ity (e, GG

est exacte,
Pour cela il suffit de montrer que, pour tout objet X de Mod(S,Gs},

la suirte

(2.3.5.2) 0 —> Hom(X,Q,) —> Hom(X,e,., (e, (Q,))°) —> Hom(X,e (@nhH = .,

Z'*{ei%

est exacte., Or un calcul immédiat montre que (2.3.5.2) se réduit 2
o
(2.3.5.3) 0 — Hom(Z&,Hom{K,QiJ) - Hom(HomAdd(D)(Z ,1),Bom(X,Qi)} —

—_— Hom{HomAdd(D)le,iJ,HOm(x,Qi)) —S oo

+ ©Si pour tout objet i de D , Qi est un module totalement acycli-

que, on voit, en appliquant le foncteur Il aux complexes (2,3,5.1), que 1'on
i€ob(D)
obtient encore un complexe acyclique d'aprés (1.3.10.1). Ainsi j ( I (e, (Q;))
i€ob(p) **

est un isomorphisme.

+ On laisse au lecteur le soin de déduire de ceci que j(F') est un

isomorphisme lorsque o &1 pour tout n (par suites spectrales, par

(an,ss)

exemple) .
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corollaire (2.3.6) Sous les conditions de (2.3.5), le morphisme j défimit
—

Cu o

B+BZ'* comme le foncteur dérivé de

La sous-catégorie de K+(E(SXD),G5) définie par les complexes formés d'objets
ifi I.
de I(SXD,GS) vérifie les conditions du théoréme (5.1) de [[7], 1], pour le
foncteur K'(e,), en vertu de (1.3.10) et (2.3.5) : le corollaire résulte

{mmédiatement de cette remarque.

Corollaire (2.3.7) Sous les conditions de (2.3.5), soient (E,A) un D-topos annelé
Loro _at™ Soient HO DZLOposS annele

et & : (E,A) ——?'(SXD,SS) une asugmentaticon ; il existe un isomorphisme canonique

~ i +
g BT «§e,.,

Cela résulte de [[7] - I - 5.4].

Remarque (2.3.8) On savait a priori que §+e* existe et que l'on a un isomorphisme
§+ E* —t §+F(G*)° §+E* . Vu que T(S*) et €, sont induits par des morphismes
de topos annelés (cf. (1.3.6) et (2.1.1)). Cependant le calcul précédent s'avérera
fort utile et applicable & d'autres contextes, car, dans la pratique, les condi-

tions de (2.3.5) seront toujours vérifiées,

Nous allons maintenant donner les exemples fondamentaux ol 1'on pourra

appliquer (2.3.5).

(2.3.9) Dpans Add(A), on pose 2" = [n] et on définit 4" : 2" —> grtl par la
)
formule
l e n+l :
(2.3.9.1) @ = T (-0t
i=0

o0 37 : [n] —= [n+1] est la i-eme face [ef.[3] IT 2]. On prend pour

O
t:2 —> Z 1'augmentation naturelle évidente.

-

La condition de (2.3.4) est trivialement vérifiée. La condition de (2.2.5)

Tésulte de ([5] I (3.7.4)).
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= & = f
|
I
(2.3.10) Dans Add(4 x 4), on considere le complexe simple associé au complexe
double
s;,m+1
([n],[m+1]) > ([n+1],[m+1])
n,m i
(2.3.106.1) s, gn+l,m
2
sp*”
(Inl,[m}) > ([n+1],[m])
avec
[ n,m s i i
s;.' = T (-1)" (2 ,id,_-)
L 1=0 Lml
(2.3.10.2) J
n,m fetl 3 j
8.2 = z (-1)-(id 5d7)
\ 2 1= [n]

On laisse au lecteur le soin de vérifier (en utilisant (2.3.9)) que le
complexe ainsi défini, muni de 1'augmentation naturelle évidente, vérifie les condi-

tions de (2.3.5).

(2.3.11) On traite de manidre analogue le cas multi-simplicial (avec

DU B s K D)
p-fois
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.(2 4) La descente cohomologique relative

2 4.0) Scient & —> B une catégorie bifibrée en duaux de topos et § un anneau

de L(E).

Ces données définissent canoniquement une catégorie fibrée et cofibrée en
catégories abéliennes, notée Mod(€°,6), au-dessus de B° (cf. (1.3.3) et (1.3.4)):

dans tout ce qui suit, les foncteurs "images directes'" et "images réciproques"

geront toujours pris par rappert au foncteur fibrant et cofibrant

Définition (2.4.0.1) Nous dirons gu'un morphisme £ : T—>5 dans B est plat

(relativement & (€,8)) si £, : Hod(Bg,Gs) ——b—Mod(ED,@T) est un foncteur exact.

(2.4.1) Soit G une sous-catégorie fibrée et cofibrée de Mﬂd(ec,@) telle que,

pour tout objet S de B, Gg soit une sous-catégorie épaisse (cf, Tohoka (1,11))

de (Mod(BO,G))S - Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de telles situations.

Si S est un objet de B , nous désignerons par D+(S), la catégorie

dérivée de Mod(&?,&s) : on introduit, suivant [[7] (I § 4)], la catégorie Dg {s),
S

qui s'identifie & la sous-catégorie pleine de D+(S) formée par les objets X' tels

que B & Gs pour tout mn .

Nous supposerons gue la condition suivante est toujours wérifiée.

(2.4.1.1) Pour tout morphisme h : T —>8 dans B , le foncteur

B (x®) : p™(T) —> D*(S) est tel que R (h*)(F) € D+G (s) si FEG, .
s

L D'aprés [[7] (I. (7.3).(ii))], cette condition entraine que

f(h*)(n; (1)) < b (8).
T S
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(2,56.2) Soit D wune \u-petite catégorie : nous supposerons dans tout ce qui suit

que 1'on s'est donné un complexe 2° de Add(D) wvérifiant les conditions de (2.3.5)

(dans les applications, on aura en fait D = A ou D = A x &),

i X : p° —= B est un D-objet de B , on désigne par HodG(E{E),a}
la sous-catégorie pleine de Mod(l_‘_(_}-('),a) formée par les objets F tels que

e‘l;*(F) £ Gi( = Gy ) pour tout objet i de D : Modc(_,t(i), &) est une sous-catégoris
i

épaisse de Mod(I(X),8). Nous désignerons par KE(L(?),B’) (resp. DE(E{E),B’)}
la sous-catégorie pleine de K+(£(E),8) (resp. D+(z(i),9)) formée des objets X°

tels que H(X') € ModG(l‘(i),S) pour tout mn .
(2.4.3) Soient X et X' deux D-objets de B et @ : X —=> X' un morphisme
fonctoriel. Rappelons (cf. (1.3.4)) que nous notons encore o : (X,8) —> (X',8)

le morphisme de D-topos annelés correspondant,

Définition (2.4.3.1) Nous dirons que g : X —> X' est plat si le morphisme de

D-topos annelés correspondant est plat au sens de (1,3.6.1).

On a alors le lemme é&vident :

Lemme (2.4.3.2) Pour que o : X —> X' soit plat, il faut et il suffit que, pour

tout objet i de D , o X, —> x{ soit un morphisme plat (cf, (2.4,0.,1)).

(2.4.4) Soit @ : X —> X' un morphisme, il définit un foncreur

(2.4.4.1) 1<+(I‘(c.*}) : K+(£(¥),er) —_—D K+(;1'(3{"),6‘3 .

Lemme (2.4.4,2) Le foncteur

K (T(ay,)) | KL(D(X),0) K (DX, 00 ———— xH(E"), )

posséde un foncteur dérivé 2 droite, noté ;{EI‘(U.*), et le morphisme canonique
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R.T(a,) —————— E'T(a,) [P (T, 8

est un morphisme.

De plus R (D (I(X),8)) = DL(L(X"),8).

Be
La premid&re partie résulte de (1.3.10) et de [[7] - (1.(5.2))7]. Pour

vérifier la dermi2re assertion, il suffit de montrer, en vertu de [[7] - (I.(7.3).

(ii)) ], que §+f(a*)(F) (= DEQE(E'),G) lorsque F € HodG(L(E),@J, ce qui résulte du

calcul explicite de §+T(a*) donné par (1.3.1.1) et de l'hypothése (2.4.1.1).

(2.4.5) Soit § un objet de B : le D-topos annelé (Cg,8) (cf. (1.2.6))
s'identifie au D-topos annelé constant (Eg x D, @S) at on a le lemme suivant

qui résulte de [[73x. (7.3). (ii))]

I..

Lemme €2.4.5.1) Le foncteur §+E2'* lDE(L(CE),&), noté est & valeurs

[z

G Sz'w *

dans DE (5) et s'identifie un foncteur dérivé 2 droite du foncteur
s

K (ey) | K5(I(eD),®) = KD, 6) — k*(s) :

Proposition (2.4.6) Soit 8 : X ~——§-Cg un D-objet de B augmenté : le foncteur
e [ T : . 4=
K (E*)IKG(E(X),G) posséde un foncteur dérivé & droite, noté R'E, , qui prend

ses valeurs dans Dz (5). De plus, il existe un isomorphisme canonique

5
* R = ) R.T(8y)
e e % .
B O Bo G20 ° Bl %
y
L Démonstration laissé au lecteur 2 partir de ce qui précéde.

Nous sommes maintenant en mesure de donner les définitions relatives

4 1la descente cohomologique,
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D

(2.4.7) soit & : X — Cs

un D-cbjet de B augmenté, Supposons que & soit

e

b P o + e
plat, de sorte que la restriction 2 DG (8) du foneteur L~ &* prend ses valeurs
" s

+ = = 8 A
dans DG(i(X)’G) ¢ nous noterons L. 8% cette restriction. Avec ¢es notations

Lemme (2.4.7.1) Il existe deux morphismes fonctoriels a : id 4 —= 5;5; a gce*
D, (5)
(e
A — 3 s
et @8 : ;ce* ° _GE* —5 id mettant ces deux foncteurs en adjonction,

..F__---—
DGCLﬁK),&)

Cela résulte immédiatement de (2.2.3.1) et (2.4.86).

Définition (2.4.8) On dit que 8 est uneaugmentation de l-descente cohomelogique

relativement &8 € si

1®*) 8 est plat.

el 5 z
2°) Le foncteur L, 8% est pleinement fidile,

Remarque (2.4.9) La condition 2°) de la définition précédente peut encore

s'exprimer en disant que le morphisme & dans (2.4.7.1) est un isomorphisme.

Définition (2.4,10) Soit 6§ : X — Cg

8 est une augmentation de descente effective relativement 2 G si le foncteur

un D-objet de B augmenté. On dit que

T(8*) o e* : g, —— plOCart

s 2= T (o, 6)

est une équivalence de catégories.

Définition (2.4.11) On dit que & est une augmentation de 2-descente cohomologique

(ou _de descente cohomologique effective) relativement 2 G si © est 3 la fois une

augmentation de l-descente cohomologique et de descente effective relativement 3 G .

On déduit alors de la démonstration de (2.2.7) le résultat suivant :
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. D .
gguréme (Z.4.12) Soit @ i ¥ —= CS une augmentation de 2-descente cohomclogique

% : + = " .
£slg£i252253_§ G . Alors 1'image essentielle de ;G B est la sous-catégorie

glsiﬂﬁegg DE(E(E),G) formée des complexes F° tels que pour tout n , HYF)

soit une section cocartésienne de G .
—

La proposition suivante, dont la vérification est laissée au lecteur,

permet de transcrire la définition (2.4.10) dans le langage de ([4]. 6)

yronosition(2.&.l3) Pour que 8 : X —> Cg soit une augmentaticn de descente

o o
effective relativement 2 G, il faut et il suffit que le foncteur D —= B/S

au-dessus de B , défini par © , induire une équivalence entre la catégorie des
A ———

gections cartésiennes de Go au-dessus de B/S et la catSgorie des sections

o o
cartésiennes de G au-dessus de D

Corollaire (2.4.14) Supposcns que les produits fibrés finis soient représentables

dans B et soit f : R—=> 85 un morphisme : pour que l'objet semi-simplicial

augmenté [kaS] {cf. (1.2.7)) soit de descente effective relativement & G

11 faut et il suffit que f soit un morphisme de descente effective pour la

catéporie fibrée G° au-dessus de B

Cela résulte de (2.4.13) et de ([4]- 9).

=

finition (2.4.15) Supposons que les produits fibrés finis scient représetables

dans B et scit f : R —=S un morphisme. Nous dirons que f

est un morphisme

de i-descente cohomologique relativement 2 G (i = 1,2) si 1'cbjet semi-simplicial

Bugmenté iRhfSE est de i-descente cohomologique relativement 3 G .

Définition (2.4.16) Supposons que les produits fibrés finis soient représentables
5253 B er soit & : X —> Cs une augmentation : nous dirons gue & est une
8ugmentation de i-descente cohomologique universelle (i = 1,2) relativement 2 G
51 " i ; i D ;

~~» Pour tout morphisme T —= 8§ , l'augmentation XT ———————§-CT obtenue par
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changement de base est une augmentation de i-descente cohomolopique relativement

a & .

La notion de morphisme de i-descente cohomologique universelle relativemenp
——=meng

|

G se déduit immédiatement des deux définitions précédentes,.

Nous emploierons scouvent la terminologie "augmentation de G- i-descente
cohomologique"” & la place de "augmentation de i-descente cohomologique relativement

é. Grr

(2.5) La suite spectrale de descente

(2.5.1) Soit A wune catégorie abé&lienne, On désigne par F(A) la catégorie dont
les objets sont les objets de A , munis d'une filtration discréte et codiscréte,
et dont les morphismes sont les morphismes filtrés de A : la catégorie F(A) est

une catégorie additive (mais non abélienne).

La catégorie K(F(A)) des complexes filtrés de A , de filtration discréte
et codiscr2te degré par degré, est une catégorie triangulée et les foncteurs

canoniques
(2.5.1.1) Gr_ : K(F(A)) —= K(A)

sont triangulés. L'ensemble I des morphismes f de K(F(A)) tels que Grn(f)
soit un quasi-isomorphisme pour tout n est donc un systdéme multiplicatif saturé

Lef. [9]. §2. n°1].

En inversant les fléches de ce systéme, on obtient une nouvelle catégorie

triangulée notée D F(A) et les foncteur Grn se prolongent en des foncteurs

(2.5.1.2) Gr_ : D F(A) —> D(&4)

Nous ne considérerons, par la suite, que des complexes bornés inférieurement

s 5
on introduit naturellement les notations K (F{A)) et D F(A).
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(2.5_2} Soit B une sous-catégorie épaisse de A et désignomns par K;(F(A))

- 34 -

i + & ¥
1a sous-catégorie pleine de K (F(A)) dont les objets sont les complexes X
i . N i i
tels que H (Grj{X )) € B pour tout couple d'entiers (i,j) : KB(F(A)) est une

gous-catégorie triangulée localisante de K(F(A)) [ef. [7]. (I. §5)] . Nous

+
désignerons par Dy F(A) 1la sous-catégorie pleine de D F(A) dont les objets
gont les complexes bornés inférieurement X' tels que Hl(Grj(K')) € B pour
tout couple (i,j) : d'aprés (loe. ecit.), D;F(A) s'identifie 2 la catégorie

de fractions K;(F(ﬁ))z n KE(F(A})

Le foncteur "publi des filtrations"

v @ KT(F(A)) > KT(A)

est triangulé., De plus, il résulte de [[5]. I. (4.7)] que 2(f) est un quasi-
igomorphisme si £ € L et que L(K;(F(AJ) c K;(A). Le foncteur ¢ s'étend

ainsi en un foncteur triangulé
(2.5.2.1) ¢ : DTF(A) —= D (a)
tel que L(D; FlA)) C:D;(A)

Notons enfin qu'il existe un foncteur spectral canonique D; F(a) —> B ,

sboutissant & Hn o t , et dont le terme El est donné par Hp+q = Gr

Cef. [5] 1. (4.2)].

Nous revenons maintenant aux notations de (2.3) en supposant D = 4 :

Z° désignera le complexe de Add(A) défini par (2.3.9.1).

Propesition (2.5.3) Soit (S,@SJ un topos annelé. Le foncteur

4
B €pey ¢ D+(E(SXD},®S) —_— D+(S,GS} posséde une factorisation canonigue

-+ F§ Z'w —+ t +
D (I‘(SxDJ,@SJ = D F(S,GS) —1D (s,@s)

EE_ELEE. pour tout entier 1 , le diagramme suivant est commutactif

L 117
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el

Y

R (e®)
= i

+o T
™ (Ttsx0), 6 ) > 07(s,8,)

Gr

)
Considérons le foncteur C+(C+(S,®S)) — 55 C+(S,BS) : si X est

+ . . . :
un objet de C {C+(S,®s}J, on muni (X“)S de sa deuxiéme filtration canonique

[cf. [5]. I.4.8] ; on obtient ainsi une factorisation
+, + + i -
25,31 ( )5 £ GG (S,@S)) —>'C (F(S,GS)} —= C (S,@s)
qui passe aux catégories K+
T -+ z w ad
(2.5.3.2) €0 & K(C(8,8,)) —> K (F(8,6.)) ———> K (s,65)

car une homotopie de C+(C+(S,®S)) induit une homotopie filtrée.

On a alors un diagramme

-+
R,
n+C§(Sxa),®s) — &4 > D'(S,6,)
h ~ o
S
S o T
~ & .
D F(S,@s)
(2.5.3.3) T
+
K (F(S,@S)}
/ \
K+(;:_(5xm,@s> K'(8,6.)
+
(), =K (ez.*)

et on vérifie qu'il existe un foncteur
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-+
R €z-4 ¢ D (L(Sx8),8) —> DF(S,6,)

et un seul rendant commutatif (2.5.3.3).

Le reste de la proposition est évident.

proposition (2.5.4) Soiemt (E,A) un topos semi-simplicial annelé et

g : (E,A) ——> (sx&,@s) une augmentation : pour tout entier i, on désigne

par Ei : (Ei,Ai) — (S,@S) le morphisme de topos annelé induit par & au-dessus

de 1

Le foncteur §+ E* : D+(I(E),A) E— D+(S,Ss) poss&de une factori-

sation canonique

+—v
F&e* 2

DT (I(E),A) > D F(S,8) ——> D' (S,6,)

telle que pour tout entier i , le diagramme canonique

B ef
D (I(E),A) = 4 > D'(E,,A,)
4= +
B O« RS,
DF(S, 64) > D' (s,6,)
Gri

80it essentiellement commutatif.

Résulte de ce qui précéde et de (1.3,1.2).

.._,Progosition {(2.5.5) Soient (E,A) un topos semi-simplicial annelé et

8 : (E,4) —> (SXL,E-S) une augmentation de l-descente cohomologique. Soit
H

(S,GS) — (R,GR} un morphisme de topos annelé&s. Alors il existe un foncteur

Spectral de D+{S,(S»S) dans Mod{R,&R)
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Sl

P94 _ p9d - + p+Hq
E;* =R (ng.ep)* = L a-lpt === R* H,
appelé foncteur spectral de descente.
Soit He§ : (E,A) "———ﬁ(Rxﬂ,&R) 1'augmentation déduite canoniquement

de & par composition avec H ; on a

(2.5.5.1) (HeB), = Hy » B,

de sorte que le diagramme

LT(E")
D7 (s,6,) > DT(T(E),A)
(2,5.5.2)
- R (H=8),
R Hy
Y
+
D (R,@RJ
est essentiellement commutatif,
(R ®, —=>R'Hy o B8, et id —= 5 RB, ¢ LT M) .
D (s,@s}

Grace 2 (2.5.4), on dispose pour tout i , d'un diagramme essentiellement commutatif !
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EEg - Yot

= +

i L g* £ R (eg} .
D'(S,Gs) > D (T(E),A) > D (E,.,A,)
1 1
e
R (He8) +
F= # R (He8,)
(2.5.5.3) B *
D+F(R,®R) D+(R,@R)
Gri

W

D'(R,SR) .

Le foncteur spectral annoncé, s'obtient en considérant le foncteur spectral

canonique sur D+F(R,@R} que 1l'on compose avec P 5+(Hc8)* ® ;+(E*).

On laisse au lecteur le soin de vérifier la proposition suivante

Proposition (2.5.6) Avec les notations précédentes, le terme qu du foncteur

gpectral précédant s'é&crit :

+

v -—
B o RIT((He8),) o LT B*

W
ol uP . Hod(:(Rxﬁ),@R) —_— Hod(R,@R) est le foncteur qui associe & tout foncteur

F
b— Mod(R,@R} l'objet d'homologie en degré p du complexe associé

(nots €. (F)" dans (2.3.3)).
#*

L Nous revenons maintenant & la terminologie introduite dans (2,4) :
Bra3ce au sorite (2.5,2), toutes les considérations précédentes vont se transcrirent
WOt pour mot en plagant la lettre G en indice partant ou cela a un sens,

Les détails sont laissés aux soins du lecteur ; on obtient en particulier
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Proposition (2.5.7) Scient 6 : X —> Cg une augmentation de l-descente cohomolg-

gique relativement &3 G et soit h : 8§ —> R un morphisme de B

3 il existe un

foncteur spectral de DE (8) damns G, :

S R
P9 _ p9¢he. + # PHq
Ej Ro(hed), = Lo ep => R’ hy
P9 _ ¥P _ 9 " + Tn
avec E; H RG T((hoB),) = Lo e* .

3. Critéres de descente

(3.0) Notations

Dans tout ce qui suit, nous conserverons les notations de (2.4). Nous

supposerons toujours que les produits fibrés finis sont représentables dans B

Nous supposerons de plus que B wvérifie la condition suivante

(3.0.0) Les sommes directes existent dans B , sont disjointes, universelles

et des familles de £-descente effective et Go—descente effective

Lef. [4] (9.23) (9.25) ecr (9.27)].

(3.0.1) Rappelons maintenant quelques notations classiques sur les objets

semi-simpliciaux d'une catégorie [cf. ([3] Chap. II) et (V, appendice)].

Soit E wune catégorie possédant des limites projectives finies

t°’E  désigne la catégorie des objets semi-simpliciaux de E (cf, (1.2.6)).

Soit n un entier : on désigne par A (resp. & A7) 1a sous-catégorie
n n n
pleine de A (resp. A, &) formés par les objets [p] tels que p =n

Le foncteur restriction

(3.0.1.1) i »’E ——— A°E
n

posséde un adjoint 2 droite in* » puisque les limites projectives finies existent
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dans E (cf., (1.2.10)). On note cosk_ et on appelle foncteur cosquelette d'ordre n

le foncteur in* ° i: ; par abus de notations, nous utiliserons aussi la notation
coskn pour le foncteur 1n* ‘
Pour tout entier p, désignons par A (resp. 55 ) 1a sous-catégorie
n[p] nlp]

o = r_=
leine (resp. ) des objets de A (resp. &) au-dessus de i
P ﬁ[P] P &[p] 3 P Lpl
définie par les objets [g] au-dessus de [p] tels que q =n ; on laisse

au lecteur le soin de vérifier que l'on a :

(3.0.1.2) (cosk_(X)) = lim X ———= 1lim X .
n P -~ q - q
A P
nlp] nlp]

(3.0.2) Soient X et X' deux objets de A»°E et f,g ¢ X 3 X' deux morphismes.

Une homotopie de f vers g consiste en la donnée pour tout n d'une application

h Hcmﬁ([n],[l]) — HcmE(Xn,xA) vérifiant les deux conditions suivantes :

(3.0.2.1) hn(al) = f et hn(aoJ = g, pour tout n.

n

(3.0.2.2) pour toute flaédche [n] —= [p] dans A , on a un diagramme commutatif:

Homﬁ([pl,Lll) = HcmE(XP,Ké)

Ho%(xp,xp)

v

Hom&(in],[l}) > Hom (X ,X) .

N.B. : La relation ainsi introduite sur 1'ensemble des morphismes de X dans X'
n'est pas une relation d'é&quivalence ; on peut palier 2 cet inconvénient en intro-

duisant la notion d'homotopie composé [ef. [3] chap. III] : nous n'utiliserons

pas cette derniére notion.
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Lemme (3.0.2.3) Soient X et X' deux objets de ~°E, f,g : X i X' deux

morphismes et F : E—= C un foncteur oti € est une catégorie abélienne, Une

homotopie simpliciale de f wvers g induit une homotopie sur les morphismes

de complexes de cochaines canoniquement associés 3 F(f) et Flg).

On est ramené au cas ol C est la catégorie des modules sur un anneau

et on applique [[5] 1. (3.7.1)].

Lemme (3.0.2.4) Soient n un entier , X et X' deux objets de 5°E . Soient
n
f et g deux morphismes de X dans X' tels que fp = 8; our p <n : alors

il existe une homotopie simpliciale de coskn(f) vers coskn(g).

On définit hp : Hamﬂ(Ep],ilﬁﬁ T Hom(Xp,Xé) par 1'application

= i * (n 1) !
constante de valeur fp g8, Pour p <m, puis h_: Hom [n],[1] —~—§~Hom(xn,xn)
en envoyant tous les éléments de Hom,([n],[1]), sauf 2° , sur £, 5 et 3° sur
g, - On remarque ensuite que Hcmﬁ([k], [1]) = -1im ) Hom([q],[1]) pour k > n,
[q] = [k]
g zn

ce qui permet de définir canoniquement hk 5

(3.1) Comparaison de deux augmentations du point de vue de la l-descente cohomologique

Soit S un objet de B : on désigne par Hom {DG,BKS) la scus-catégorie

plat

pleine de Hom(D®,B/S) dont les objets sont les augmentations plates [ef. (1.2.6)

et (2.4.3.1)] .

1
Proposition (3.1.1) Soient X —2—> o er x' —B s cg deux objets de
Hom (DO,BJS). Soit f : X —> X' un morphisme au-dessus de § (i.e. un

228 1at
morphisme de Hom(Do,BIS)} 5 11 lui correspond de fagon naturelle un morphisme

foncteriel

tel que le diagramme suivant soit commutatif
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EG ul e LG u'#
f
1
o4
Do (s) "o
s
4
el )
gc U ;G u -

De plus, si D = 4 , Té ne dépend que de la classe d'homotopie (cf. (3.0.2))
de f dans Hom{ A® . B/S).
I1 est clair que nous pouvons supposer que G = Mod(€°,6) pour 1la
construction de ?é i
Soit 1 1la catégorie définie par le type de diagramme
o 1

(333 .3 X —= X

On désigne par r ¢ D —= TxXD (resp. r,) 1le foncteur pleinement fid2le défini

1
par ro(i) = (0,i) (resp. rlii) = (1,1)).

En vertu de 1'isomorphisme canonique
(3.1.1.2) Hom{ (IxD)°, B/S) —=—> Hom(1°, Hom(D®, B/S))
les données de (3.1,1) définissent une augmentation plate

T
(3.1.1.3) XEX" 23 o B0

Seit F un objet de Modfﬂg, Gs}, le morphisme canconique

(3.1.1.4) Epptf) —= T((ufu')y) = T ((ufu')*) (€ %, (F))

peut s'interpréter comme un triangle commutatif dans Modiz(cg),G)
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Tlug) = TCa'*) (EX(F))

(3.1.1,5) EgtF)
Tluy) - T(u*)(ﬂﬁ(?))
— _— Q'E — P
d'olt un morphisme fonctoriel uyie gk —a, U, ¢ u® tel que le diagramme
Ul = u'#
(3.1.1.6) 1 o o
Hod(SS.GS) f
u*u:*

soit commutatif,

On obtient par suite un morphisme fonctoriel tel que le diagramme

K@) « k'@

(3.1.1.7 1 K (a,)
K'(eg,8,) B

+ — ate
K (uy) - K+(u*)
soit commutatif,

+ ’
(Remarquons gue K (uf) peut aussi s'obtenir formellement par adjonction en utilisant
-+ +,— + =
l'isomorphisme K (T(f¥)) . X (u'#*) -~ = g (G#))
Soient F' wun complexe de K (S8) et E : K (a £ u'"#¥)(F') —= J° un

E . : n 5
quasi-isomorphisme tel que, pour tout entier n T ] soit totalement acyclique

objet par objet (cf. (1.3.13)). D'apreés (loc. cit.) les flidches canoniques
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KT (@) (F') —> T#(I) et KGEFE) — r*(3°)

gont des quasi-isomorphismes (cf. (1.2.8) pour les notations). On obtient par suite
un morphisme

£
_ _ n (F")
§+ ug e é"' u'#®(F") *a

#*

o LY TH(F)

[[}==]

. +
tel que le diagramme suivant soit commutatif dans D (8)

(3.1.1.8)

QoK (ug) (r¥(3°)) o= R upeQ(r#(a™))
/
QoK (uf) oK (T #) (F*) — §+»._z;,u;+:'*(F‘)
i
: nf{I-")
:
QUK (e ) (F*)) | : L
QKT (T, (e2(3°)) ""—“""“:—" > Eu,eQr#(I7))
/ :
v
QK (U)K (T*) (F") > RugeL u *(F")

Il est clair que ﬂf(F') ne dépend pas de la résclution choisie et on

vérifie qu'il est fonctoriel en F° variant dans D (S).

Pour achever la démonstration de (3.11), il suffit de montrer le lemme

suivant
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; ;
Lemme (3.1.1.9) Soient X —2— cg et ¥ “ﬁ,»cg deux objets de Ho

m
plat

Soient £, g : X —> X' deux morphismes dans Hcm(&o,B{S) : 5'il existe une hqﬂggﬂﬂs

, oy ” =
simpliciale de f wers g ,Oona T = B

Soit h_ Homﬁ([n],[l]) ——= Hom (Xn,Ké) une hometopie simpliciale da

B/S

[ vers g . Soit I xD 1a catégorie obtenue & partir de I x D en ajoutant les
fléches (1,n) — (0,n) correspondant bijectivement 2 h (Hom([nl,[1])) et les

relations imposées par la compatibilité des hn pour n wariable, Les données du

lemme définissent une augmentation plate XfX' ———=s CL;D &

de ct(s) et J" wune résolution de C+(E*)(F') telle que pour tout entier n

Soit F° wun complexe

E
n ; . 3 : ; ; ; st
J soit totalement acyclique objet par objet : il existe une homotopie simpliciale

entre

_

CT(T ) (x#(37)) > CT(Tlu ) ("))

d'od une homotopie lorsqu'on passe aux complexes "condensés". (cf. (3.0.2.3)).

Définition (3.1.2) Avec les notations de (3.1.1), nous dirons que f est une

€quivalence pour la G-l-descente cchomologique si ré est un isomorphisme,.

(3.1.3) Nous noterons dans ce qui suit par Ly : &—> 4 x 4o (resp, e tA—>A X A)

le foncteur canonique défini par [n] —> [nlx[i] (resp. [n] —=[4i] x [nD).

Proposition (3,1.4) Soient X —2 =~ C&:& et X' — Cﬁgﬁ deux objets

de Hom ((axa)®,B/S). Scit £ : X —> X! un morphisme au-dessus de § : o
— ——plat o=

(resp. faid : Xec, —> X'sp.) est une
i ey i i ————

équivalence pour de la G-l-descente cohomologique pour tour entier i . Alors f

. . -
suppose que f*:l.dLi : XuLi —> X'=L

est une équivalence pour la G-l-descente cohomologique,

D'aprés la description de ﬂf (cf, démonstration de (3.1.1)) il s'agit

de montrer qu'un certain morphisme de complexes triples induit un isomorphisme sur
la cchomologie des complexes condensés : un raisonnement standard par suite spectrales

permet alors de conclure.
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F ¥ = o 2
21929223125.(3-1'5} Scient X et X' deux objets de Hom lat(& sB/S). Soit

£ Kk—= X' un morphisme fonctoriel tel gque fn i X“ —_— Xé s50it un morphisme

de G-l-descente cohomplogique. Alors le morphisme canonique

[[x[f ]l — [[xliid X'1] (ef. (1.2.7) est une équivalence pour la

G-l1-descente cohomologique.

Résulte de (3.1.4) et du lemme suivant, dont la démonstration est laissée

au lecteur @

Lemme (3.1.5.1) Socient f : R—= 5 un morphisme plat, Y — C& et

ot
Y —~ Cg deux augmentations plates telles que le diagramme suivant soit commu-

tatif dans Hcm(&O,B) £

Y%Cﬁ
u f

A

Cs

S8i v est une augmentation de G-l-descente cohomoleogique, c'est une égquivalence

pour la G-l-descente cohomologique.

Dans les applications, nous combinerons (3.1.4) et (3.1.5) avec le résultat

suivant

Proposition (3.1.6) Seoit X e CS;Q une augmentation plate. Pour gque u soit

une gupmentation de G-l-descente cohomologique, il suffit que
u*idL' P utid

XoL, = C; (resp. XsC, -, Cé) le soit pour tout entier i,

Cela résulte de la construction explicite de 5; :* (ef, (2.3.109).

2 5 5 u £ ; :
Corollaire (3.1.7) Soit X —> Cg une augmentation pour que u soit de

G-l-descente cohomoleogique, il faut et il suffit que X

;X311 —=c¢ le soit.
'y
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3.2. Critdres de localisation

v A
Proposition (3.2.1) Sgit Y ——> CE une augmentation de G-l-descente cohomo-

fil
S

gique, il suffit qu'elle le devienne apres tous les changements de base Yn —= g

logique. Pour qu'une augmentation plate X ——E—a-c soit de (G-l-descente cohomolga

Au moyen des changements de base Yn —> 5 , on construit un objet
semi-simplicial double XX Y augmenté vers S ., D'aprés (3.1.4) et (3.1.5.1) 1le
morphisme canonique XY —> [EK]idx]] e@st une équivalence pour la G-l-descente
cohomologique : en vertu de (3.1.7), il suffit de montrer que 1'augmentation de
XxSY vers S est de G-l-descente cohomologique. Or ceci résulte du fait que le

morphisme canonique XY ——> [[Y]idY]] est une équivalence pour la @-l-descente

cohomologique : on utilise encore (3.1.4), (3.1.5.1) et (3.1.7).

(3.2.2) Ssoit

¥ = = ¥
(3:2.2.) €1 £
x! —2>R
g
un diagramme commutatif dans B et soit F un objet de Mod(ez,GSJ : il existe un

morphisme et un seul o(F) : g (£%(F)) —> £'*(g4(F)) tel que le diagramme

suivant (dans Mod(&o,@J), soit commutatif :

£*(F) > F
(3.2.2.2) g, (E¥(F))
gL (F)
£'#(gL(F))
130

132




LJ

- 48 -

si 1'on suppose maintenant que toutes les flaches de (3.2.2.1) sont plates,

on définit de la m8me manigére un morphisme, dit de changement de base

- + + +
(3.2.2.3) Ec ¢ Lg Bs ° Bgf¥ ——————> R £'* o L. &y

pé&finition (3.2.2.4) On dit que le diagramme (3.2.2.1) vérifie le théoréme du
-—-—’—-

changement de base relativement & G si £, g, £', g' sont des morphismes plats

est un isomorphisme.
et si &g p

M
(3.2.3) Soient h : 8§ —=>S' wun morphisme plat dans B , X — CE et
o
s 1

o
fonctoriel tel que le diagramme (dans Hom(A ,B))

]
x* ———=c deux augmentations plates., Scit £ : X —> X' un morphisme

X X!

(3.2.3.1) u u'

cg £ = cg‘

solt commutatif. (hc désigne le morphisme fonctoriel constant défini par h).
+ .
Soit K" un complexe de D (S') : le morphisme

Tk By o LT 8RR ——————— RT(h_sw), o LT (h_sw) (KD

induit, compte tenu des identités :
A T o~ T PR o +
R (hcau}* =R h*o=+‘1:* et %+<hc;u}* == & (u¥*). L'h,

un morphisme ché’h(K'), foncteriel en K° , tel que le diagramme suivant soit

Commutatif
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Chf:h(K')
LTh, = RS ul Linrww) N o L b (K")
ol SG % =g =G ¥
(3.2.3.2) - .
Lohy(a(k))
-+ .
Lohu(K™) .
Lemme (3.2.3.3) Supposons que, pour tout entier i s le diagramme
Ei
X. —= X!
i i
1
uy ug
8 . = A
e~ % A f,h
vérifie le théorgme du changement de base relativement &2 G . Alors chG est

un isomorphisme.

On peut calculer chf’h(K') de la mani&re suivante : on considare
(hcﬂu) 5 i il
1'augmentation X f X' —> CS' (cf. (3.1.1.2)) et l'on choisit

une résolution J° de K*((hcaus Fu'#*) (K') telle que, pour tout entier n

J" soit totalement acyclique objet par objet.

On obtient un gquasi-isomorphisme
8 : K+(I‘(f*))(r:(J'}) s ™)
et un morphisme
£ KTTMDe KNTEDIERI)) — K (D)) (r537)

qui admet la factorisation :
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K (T(u,)) (8)

a0
gF(r(h®) o K (T(ug)) (e2(37)) —2—>« (T, ) sKT(TCE#) ) (r*(3°)
_——= K (T, (e*()
# 1
: 2 . ” p -

et ch (K") s'obtient en prenant 1'image de t par le foncteur R -~

Or, la factorisation précédente montre que, t s'identifie "objet par
objet' aux morphismes de changmement de base relatifs aux diagrammes

il

i f
2 %y

s = 5
" S R ; . :
on en déduit, par suites spectrales, que chG (K') est un isomorphisme, ce qui

achéve la démonstration,

Ceci nous conduit 3 un second critére de localisation :

s

U soit une aupgmentation de G-l-descente cochomologique, il suffit qu'elle le

Proposition (3.2.4) Soit X ——= C& un objet de Homplat(ép,ﬂfs). Pour que

devienne apriés "suffisamment pour G" (¥) de changements de base plats

h: 8" —> 5 tels que les diagrammes cartésiens

X! X,
i i
v
s L s

Yérifient le théor2me du changement de base relativement 3 G

Lh L'expression "suffisamment pour G " signifie qu'il existe une famille
h
(Sa —&, S)aﬁﬁ de morphismes plats vérifiant les conditions précédentes et telle

que la famille de foncteurs (h t By = Bl ) soit conservative.
=213 5 S e Sy
o aEA
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La propesition (3.2.4) est évidente & partir de (3.2.3.3), compte tenu

du diagramme (3.2.3.2).

3.3. Propriétés des morphismes de descente cohomelogique

Dans ce numéro, nous supposons que 1'ensemble des morphismes plats
s PP P P

dans B est stable par changement de base.

Proposition (3.3.1) i = 1,2 .

a) [Tout morphisme plat qui possiéde une section est un morphisme de G-2-descente

cohomologique universelle.

b) Scient f : X —> S un morphisme plat, g : 8' —> S un morphisme de

G-i-descente cohomologique, X' = XXSS' s £' = E(S') : X' —> 8' . Pour que £

soit de G-i-descente cohomologique universelle, il faut et il suffit que £' le

soit

c) Si le composé de deux morphismes f : ¥ —> Y ;s B Y —>Z est de

G-i-descente cohomologique universelle, g est dé (G-i-descente cohomeologique

universelle.

d) Le composé de deux morphismes de G-i-descente cohomologique universelle

est un morphisme de G-i-descente cohomologique universelle.

e) Si f : X—>X' et g : Y—>7Y' sont deux S-morphismes de G-i-descente

cohomologique universelle , fxsg est de G-i-descente cohomobgique universelle.

£) Ssoit <uu.: Xu — Ya)aEA une famille de morphismes de G-i-descente
cohomologique. Alors llua I U 0 Xa — 1l Ya est un morphisme de G-i-descente
GEA acA

cohomologique.
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a) Au moyen d'une section s de £ on compare les objets semi-simpliciaux

mentés vers S : [xlfs] et Eslids} ; grace 2 (3.0.2.4) on cbtient une
alence pour la G-l-descente cohomologique.

' p) Résulte de (3.2.1).

¢) Résulte de a) et b).

d) Scient £ : X—>Y et g: ¥ —= 8 deux morphismes de G-l-descente

-cohamolcgique universelle. Posons h = gof et considérons le produit fibré :

]

X
gl g'
s

- X

. g' possdde une section s : X —>R tel que h'ec s = f . D'aprés c) h' est
" de G-1-descente universelle et il en est de méme de h d'aprés b).
e) Résulte formellement de b) et d).

£) Soit (Zk) une famille d'objets de B . Il résulte des hypothéses

AEA

(3.0.0) que 1'on dispose d'une équivalence canonique

o o
Mod(e , & —2 . T Vod(ED ., 6, )
% oM N . S
induisant une équivalence
G —=—= G, 2
11_21 X A
by

= De plus, si (Q?)l E

acyclique pour tout 3

Il de(e; ,Gz ) est totalement acyclique, Q. est totalement
by AT *

Scit maintenant F:u}t S 5 ﬁ___}'yl)}éﬁ une famille de morphismes de
A \ \

G"l-descente cohomologique : puisque les sommes directes dans B sont disjointes
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et universelles, on a pour tout n , une identification
400 x | My —= x| v3
) A A R Ao, A n
o du, % A
A B

qui est fonctorielle em n ., On déduit alors des remarques précédentes et du

calcul explicite de gg 8, (cf. (2.3)) que _¥L u, est un morphisme de G-l-descente
cohomologique : les détails sont laissés au lecteur. On laisse aussi & ce dermnier

le soin de vérifier que 4 ul reste de G-l-descente cohomologique apreés tout

PN
changement de base s'il en est de meme de ul pour tout 3} .

(3.3.2) si l'on associe 2 chaque objet X de B 1'ensemble des familles de
morphismes (Xa — X)U.Eﬁ telles que .!-a.!..xa —> X soit un morphisme de
G-i-descente cohomologique universelle on définit, en vertu de (3.3.1), une

prétopologie sur B .,

La topclogie engendrée par cette prétopologie s'appelle la topologie de

la G-i-descente cohomologique, Il résulte de[(3.3.1)-c)] que les morphismes
couvrants pour cette topologie sont exactement les morphismes de G-i-descente
cohomologique universelle. Notons enfin que la topologie de la G-2-descente

cohomologique est moins fine que la topologie de la G -descente [c£.[4] (6.23)].

Théorgme (3.3.3) On suppose que toutes les fladches de B sont plates, Soit S

un objet de B : tout hyperrecouvrement de S , pour la topologie de la G-l-descente

cohomologique, dont tous les objets sont représentables (cf. V appendice) définit

une augmentation de G-l-descente cohomologique universelle,

La démonstration se fait en deux étapes : précisons que tous les

cosquelettes seront calculés dans la catégorie B/S . '
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Lemme 5330300 Scit X un objet de Hom(&D,B!S) pour que X soit de l-descente
—_—

M (resp. universelle), il suffit que coskn(}(] le soit pour tout n

assez grand.

Soit en effet o : X —> coskn(}() le morphisme canconique : on vérifie
glors que si K est un complexe de D_g (8) tel que HI(K") = 0 pour j <N,

a 5
Hi{ﬁGn) est un isomorphisme pour 1 < N+n , d'oli 1l'assertion.

Lemme (3.3.3.2) Scient n un entier 20, X et X' deux cbjets simpliciaux

de B/S . Seit f : X —= X' un morphisme. On suppose gue

(1) W=——> coskn (X) est un isomorphisme.

+1

(ii) X' —> ccskn_l_l(x') est un isomorphisme,

(iii) fi % x{ —_— Ki est un isomorphisme pour i = n.

(iv) fn+1 est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle,

Alors si X est de G-l-descente cohomologique universelle, il en est

de m&me de X' .

I1 est clair que (3.3.3.1) et (3.3.3.2) démontrent le théorzme (3,3.3)

par récurrence,

Lemme (3.3.3.3) Sous les hypothéses de(3.3.3.2), les morphismes fp sont tous

de G-l-descente cohomologique universelle

C'est trivial pour p < n+l . Pour p > n+l, X (resp. X;) peut

s'écrire comme im X (resp. lim X') . Or pour toute fléche
'lfl-' q - <+ 9 e
n+1lp] n+1[p]

L i—= 13 de st on a un diagramme commutatif & lignes exactes
n+1lp]
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rEob( A o = ¥!
n+l|p | J

a £

2 i

A
KL =2 I Xz —= K)_
ob( 1':1+ 3 — Xj =
n+l[p]
dont le carré de gauche est cartésien (ou bien i = n+l = j et ©=1id , ou bien

i <ntl et Ei est un isomorphisme). Utilisant alors (3.3.1) on voit que a
est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle. On achdve la démonstration
en remarquant que f s'identifie au morphisme canonique 1 K' —E~E£—> n @K .
P * e z "

soit [X'/X]P 1le produit fibré itéré {(p+l)-uple de X' au-dessus de X,
Grace a(3.3.3.3), il suffit de vérifier(3.3.3.2) aprgs un changement de base
{x'fx]p —> X . Aprés un tel changement de base, les hypoth&ses de(3.3.3.2) sont
encore vérifiées, et de plus fn+1 admet une section. On peut alors appliquer

(3.0.2.4) pour achever la démonstration,

En ce qui concerne la descente effective, on a

Proposition (3.3.4) Soit X : &F —=> B/S un foncteur. On suppose que XO —> 5

o " s :
est un morphisme de G -2-descente universelle ainsi que les morphismes

n+l

X —> (cosk (X)) ., pour n =0,1 . Alors le foncteur X est G°-2-fiddle

et le reste aprés tout changement de base (autrement dit X définit une augmen££E$25

de descente effective universelle au sens de (2.4.11)).

D'apreés [4] (7.12), il suffit de voir que 1;(x) est G°-2-fidele et

on utilise pour ce faire les lemmes suivants :
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Lemme (3.3.4.1) Soient X et X' deux foncteurs t° —= B/S et un diagramme
Lemme S &% un clapramme

commutatif :
--—'_'_'_'_-“

X

—
2 X b4

—
1 — o

> S

0

tel que k soit un morphisme de GO-O—descente. Alors si X est 60—2—fidéle, il

en est de méme de X' .,

Evident,

Lemme (3.3.4.2) Soient X et X' deux foncteurs &P —= B/S et un diagramme

2
commutatif
- aﬂ
— L]
x! *‘T——' x! —.—a'__; X' S
—_— > — _—
—— -—"——ET————i
Evs >
f £
2 1
——m
—_—
B —
Xz el ———— XI - — XO —1 s
L — -_—
—

tel que fI soit de G°-l-descente et f2 de GO-O—descente. On suppose de plus

que xé —_— (cosk)lix'))z . Alors si X .est G°-2-fidéle, il en est de méme

de X'

Soient X! = X! x Xi X' —= X' les

deux projections.

Gra3ce & la définition d'un cosquelette, on définit une flache

g X' —= X! telle que

1 2
ao o g = BD
3, s p = ﬁl
52 e o= Co 51 ib =g, 51 j% ;

Soit maintenant une donnée de descente sur X' d'oft un objet sur X
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deux objets sur Kl s un isomorphisme entre eux sur X! . Grace 3 £ , on wvoit Gue
1

les deux images réciproques de ces isomorphismes sur X{ sont égales. Puisque
f est de l-descente, on attrape un isomorphisme entre les deux objets sur X

cet isomorphisme est une donnée de descente (gr2ce au fait que Xé —K est de

2

O-descente), et on a gagné.

Corollaire (3.3.5) On suppose gue toutes les fléches de B sont plates : tout

hyperrecouvrement de S , pour la topologie de la G-2-descente cohomologique,

dont les objets sont représentables, définit une augmentation de G-2-descente

cohomologique universelle.

4, Exemples

(4.1) Faisceaux de groupes abéliens sur les espaces topologiques

(4.1.0) Dans ce numéro Top désigne la catégorie des espaces topologiques
[éléments de 1'univers fixé U ] : on définit une catégorie & bifibrée en
duaux de tepos au-dessus de Top en prenant pour objets les couples (X,F), ob
X est un espace topologique et F wun faisceau d'ensembles sur X , et pour
morphismes les couples (£f,p) : (X,F) —> Y,H) ot f : X —> Y est une applica-
tion continue et ¢ : H —> f,(F) un morphisme de faisceaux, On prend pour &
la section de £&° au-dessus de Top0 qui associe & chaque espace topologique le
faisceau constant Z, : on posera G = Eggﬁﬁo,ﬁ) de sorte que, pour tout espace

topologique X , Gy s'identifie 2 la catégorie des faisceaux de groupes ab&liens

sur X .,

Rappelons qu'un morphisme £ : X —» Y est séparé si la diagonale de
KXYK est fermée. Un morphisme propre est un morphisme séparé et universellement
fermé (prendre garde que cette définition est plus restrictive gque celle de

Bourbaki).
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La démonstration du "théor2me de changement de base'" ci-dessous est

inspirée de([5] II(4.11.1).

Théorzme(4.1.1) Soient £ : X —> Y un morphisme propre, F un faisceau
—_— = —_—

gbélien sur X et un diagramme cartésien

X! 2 - X

¥! = Y ;

Alors, l'application canonique (XII 4.2) ou (3.2.2.3)

S’*Rl E*F % Ri E‘T# g " H*p

est un isomorphisme.

Ce théoréme équivaut au corollaire suivant (le corollaire s'obtient
en faisant Y' = (Point) ; le théoreme s'obtient en appliquant le corollaire

a fet f£') .

Corollaire(4.1.2) Soient £ : X —= Y un morphisme propre, F un faisceau

abélien sur X et vy € Y . L'application canonigque

L), »

(RY£,F) ————= u'(s”
¥
est bijective.

Par définition, pour U parcourant les voisinages de Y , on a

(R's,F). = 1im wieTHw), B .
¥ —
Puisque f est fermé, les fﬁl(u) forment un systéme fondamental de voisinages

&5 E_I(y) et(4.1.3) résulte du lemme suivant.
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Lemme (4.1.3) Soient X un espace topologique, K < X et F un faisceau abéliep

sur X . On suppose que K est compact et que deux points distincts quelconques

de K ont, dans X , des voisinages disjoints. Alors, pour U parcourant les

voisinages de K , on a

(4.1.3.1) 1lim WU, F) == wul(x,F)
—

Nous traiterons d'abord le cas i = 0 . Dans ce cas, il est clair gque

(4.1.3.1) est injectif, Pour la surjectivité, nous utiliserons

Lemme (4.1.4) Sous les hypothises de (4.1.3), si A et B sont deux fermés de

K et W un voisinage de A M B dans X , il existe des voisinages U et Vv

de A et B dams X tels que UNVCSW

Nous traiterons d'abord le cas ot A est réduit 3 un point a ., L'asser-

tion est triviale si a € B (prendre U =W), Si a € B il existe pour chaque

b € B des voisinages ouverts disjoints U, et Ub de a et b dans X ., On
prend pour V une réunion finie de Vb qui comme B , et pour U 1'intersection
des Ub correspondants,

Dans le cas général, pour chaque a € A , il existe des voisinages ouverts

Ua et Va de a et B dans X avec Ua N va CW . On prend pour U une

réunion finie des Ua » qui couvre A , et pour V 1l'intersection correspondante

des V_ .
a

Revenons & (4.1.3). Si s € HOCK,F}, il existe un recouvrement ouvert

U; de K dans X et des s, € Ho(Ui,F) tels que s, =s sur U, NK. On

peut supposer les U, en nombre fini. Seit (Ki) un recouvrement fermé de K ,

avec K. Cc KN U; . Soit W l'ouvert de U, NU, ot s, =5, ; on a
i * ¥ B 4 B J

K, n Kj C.Wij. Appliquons (4.1.4) & tous les couples (Ki, Kj) et aux W,_: on

trouve des ouverts V., avec K, C V., C U, et V..NV,.cW < 'Soit
ij i ij i ij ji ij
u! =N V,.:ena K.cCcU,cU , et s, ==s sur U!' MU' ., Les s. se
1 E 1 L 1

3 ij i i x| J
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recollent donc sur le voisinage de K réunion des Ui ,» et (4.1.3.1) est surjectif

(donc bijectif) pour i =0 .

Lemme (4.1.5) Si F est flasque, le faisceau F|K sur K est mou.
Lemme —_— _—

Soit AC K un fermé dans K . Toute section de F sur A se prolonge
a un voisinage, d'aprés ce qui précéde. Puisque F est flasque, elle se prolonge

a X , et a fortiori & K .

Prouvons (4.1.3). Soit F¥ une résolution flasque de F . COn a
i . ; S 1 L R
1im B (U,F) = lig H(T(U,F%) = 0 Llip T(U,F%) = B T(K,F*)
4.1.3(i=0)
) = B (X,F) .
(4.1.5)

Corcllaire (4.,1.6) Soit £ : X —> Y un morphisme propre et surjectif d'espaces

1 topologiques. Alors, f est de G-l-descente cohomologique.

Résulte de (4.1.2) et (3.2.4).

Corollaire (4.1.7) Soit u = (Ui}iel un _recocuvrement fermé localement fini d'un
) espace topologique X . Alors le morphisme canonigque £ : {Ei Ui —=> X est un

morphisme de G-l-descente cohomologique.

En effet f est propre et surjectif. En appligquant (2.5.6), on retrouve

la suite spectrale de [[5]. IT (5.2.4)7] (cf. 1l'introduction).

Proposition (4.1.8) Soit f : ¥ —= Y unhomSmorphisme local surjectif d'espace

topologique. Alors f est un morphisme de G-l-descente cohomologique universelle.

Par localisation sur Y (cf. (2.2.4), on est ramené au cas oi f posside

Une section.
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Corellaire (4.1.9) Scoit Yy = (Ui)iEI un_recouvrement ouvert d'un espace tGpUIOgigue
X . Alors le morphisme canonique f : fgi Ui —= X est un morphisme de G-l-descente

cohomologique universelle,

La suite spectrale de descente donne alers [[5] II (5.4.1)] (cf. 1'Intra-

duction).

Remarque (4.1.10) Les démonstrations de (VITII. 9) montrent que 1'on peut remplacer

"l-descente cohomologique" par "2-descente cohomologique'" dans tous les &noncés

qui précédent.

(4.2) Modules guasi-cohérents sur les schémas

(4.2.0) Soit (Sch)s la catégorie dont les objets sont les schémas &léments de U
et les fléches les morphismes quasi-compacts et quasi-séparés : on définit une
catégorie £ bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch)s en prenant pour objets
les couples (X,F) ot X est un schéma et F un faisceau sur X (pour la topologie
de Zariski), et pour morphismes les couples (f,p) : (X,F) —=> (¥,G) , of

£+ X —>Y est une application continue et o : G —> f4(F) un morphisme de
faisceaux. On prend pour ® 1la section de £° au-dessus de (Sch): qui associe

& tout schéma son faisceau structural ; on prend pour G la sous-catégorie de
Egé(&o,@) telle que pour tout schéma X , G, soit la catégorie des modules

X

quasi-cohérents sur X ,

Proposition (4.2.1) Tout morphisme £ : X —> Y fidélement plat quasi-compact et

guasi-séparé est un morphisme de G-2-descente cohomologique universelle.

D'apreés [S.G.A I (VITI5.2)], £ est un morphisme de G°-descente effective.

En vertu de [E.G.A IV (1.7.21)], on peut appliquer (3.2.4) au carré cartésien
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Hy

(4.3) Faisceaux étales sur les schémas

(4.3.0) Soit (8ch) 1la catégorie de tous les schémas appartenant & U : on
définit donc une catégorie € bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch) en
prenant pour objets les couples (X,3), ot X est un schéma et F un faisceau
étale sur X , et pour morphismes les couples (£,0) : (X,3) ————>—(Y,Q), ot
f: X—>Y est un morphisme de schémas et ¢ : G —=> £,(F est un morphisme de
faisceaux.

Soit n wun entier =2 0 : on désigne par Sn la section de €% au-dessus
de (Sech)® qui associe 2 tout schéma X 1le faisceau constant (Z /nZ }}{ . On posera

Bl - ﬂgﬂ(ﬁp,@n) de sorte que, pour tout schéma X , an s'identifie & la catégorie
des faisceaux de Z /nZ -modules sur X .

(4.3.1) Soit maintenant (Sch)5 la sous-catégorie de (Sch) dont les objets sont
les schémas éléments de U et dont les fléches sont les morphismes gquasi-compacts
et quasi-séparés. On désigne par 85 la catégorie bifibrée en duaux de topos
au-dessus de (Sch)s déduite de € par le changement de base fSch)s —= (Sch) ;

on désigne encore par G, la restriction de & & (Sch)_. Seoit GC Nod(f',:,Gao)
la sous-catégorie fibrée et cofibrée de Nod(ﬂz,@oj telle que pour tout schéma X ,

Gx soit la catégorie des faisceaux abéliens de torsion sur X : le lecteur notera

que la condition (2.4.1.1) est vérifiée.

Proposition (4.3.2) Seit £ : X —= Y un morphisme propre surjectif., Alors f est

un morphisme de FH—E-descente cohomologique universelle pour n 2 1 . Considéré
S Ten Pl Ome - G =OHSITEYE
Comme morphisme de (S8ch) , f est un morphisme de G-2-descente cohomologique

>

universelle.
e L
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D'aprés (VIII. (9.4)) £ est un morphisme de F° -descente effective et

d'aprés (XII. (5.1)), on peut appliquer (3.2.4) au diagramme cartésien :

XXYX > X

Proposition (4.3.3) Scit f : X —= Y un morphisme surjectif de schémas. On

suppose que 1'une des hypothéses suivantes est vérifide

a) f est entier.

b) Y est localement noethérien, f est universellement ouvert et

localement de présentation finie,

c) f est plat et localement de présentation finie.

Alors f est un morphisme de Fn—z-descente cohomologique, pour tout n = O .

a) On recopie la démonstration de (4,3.2) en remplagant (XII. (5.1))
par (VIII. (5.6)).

b) La question &tant locale sur Y s On peut supposer que Y est
noethérien. On applique (E.G.A. IV. (14.5.10)). Par (3.3.1) et a) on se raméne
au cas ol tout point y de Y posséde un voisinage U tel que EHICU) —>U
posséde une section et on gagne par (3.2.4),

c) Il s'agit de montrer que f est un morphisme de F-l-descente

cohomologique (on sait par (VIII. (9.4)) que £ est un morphisme de F° -descente

effective).

Par localisatiom sur Y (cf. (3.2.4)), on peut supposer que Y est
affine d'anneau A. On peut alors écrire Spec A = lim Spec 4; , ot I est un
ier
ensemble ordonné filtrant et Ai un anneau noethérien pour tout i , avec

X =1lim Ki s+ ot, pour tout i, Xi est un schéma plat et localement de présentation

finie sur Spec A; tel que fi : Xi —> Spec ﬁi soit surjectif ; de plus, les

diagrammes
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sont cartésiens.

Soit & wun faisceau abélien sur Y : ona & = l%m uf ui*(3) de sorte
1
que, par un passage & la limite standard, on est ramené au cas ol JF provient

d'un faisceau sur Spec A pour un certain i , et b) permet de conclure.

i
Remarque (4.3.4) Si f : X —= Y est entier, on a qu* =0 pour g >0 . On en
conclut facilement qu'il n'est pas nécessaire de se limiter aux complexes bornés

inférieurement pour faire de la descente au moyen de £ .

u
Corollaire (4.3.5) Soit (Xa —_— x}aEA une famille couvrante pour la topologie
étale. Alors a%% Xa ——= X est un morphisme de Fn—2—de5cente cohomologique
universelle pour tout n =2 0 .,
En effet, il existe une factorisation
41 X
aca <
h
X X
l °d h est un morphisme étale surjectif.
’
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5. Applications

(5.1) Construction d'objets simpliciaux

(5.1.0) Jusqu'au numéro (5.1.3) compris, H est une catégorie ol les limites
projectives finies non vides existent et ol les sommes finies existent, sont

disjointes et universelles, Si X : r’Ao —> H est un objet simplicial de H ,

k
nous noterons d, : X, —>

k -
. -1 =
i K X4 (resp. s; ¢ X, —> X 1} pour i € [k] et

(=

0 = k 1les fliéches correspondantes aux opérateurs "faces" 3, : [k-1] —= [k]

ko

(resp, aux opérateurs de dégénérescence ci : [k] — [k+1 ] (ef. [3] 11 2).

Définition (5.1.1) Un objet simplicial X : A° —= 1§ de H est g-scindé s'il

existe une famille de sous-objets ij des X. (j 2 0) telle que les morphismes

h|
h, A NK, ———= X,
Y Hom([i],[5D) J =
& oo
j=1i

soient des isomorphismes.

De m&me, un objet simplicial k-tronqué X : AE —= H est Cg-scindé

s'il existe des NXJ. (0 = j s k) wvérifiant la condition précédente pour i < k

Les NX__.' sont uniquement déterminés par X . En effet, si X est

g-scindé, les opérateurs de dégénérescence s}éﬁl % xk_l — Xk sont des isomor-
phismes de X, , avec des facteurs directs de X, o, et
NX = N (complément de sk(}( »
k 4" k-1 "
L
Pour k=0, NX =X .

(5.1.2) Pour X un objet simplicial (n+l)-tronqué o-scindé de H , nous désigne-

rons par & (X) le triple consistant en

a) la restriction i;‘(x} de X a ﬁz :
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b) an-i—l =

e) 1'application évidente de an-i-l dans (cosqn (X))n+1

Ce triple (Y, N, 8) wvérifie la condition suivante

(#) Y est un objet simplicial n-tronqué g-scindé de H , et B est une appli-

cation de N dans (cosq Y)n

+1

Proposition (5.1.3) Soit (Y, N, B) un triple vérifiant (%) ci-dessus,.

(1) A isomorphisme unique prés, il existe un et un seul X : ,ﬁo

n+1 a

g-scindé, avec c:.n(x} == (¥, N, B),

(1i) Il revient au m&me de se donner un morphisme £ de X dans un objet

gimplicial trongué Z : QE_H_ —== H , ou de se donner

a) un morphisme f' : ¥ —> 1'.:' LZ) =

b) un morphisme f£" : N —> Zn-l—l tel que le diagramme

N (cosqn'f)nél
fll f'
zn—i—l > (cosq n Z}nJ.l
Soit commutatif.
Construisons X .
On pose : Y' = (cosk ¥Y) et on note: d'"Tl ¢ oy —= ¥
n n ‘n+l i n+l n

(resp. S"; P Y, > Y;l,l) les opérateurs de face (resp. de degénérescence)

obtenu par fonctorialité.

+ On pose ¥ = N1LC _]_l_ MY, et soit o : ¥ ——! la
4 = £ 3
n+l HDmL {[n'.'l],[‘tvl o n+1 n+1l
£=n

fléche dont les composantes sont g et les fladches M YJ —— YJ _H}Yr;" pour

tout épimorphisme [n+l] —= [4] ave¢ 4 = n
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S L.

+ Solt sy 3 ¥ == A1 NY, —> X
Homb_(i._“]}i‘{l.])

L'=n

n+1

la fléche induite par s; ,» de sorte gque

(1) o SET T

On pose

(zz) o u geufl
1 L

Pt
L .

+ Pour montrer que l'on définit ainsi un objet de Hom(a® JHY, il suffit, d'apras

n+l
[[3]. 11(2.4)] de vérifier les formules
n .n+l n n+l z .
a) di'dj = dj_l.di i< j
n n-1 _ n n-1 .
b) S5+5; = S48 i =
n-1 n . .
J"l-di ]_{_J
n+l n . . .
c) d .5, = id i =3 ou i= j+l
1 )
n-1 n 5
sj 'di-l i > j+l '

Les formules a) et c) sont évidentes en vertu de (I) et (II), car

on sait que a) et c) sont vérifiées si 1l'on remplace d2+l par d'“zl et s?

ar s'D
o i
La formule b) est vérifiée par construction.
On laisse au lecteur le soin de vérifier que l'objet X obtenu
vérifie 5,1.3.
+ On prendra garde que le foncteur construit dans la démonstration de 5.1.3, de

la catégorie des triples wérifiant (5.1.2) (%) dans les objets simpliciaux

n+l-tronqués, est fidéle mais non pleinement fidéle.

La proposition 35.1,3 fournit un procédé trés commode pour construire
par induction des objets simpliciaux de H ., Dans la fin de ce numéro, nous

formalisons cette remarque sous la forme qui sera utilisé& en 5.2 et 5.3.
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(5.1.4) Soient E —T > B un foncteur tel que pour tout cbjet b de B , la

catégorie fibre Eb soit non vide et vérifie les conditions de (5.1.0).
Soit Q wune propriété d'un objet de E , stable par isomorphisme :
on suppose que les conditions suivantes sont réalisées :

a) Pour tout objet b de B il existe un objet x de E, wvérifiant Q.

b) Pour tout objet b de B et tout couple (x,y) d'objets de E

b

vérifiant Q , il existe un objet z de E vérifiant Q et des morphismes
—

g—>x, z —=7Y dans Eb

¢) Pour tout morphisme b' —E—i b de B et tout objet x de E

b

vérifiant Q , il existe un objet =x=' de E vérifiant Q et un morphisme

une fléche y —> x dans E vérifiant P

— b »

x! —> = au-dessus de ¢

Soit d'autre part P une propriété d'une fléche de E au-dessus
d'une identité stable par isomorphisme : on suppose que les conditions suivantes

sont réalisées :

d) Pour tout cbjet b de B et tout objet x de Eb il existe

5 -
e) Pour tout objet G de B , tout diagramme dans Eb de la forme
3
u %

v
s s f
o8 f et g wvérifient P , peut se compléter en un diagramme commutatif dans Eb
3
u ®
/ h /
W — Z
o ¥
B8
151

153



- B4 -

ol h wvérifie P .

t
£) Pour tout morphisme b' —=. b de B et tout morphisme x _E‘—t-y

de Eh vérifiant P , il existe un morphisme x' —h—i——? y' de Eb' vérifiant p
£ yeririant ge yeriiiant
et un diagramme commutatif
= = -x
£1 J £
¥ > ¥
B

et a et B sont des morphismes au-dessus de ¢t

Définition (5.1.5) Avec les notations de (5.1.4), nous dirons qu'un objetr X

de Hom(A%,E) wvérifie la condition (APQ) si les conditions suivantes sont remplies

(1) L'image de TmeX est 1'objet simplicial constant défini par un objet ¢ de B,

(ii) En tant qu'objet de Hom(&.o,Eb), X est O-scindé.

{iif) X, vérifie la condition Q .

(iv) Pour tout entier n , la fladche N Xn+1 s Ccosqn X)n+1 vérifie la

condition P

(5.1.6) On désigne par E(APQ) la sous-catégorie de ﬂgﬂ(&o,E) dont les objets
sont les objets simpliciaux vérifiant (APQ) et dont les morphismes Eont les morphis-_
mes X %> Y de Egg(&D,EJ tels que ﬂ(un) : ﬂ(xn) —> ¥ ) soit le m2me
morphisme de B pour tout n , Il existe alors un foncteur canonique

™ E(APQ) —=B .
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25222535225 (5.1.7) Le foncteur T est surjectif. De plus, pour tout objet b de

tout couple (X,Y) d'objets de E , il existe un diagramme
g et tout coup_g& S objels o (APQ),b S

Z

& N

dans Ecppoy,p -

La démonstration est triviale & partir de (5.1.3), en vertu des hypothéses

faites en (5.1.4).

Proposition (5.1.8) Soient C une catégorie et F un foncteur —=C 3

EarQ)

on introduit les conditions suivantes pour F :

(i) Pour tout objet b de B , la restriction de F a E(APQ),b se factorise

(#)

2 travers la catégorie grossiére définie par les objets de

E(aPQ),b

(ii) Pour tout morphisme t : b' —>b de B et tout couple (X' —> X, Y' —>Y¥)

de morphismes au-dessus de t , le diagramme suivant est commutatif :

F(X') F(X)
a a
F(Y') > F(Y)
o a et o' sont les fldches déterminées par la conditiom (i).
Alors, le foncteur G —> Gom induit une équivalence entre la catégorie

Hom(B,C) et la sous-catégorie pleine de Hom(E ) définie par les foncteurs

(APQ)'C

vérifiant les conditions (i) et {(ii).

(*) Une catégorie est dirte grossiére si pour tout couple (x,y) d'objets, Hom(x,y)

est réduit & un élément et un seul.
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Les détails de la démonstration sont laissés au lecteur. Indiquons
simplement la maniére dont on procéde pour montrer que le foncteur précédent est
essentiellement surjectif ,

Soit F : E{aPQ) —> C un foncteur vérifiant les conditions (i) et (i) ,
pour tout objet b de B , on choisit un objet X de E(APQ),b et on pose

F(b) = F(X) ; on vérifie alors que F(b) wvarie fonctoriellement avec b

(5.2) Cohomologie singuliére d'un schéma de type fini sur un corps de caracté&-

ristique nulle

Dans ce numéro, k désignera un corps de caractéristique nulle.

(5.2.0) Nous désignerons par Schf/k (resp. Ann) la catégorie des schémas

localement de type fini sur k (resp. des espaces analytiques complexes). Tous

les objets simpliciaux de Schf/k (resp. Ann) seront considérés comme objets
simpliciaux de Top grace au foncteur canonique Sch./k —> Top (resp. Ann —> Top).
Nous conservons les données de (4.1.0) relatives & la descente cohomologique.

Suivant les notations usuelles, nous noterons § —= g2P le foncteur

canonique Schffc —> Ann défini dans G,A.G.A.

(5.2.1) Soit X un objet simplicial de Sch/k (resp. Ann) : les compatibilités

usuelles pour la construction du complexe de De Rham d'un morphisme de schéma

Zar,
Ik

ar,
4’3 )

(resp. d'espaces analytiques) permettent de construire un complexe
. + Ec: + Z

i #*
(resp. GX!C) de D (I(X),Z) tel que pour tout entier L R ei(i'lx

g . » Zar, -
(resp. R ei(nxft)) soit le complexe De Rham Qxilk(resp. ﬂxifc) .

Soit X — Cg un objet simplicial de Schffk (resp. Ann) muni
' ¥ Zar. . .
d'une augmentation. On dé&finit Hoe (u) (resp. HDR(u) et H'{u,C)) comme
Zar.

étant les groupes d'hypercohomologie du complexe §+E;(Qx}k ) (resp. §+:;(ﬁif¢)

et Riuule)).
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(5_2.2) si X —t Cé est un objet semi simplicial de Schfft , on dispose de

trois morphismes canoniques :

Zar. a - an
D

e g B oy H]')R(u“)

(8", ¢) —Ls 7 (0™, @)

proposition (5.2.3) Supposons, avec les notations de (5.2.2) gque X soit lisse
an

pour tout n : alors «a et f sont des isomorphismes. Si de plus X2 —5———a-c:an
est un hyperrecouvrement de g% pour la topologie de la l-descente cohomologique

universelle, vy est un isomorphisme.

Le fait que ¢« soit un isomorphisme résulte de [[6]. Th., 1']. Il résulte

du lemme de Poincaré que g est un isomorphisme. La derni&re partie de la proposi-

tion résulte de (3.3.3).

(5.2.4) MNous allons maintenant appliquer (5.1.4) au cas ot B = Schffk et ot E
est la catégorie au-dessus de B telle que pour tout schéma § , la catégorie
fibre Es soit la catégorie des schémas de Schf/k au~dessus de § , les fléches
au-dessus d'une flédche de B &tant évidentes. Nous dirons qu'un morphisme

h: X—=Y au-dessus de S5 vérifie la propriété P si X est lisse sur k et

gl h est composé d'un nombre fini de morphismes vérifiant 1'un des conditions

suivantes :

‘ (i) etre somme d'une famille de morphismes étales et surjectifs

(ii) etre somme d'une famille de morphismes propres et surjectifs.

Nous dirons qu'un schéma X de ES vérifie la propriété Q si le morphisme

Structural X —= § vérifie la propriété P

On laisse au lecteur le soin de vérifier, via la résolution des singula-

rités, que toutes les conditions de (5.1.4) sont vérifiées,

1 155

157




Zar.cu}

dons C
La donnée des groupes HDR

définit un foncteur contravariant de 1la
Zar .,

t i d i 3
catégorie E(ﬁPQ) ans la catégorie des groupes abéliens gradués, noté HDR .

Proposition (5.2.5) Le foncteur H;:r‘ vérifie les conditions de (5.1.8).

Par le principe de Lefschetz,on est ramené au cas ou k = @ . Dans
B
ce cas, pour tout morphisme S' —= 8 et tout couple (u' —>u , v' —>v)

de morphismes au-dessus de ¢t , on dispose d'un diagramme commutatif :

Zar, . 4 Zar,

Hpoe (u') —> H o (u)
Y_%B_%n Y_%E-%a
L N B (2R, g) v

H (', @) > 1 (537, @)
4 b
v igla vigla
Zar. . Zar,
Hop (v') Hoo (v)

ce qui achéve la démonstration.

Définition (5.2.6) Le foncteur contravariant défini par (5.1.8) 2 partir de Hg;r.

sera noté H (#,k) . Pour tout schéma S localement de type fini sur k , le

groupe abélien gradué H'(S,k) s'appellera la cohomologie singuligre de § .

(5.2.7) ©Nous allons terminer ce numéro par une illustration des principes généraux
qui y ont €té introduits., Rappelons tout d'abord que si 8§ est un espace analytique

complexe, la cohomologie de De Rham de S , notée Hﬁ (S) est par définition

R

1'hypercohomologie du complexe de De Rham néf& .
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proposition (5.2.8) (Blum-Herrera), Soit S un schéma localement de type fini sur

¢, la fléche cancnique

H’ (San, c) —mMmmM> %R(san)

Eosséde une rétraction (dans la catégorie des groupes abéliens gradués) fonctorielle

I8
wn

En vertu de (5.1.8) il suffit de considérer le morphisme

H (+,€)° B —*———9CH5RQE obtenu & partir du précédent par composition avec T

sw 2 u - a
En utilisant, pour toute augmentation X ——ﬁvcg , le morphisme canonique

b e -~ PR " o .
Lu (ﬂsfc) —_— Og/c 0 on définit un morphisme fonctoriel :HDR 1 ———b-HDR , de

gorte que le diagramme suivant scoit commutatif :

HDR

e T

gov |

H'Ca,8) o

ce qui fournit la rétraction cherchée.

Remarque (5.2.9) L'énoncé (5.2.8) reste valable pour tout espace analytique, dés

que 1'on dispose de la résolution des singularités dans le cadre analytique.

(5.3) Théories de Hodge mixtes

Nous donnons ici un résultat de nature technique qui joue un rdle

clef dans [2].

k est un corps de caractéristique nulle.

(5.3.1) Soit Schfsfk la catégorie des schémas séparés et de type fini sur k
- y —
on désigne par E ——> Schfsfk la catégorie au-dessus de Schfsfk définie de la

Lagon suiwvante

157

159




+ 8i S est un objet de Schfsfk , un objet de Eg est un triple (X,X,i) on X
est un schéma réduit projectif au-dessus de k , X un schéma propre au-dessus de
S et i : X —> X une immersion ouverte au-dessus de k telle gque i(X) soit

dense dans X .

+ Si t : 8" —> 5 est un morphisme de schémas, (X, X, i) un objet au-dessus
de § et (X', X', i') un objet au-dessus de S', un morphisme de (X, X, i)
dans (X', X', i') au-dessus de t est un couple (h, h) od h : X' —> X est
un morphisme au-dessus de k , et h: X' —>X un morphisme au-dessus de § ,

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

> i —>

-2
le———— x|
=

e

N.B. : on remarque qu'il résulte des hypoth&ses de propreté que Tl = L G A IR

Lemme (5.3.2) Pour tout objet S de Sch._/k , la catégorie Eg est non vide,

posséde des limites projectives non vides et des sommes directes finies qui sont

disjointes et universelles.

Le fait que la catégorie ES soit non vide résulte du lemme de Chow.

Nous n'indiquerons que la construction du produit direct de deux objets

(X, X, i) et (X', X', i') de B it

La fléche cancnique j : XKSX' ————9—?*#;' est une immersion et on
désigne par T le sous-schéma réduit de kaf' ayant pour espace sous-jacent

1'adhérence de 1'image de 3§ : (T , Xx.X'

s reid. jred) vérifie la propriété

universelle voulue.
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(5_3.3) Soit S wun objet de Schfsfk : nous dirons qu'un objet (X, %, i) de Es
vérifie la propriété Q si X est lisse sur k et si i(X) est le complémentaire
d'un diviseur & croisement normaux. Nous dirons qu'un morphisme

(h,h) : (X',x',i'") —= (X, X, i) vérifie la propriété P si h est surjectif

et si (X', X', i') vérifie la propriété Q .

propesition (5,3,4) Avec les notations de (5.3,3), toutes les conditions de (5.1.4)

sont vérifides.

Les conditions a) b) d) et ¢) se wérifient facilement en utilisant la
résolution des singularités. De plus c) est conséquence de £f) : il reste donc &

vérifier £).

11 s'agit de voir que tout diagramme commutatif

i

z £ Z
h h
L .
X X X
s = > 8 Kk

od (X, X, ix) et (Z, 2, iz} sont des objets de E avec h surjectif, peut

se compléter en un diagramme commutatif :
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\
h' Et 7‘2_‘
|
3 h' I
X h
X' X
s' = s
R
k

ot (X', X', ix.) et (z', 2", iz,) sont des objets de

On considére un diagramme

ES' s

T —
1T‘|
T

A —

v

ol @ est propre et | projectif : par changements de

base on en dé&duit un

diagramme
ZKST > Z
red
P\\\
zxkrred —> 2z
XX Tred » |
c\ 1 \
XXkTred —> X
T >g' —= 5
T > k

160
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avec h' surjectif,




= T8 =

ot p et 4q sont des immersions ; il suffit alors de remplacer 2Z X Tred et
X xk‘f g pour les images fermées de p et g pour avoir le diagramme voulu,
Te

ce qui ach&ve la démonstration de (5.3.4).
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0. Introduction
s JOLFQARCEION

Dans le présent exposé, nous &tudions deux genres de questions intimement
1iées.
Tout d'abord, nous faisons une étude systématique des conditions de fini-

tude pour les topos, en &tudiant successivement la notion de quasi-compacité, de

Sgggifségaration et de cohérence (= quasi-compacité + quasi-séparation), inspirée des
potions analogues bien connues en thé&orie des schémas, dans le cas d'un objer X

d'un topos et celui d'une fléche u : X — Y d'un topos (§ 1), puis pour le topos

E lui-méme (§ 2), enfin pour un morphisme de topos f : E —E' (§ 3). Le § &
gtudie ces notions dans le cas particulier d'un topos obtenu par le procédé de recol-
lement de deux topes (IV 9). Pour les paragraphes suivants, ce qu'il suffit essen-—

tiellement de retenir de ces développements un peu techniques, c'est la définition

d'un topos cohérent comme un topos €quivalent 3 un topos de la forme C~ , ol C est
un petit site dans lequel les limites projectives finies sont représentables et oi
toute famille couvrante admet une sous—famille couvrante finie ; et celle d'un mor-

phisme cohérent f : E —> E' de topos coh&rents comme &tant un morphisme qui peut

se décrire (3 &quivalence pré&s) comme un morphisme associé 3 un morphisme de sites
f:C—C'", oi C et C' sont comme ci-dessus, et ol le foncteur correspondant

£* : ' —= C est exact & gauche.

I1 est sans doute utile de noter qu'avee les notions de finitude utilisés
ici, et notamment celle de topos coh&rent, nous nous €leoignons résolument (et pour
la premigre fois) des espaces topologiques familiers aux analystes et aux '"topolo—
gues" (%). Ainsi le topos associ& (IV 2.1) 3 un espace topologique séparé X n'est
cohérent que si X est un ensemble fini ! C'est dire que le présent exposé est
entidrement orienté vers les types de topos provenant de la géométrie algébrique et
l'algébre. En fait, tous les topos utilisés jusqu'id présent dans ces disciplines
(sauf bien siir pour la géométrie algébrique par voie transcendante sur le corps des

tomplexes !) se trouvent etre localement cohérents.

En deuxiéme lieu; nous développons deux théorémes de passage 3 la limite

EEQHEEEEE pour la cohomologie des topos. L'un (5.2) nous dit que les foncteurs

-

(%) Les guillemets indiquent gu'il s'agit d'un "..." qui ignore la notion de teopos
(cf. IV 0.4 pour le sens du mot "topologie').
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i i I . : o
H (E,-) sur un topos cohérent commutent aux limites inductives de faisceaux abélimu
L'autre (8.7) dit essentiellement que si un topos X est représenté comme une limjeq

projective filtrante de topos cohérents Xi » avec des morphismes de transition

fij 2 Xj > X; cohérents, alors la cohomologie de X (& coefficients dans un
faisceau abélien quelconque) se calcule comme limite inductive des cohomologies des
Xi . Pour donner un sens précis 3 cet énoncé, il convient surtout de préciser 1la
notion de "limite projective de topos™, ce qui est fait dans les §§ 7.8. C'est 13
une notion géométrique fort utile, y compris sans doute dans d'autres contextes que
celui des limites projectives de schémas (qui avait servi de mod&le & M. ARTIN dans
sa définition initiale de cette motion). Nous montrons par exemple (B.4) comment on
peut unifier les diverses notions de "localisé en un point" (d'un espace noethérien,
d'un schéma pour sa topologie habituelle, voire pour sa topologie étale), en le défi=
nissant comme la limite projective des "voisinages'" de ce point, -en parfait accord
avec 1'idée intuitive de la notion de localisation en un point.

Les deux th@or&mes de passage 4 la limite seront réexplicités dans 1'exposé
suivant dans le cadre particulier de la cohomologie &tale des schémas (VII 3.3 et
5.7) ; dans ce cas, ils seront d'ailleurs constamment utilisés dans toute la suite de
ce Séminaire, et pratiquement partout oli on a travailléd jusqu'd présent avec la
cohomologie Etale. Le lecteur disposé 5 admettre ces deux théor&mes, dans le cas par-
ticulier ol ils sont &noncés dans 1'exposé VII, et int&ressé exclusivement par les
applications de 1la cohomologie &tale, peut donc omettre la lecture du présent exposé.

I1 est vrai que la notion d'objet constructible d'un topos (i.e. dont le morphisme

structural X — e dans l'objet final e est cohérent) jouera é&galement un rdle
important dans toute la suite du séminaires (alors qu'elle ne joue qu'un r3dle tras
secondaire dans le présent exposé&, ne serait-ce que parce que dans le cas d'un topo$d
cohérent, elle coincide avec la notion d'objet cohérent, qui a ici la vedette) . Mais
cette notion est développde dans 1'expos& IX, dans le cas particulier des Ffaisceaux
étales sur les schémas, d'une fagon indépendante de 1'&tude générale faite dans le
présent exposé, et elle présente d'ailleurs dans ce cas des phé&noménes spéciaux
fort utiles, qui ont servi de base 3 1'expos& qui en est fait dans IX (2 commencer

par la définition IX 2.3). La rédaction de IX &tant antérieure de cing années 3 la
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- & ] - 7 - . o - - [
présente rédaction de 1'exposé VI, et néanmoins fort utilisable pour 1'usager, nous

pous sommes bornés 3 la fin de 1l'exposé IX de prouver 1'équivalence de la notion de

constructibilité utilisée dans IX avec celle introduite ici.

1. Conditions de finitude pour les objets et fléches d'un topos.

Définition 1.1. Soit C un site. Un objet X de C est dit quasi-compact

si pour toute famille couvrante (Ki —~—9—X)i€1 » 11 existe une partie

finie J de l'ensemble d'indices I telle gue la sous—famille (xi ———}XJiE

I

soit encore couvrante,

Comme vn U-topos E est toujours considéré comme un site
(IV 1.1.1), la définition précédente s'appligue en particulier 2 un

objet de E . On se raméne d'ailleurs 2 ce cas, grace & la

Proposition 1.2, Soient C un U-site, € : C —> C~ le foncteur canonique,

X un objet de C. Alors X est un objet quasi-compact du site C si et

seulement si £(X) est un objet quasi-compact du topos &

Supposons que X soit quasi-compact, prouvons que e(X) 1'est,

Soit (Fi — E(X))ie une famille épimorphique. Prenons pour tout i € I

I

une famille épimorphique Q(Xij) "

(=%

€ Ji . Le composé E(Kij) —= e{X)
l s'identifie a un &lément Gij

général qu'il provient d'un morphisme X

de E{X]{Xij) ; on ne peut affirmer en

i3 —= X, mais par construction

du faisceau associé c(X), on sait que l'on peut trouver (pour i,j fixés)

une famille couvrante Yk — Xij telle que les éléments images de aij

dans les e(X)fYk) proviennent d'é&léments de K(Yk), i.e. de morphismes
¥, —> X. Donc quitte 2 raffiner la famille épimorphique a(xii) —= F,

L]

on peut supposer que lee composés e(xij3 —= e(X) proviennent de morphismes
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xij —> X . Pour i,j variables, la famille des e()(ij) —> e(X) est
épimorphique, donc (II 4.4) la famille des Xij —= X est couvrante,
Par hypoth&se sur X, elle admet une sous—famille couvrante finie, et
il résulte de nouveau de loc, cit, que les morphismes correspondants
s(xij) —= ¢(X) forment une famille épimorphique, Comme ceux-ci se
factorisent par un nombre fini des morphismes Fi — c(X), cette famills
finie est déja épimorphique. Cela prouve que £(X) est quasi-compact,

Le fait que e(X) quasi-compact implique X quasi-compact est
d'autre part trivial, grace a loe. ecit.

Le résultat précédent montre donc que la notion de quasi-compacité

dans les sites se raméne 3 la notion en question dans les topos.

une famille couwvrante

Proposition 1.3. Soient C un site, (Xi — x)iEI

finie, avec les Xi quasi-compacts. Alors X est quasi-compact,

Pour le voir, on peut Supposer grace 3 1.2 que C est un topos.
Soit (xi —> X) une famille couvrante i.e. épimorphique dans C, alors pour
tout i € I la famille déduite par le changement de base xi —= X est
épimorphique, denc (puisque Xi est quasi-compact) admet une sous-famille
épimorphique finie, correspondant 2 une partie finie Jic: J de 1'ensemble
d'indices J , Posant J' = kﬁ{ Ji , J' est une partie finie de J puisque
I est fini, et 1a famille (x; —— X)jGJ' est déja épimorphique puisqu'elle

l'est localement, cqfd,
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corollaire 1.4. Soit {Xi) une famille d'objets d'un topos E , et
—— Eom— —_—

i€l

soit X la somme. Pour que X soit quasi-compact, il faut et il suffit

que tous les Ki soient quasi-compacts, et que tous les xi sauf un

nombre fini soient isomorphes & "1l'objet vide" EE de E .

La suffisance résulte en effet aussitbt de 1.3 (car la somme
ne change pas quand on laisse tomber les sommandes vides). Pour la

nécessité on note qu'une sous-famille finie (Ki)i doit couvrir X ,

€J
:ir : . » - b = =
ce qui implique que pour i € I-J on a Xi Xixx e Kj o Kixxxj @
(IT 4.5.1) ; d'autre part, pour montrer ‘que tout Xi est quasi-compact,

on note que X ‘*—Ki.LLKi , et que toute famille couvrante Yj —_—> Ki de Xi

définit une famille couvrante Yj lLX% —> Xill-xi = X de X, qui admet
une sous-famille finie couvrante, ce qui implique évidemment que la
famille finie correspondante des ¥, —> Xi est aussi couvrante, ce

i

qui montre que X, est quasi-compact,

Remarque 1.5.1, Le fait pour un objet X d'un topos E d'8tre quasi-compact

ne dépend que du topos induit E et signifie que l'objet final de ce

IR
dernier est quasi-compact. De mEme, un objet X df'un site C est quasi-compact
si et seulement si 1Y'objet final du site induit C/x (IITI 5.1) est

quasi-~compact.

1.5.2. Soit X un objet d'un topos E. Pour que X soit guasi-compact, il

faut et il suffit que toute famille filtrante croissante (xi)iEI de sous=

objets de X couvrant X contienne un Xi €gal 4 X. Cette condition ne dépend
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donc que de 1l'ensemble ordonné des sous-objets de 1l'objet X {i.e. des

ouverts du topos induit E,_ ) .,

/X

1:5:3. Considérons une famille génératrice (Xi}iﬁl de E . Il résulte
alors des définitions et de 1.3 que : pour qu'un objet X de E soit
quasi-compact, il faut qu'il admette nne famille couvrante par un nombre
fini des Xi » L.e. que X soit isomorphe & un objet quotient d'une somme
finie d'objets de E, et cette condition est suffisante si les Xi sont
quasi-compacts, Notons d'autre part qu'avec 1'hypotheése faite sur E 3

on peut évidemment, quitte i remplacer la famille génératrice envisagée
par une sous-famille, supposer que I€U . Utilisant le fait que 1'ensemble
des quotients d'un objet de E est petit (I 7,5), on trouvel alors que

la sous~-catégorie pleine ch de E formée des objets quasi-compacts de E
est équivalente A& une catégorie € U , i.e. que le cardinal de 1l'ensemble

des classes d'isomorphie d'objets de ch est € U .

Exemples 1.6.1. Soit X un espace topologique., Un ouvert U de X est un
objet quasi~compact du site Ouv(X) des ouverts de X si et seulement si
U est un espace quasi-compact pour la topologie induite par X . Plus
généralement, un faisceau F sur X est un objet quasi-compact du topos
Top(X) si et seulement si 1'espace étalé X' sur X associé a F est
quasi-compact, (Cela résulte de 1'assertion précédente, de 1.5 et du

fait que Tcp(X)fF est équivalent & Top(X') (IV 5.7)).
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1.6.2. Considérons sur la catégorie (Sch) des schémas (£léments de u)

une des topologies Ti de [6 ] 6.3 (par exemple la topologie de

Zariski, ou la topolecgie étale, ou la topologie fppf, ou la topologie fpgc).
Pour qu'un schéma soit quasi-compact au sens de cette topologie, il faut

et il suffit que ce soit un schéma quasi-compact au sens habituel.

(Avec les notations de loc, cit,, on utilise seulement le fait que

toute famille € P' est finie.)

Définition 1.7. Scient E un topos, f: X —= Y une fli&che de E, On dit que

f est un morphisme quasi-compact si pour toute fladche V' —= Y, avec Y'

quasi~compact, 1l'obijet X‘=xxYY' est également quasi~compact. On dit que

f est quasi-séparé si le morphisme diagonal X —> XX X est quasi-compact.

On dit que f est cohérent si f est quasi-compact et quasi-séparé,

1.7.1. Explicitant la définition d'un morphisme f:X —= ¥ quasi-séparé,
on voit qulelle signifie 2aussi que pour toute double flache

8118y * X' ———=X "au-dessus de Y "i.e, telle que fg, = fg, , X'

quasicompact implique Ker(gl,gz) quasi-compact,

Proposition 1.8, Soit E un topos.,

Gi) Tout isomorphisme dans E est un morphisme cohérent, i.e. est

Juasi-compact et quasi-séparé, Le composé de deux morphismes quasi-compacts

(resp. quasi-séparés, resp. cohérents) est qussi-compact (resp. gquasi-séparé,

resp. cchérent).
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(1i) Scient f: X —> Y et g: Y' —> Y des morphismes dans E, et

£ a XV o= XXYY' —> déduit de f par le changement de base g . Si f

est quasi-compact (resp, quasi-séparé, resp, cohérent), il en est de

méme de f'.

(iii) Soient f: X —> ¥ et g: Y —> Z des morphismes dans E. Si gf

est quasi-séparé, f est quasi-séparé.

(iv) Soient f: X —> Y et g: Y —> Z des morphismes dans E, avec

g quasi-séparé, Si gf est quasi-compact (resp. cohérent), alors f est

quasi-compact (resp. cohérent).

Les démonstrations sont bien connues (Cf. EGA IV 1 ou EGA T
2&me édition). Les énoncés (i) et (ii) dans le cas "quasi~compact"

résultent trivialement des définitions ; dans le cas "quasi-séparé",

la stabilité par changementde base (ii) résulte zussitdt de la définition

et du cas précédent, de mPme que le fait que tout isomorphisme soit

quasi-séparé. La stabilité par composition X —= ¥ —= Z se voit 2 1'aide

du diagramme

X

sy l
(#) bz xxyx D ¢

= | e

szx —> szY

e
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2 carré cartésien, Par hypoth&se anz est quasi=Compact, donc aussi u
qui s'en déduit par changement de base, et ﬁle est quasi-compact,
donc aussi le composé u E’U‘z’ = ER!Z » Cela établit (i) et (ii), le cas
"cohérent' résultant de la conjonction des deux cas précédents. Pour
prouver le premier cas envisagé dans (iv), on consid2re le diagramme

suivant & carrés cartésiens

X af > 2
Al
( ; P, =4
T, = dd; £ pr !
(#3) X : x = Xx, ¥ k > Y
fxzidY
v ¥
B Sv/z - vay ‘
Par 1'hypoth&se g est guasi-sépars, LV}Z est quasi—compact, donc ?F est

quasi-compact par changement de base ; de méme par hyvpothése gf est
quasi-compact, donc PT, l'est aussi par changement de base ; par suite

£ = PT, rf €st quasi-compact comme composé de deux morphismes quasi-compacts.
Le cas respé de (iv) résulte aussit8t du cas précédent et de (iii), qu'il
reste A prouver maintenant., Pour ceci on reprend le diagramme (#), en

notant que 1'hypoth2se gf quasi-séparé signifie que axfz =u EK/Y est
quasi-compact, et que la conclusion £ quasi-séparé signifie que &XIY

est quasi-compact, ce qui résulte de (iv) une fois qu'on a prouvé que u
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est quasi-séparé. Or u est manifestement un monomorphisme, et on a

en effet le résultat trivial

Corcllaire 1.8.1, Tout monomorphisme est guasi-séparé,

En effet, si u: X —> Y est un monomorphisme, EXIY est un 1

isomorphisme donc est quasi-compact, cqfd.

Corollaire 1.8.2, Scient f: X —> Y, f' : X' —= Y' deux S-morphismes

dans E., Si f£,f" sont quasi-compacts (resp. quasi-séparés, resp. cohérents),

il en est de m@me de fxsf' § Xxsx' —> ¥x¥' .
Cela résulte de fagon bien connue de la conjonction de (i) et (ii).

Remarques 1.9.1, Soient E une catégorie quelconque, Q une partie de ob
stable par isomorphisme (la donnée de Q revient donc 2 celle d'une
sous-catégorie strictement pleine de E), jouant le r8le d'objets "quasi-
compacts'. Supposons que dans E les produits fibrés soient représentables,
Alors on peut paraphraser la définition 1.7 pour définir la notion

de morphismes Q-quasi-compacts, Q-quasi-séparés, et Q-cohérents. Alors ]
1.8 et 1.8.1 sont valables, et 1,8,2 également lorsque dans E les produits #

de deux objets sont représentables,

1.9.2. Soient S un cobjet de E, et f: X —> Y un morphisme de Efs A I |
résulte aussitdt de la remarque 1,5 que pour que f soit quasi-compact

(resp. quasi-séparé, resp. cohérent) il faut et il suffit que le morphisme
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correspondant dans E (déduit de f par le foncteur "oubli de S ") le soit,
En particulier, si £: X —> Y est un morphisme dans E, prenant ci-dessus
5=Y, on voit que f est qQuasi-compact (resp. quasi-séparé, resp, cochérent)
si et seulement si le morphisme structural de 1'objet (X,f) du topos
induit E/Y , de but 1'objet final dudit topos, est quasi-compact

(resp. quasi-séparé, rcsp. cohérent). On dit aussi que (moyennant

le morphisme structural f) X est quasi-compact (resp. quasi-sépars,

resp. cchérent) au-dessus de Y, locution qu'on peut interpréter

indifféremment comme Se rapportant au topos E, ou au topos induit

E,y (dont Y est considéré comme un objet final),

1.9.3. Un objet X d'un topos obE sera ditconstructible s'il est cohérent
au-dessus de l'objet final. Tout morphisme d'un objet constructible
dans un autre est cohérent (1.8 (iv)), La sous-catégorie pleine E ons

de E formée des objets constructibles de E est stable par lim finies,

comme il résulte aussitdt de 1.8.2 et 1.8 (ii).

1.9.4. Les notions 1.7 n'ont gudre d'intérat que dans les topos E qui
admettent une famille génératrice formée d'ocbjets quasi-compacts., Dans
ce cas, ces notions sont "de nature locale en bas" (IV 8.5.4), comme

on va voir maintenant.
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Proposition 1,10, Supposons que le topos E admette une sous=catépgorie

génératrice C formée d'objets quasi-compacts, et soit £ : X —= v

un morphisme dans E .,

(i) Pour que f soit quasi-compact, il faut et il suffit que pour

tout morphisme § —= ¥, avec § € Ob C, KxYS soit quasi-compact.

(ii) Soit Y, = ¥, 1 €I, une famille couvrante. Pour que f soit

Jquasi-compact (resp. quasi-séparé, resp, cohérent) il faut et il suffit
que pour tout i € I , fi a xi = xxYYi ~—b—Yi le soit,

Prouvons (i). La nécessité est triviale par définition.
Pour la suffisance, il faut prouver que pour tout objet quasi-compact
Y' et tout morphisme Y' —> ¥, X' = XxYY' est quasi-compact, Or il
existe une famille couvrante Si —> ¥', les S; dans Ob C, et comme Y'
est quasi-compact, on peut prendre la famille couvrante en question finie.
Alors par hypothése les xi = XxYSi-ﬁi X!XY'si sont quasi-compacts, et
comme ils couvrent X' (les Si couvrant Y'), X' est quasi-compact en
vertu de 1.3,

Prouvons (ii)., Il suffit de traiter le cas "quasi=-compact",
car le cas ''quasi-séparé" s'en déduit par la définition 1.7, et le cas
"cohérent" &galement, par conjonction des deux cas précédents. Le "il faut"
a déja été vu dans 1.8 (ii), il reste a wvoir que si les fi sont quasi-compacts,
zlors f 1'est, i.e. que pour tout Y' quasi-compact et tout morphisme

¥Y' —> ¥, i'objetr X' = Xx?Y' est quasi-compact. Or comme (Yi — Y) est
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couvrante, il existe des Sc au-dessus de Y couvrant Y', tels que les
morphismes composés 51 —> Y' —> Y se factorisent chacun par un Yi .
Ccomme C est génératrice, on peut prendrc les Sa dans 0Ob C, er comme
y' est quasi-compact, on peut prendre la famille couvrante finie.
Alors les X‘xY,Sa forment une famille couvrante finie de X', et on
est réduit par 1.3 & prouver que chaque KIKY'SQ = Ksta est quasi compact,
Or, choisissant une factorisation de Sa.——%-Y par un Yi , 1'objet
envisagé est aussi isomorphe & XixY_S , qui est bien quasi-compact

i

puisque Ki est quasi-compact sur Yi et Sa est quasi-compact.

Corollaire 1.11. Soient g: Y —= Z un _morphisme dans le topos E,

(fi : Ki S Y)iél une famille couvrante de morphismes de but Y . Alors :

(i) Supposons 1 finie. Si les gfi sont quasi-compacts, il en est

de m@me de g.

(ii) Supposons les fi quasi-compacts, Si les gfi sont quasi-sSéparés,

il en est de méme de g. Si I est fini, et si les gfi sont cohérents, g

est cohérent.

Le cas (i) résulte aussit®t des définitions et de 1.3,
(sans hypoth&se sur E). Pour prouver (ii), il suffit en vertu de (i)
de traiter le cas non respé. Considérons le diagramme 1.8 (%) avec
X remplacé par un X; . Comme la famille des Ei est couvrante, il en est

de mlme de la famille des fixzidY qui s'en déduit par changement de base,
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donc en vertu de 1.10 (ii), pPOoOUr prouver que anz est quasi-compacte,

Jr gf., &tant quasi-séparé par

1

il suffit de prouver que les T% le sont. (
i

hypothése, il en est de m&me de Pry : X, XY —> ¥ qui s'en déduit par

changement de base, d'autre part pr, rf = fi est quasi-compact par
i

hypothgse. Il en est donc de ml@me de Ty en vertu de 1.8 (iv) appliqué
i
au morphisme composé de pr, et de Tf s cqfd.
i

Corollaire 1.12, Soient (Xi}iGI une famille finie d'objets de E, X la

somme des X, , fi:xi —> Y des morphismes dans E, et f:X —> Y le

morphisme correspondant. Pour que f soit quasi-compact (resp. Quasi-séparé,

resp. cohérent) il faut et il suffit que les fi le soient ; dans le

cas "Quasi-séparé", 1'hypothise "I finie" peut-@tre omise,

La suffisance de la condition est un cas particulier de 1,11,
compte tenu que les morphismes canoniques fi: Xi —> Xforment une

famille couvrante finie, et que ce sont des morphismes quasi-compacts,

comme il résulte aussitdt de la définition et de 1.4, La nécessité
résulte de la transitivité 1.8 (i), compte tenu que les £, sont meme

eohérents (car ils sont quasi-séparés en vertu de 1,8.1),

Définition 1.13, Soit X un objet d'un topos E ., On dit que X est un

objet quasi-séparé du topos E si pour tout objet § quasi-compact de E,

tout morphisme de S dans X est quasi-compact, i,e. (1.7) si pour deux

objets quasicompacts S,T de E et des morphismes 5 —> X, T—= X, le produit

fibré SxxT est toujours quasi-compact. On dit que X est un objet cohérent

du topos E si X est quasi-compact et quasi-séparé,
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Proposition 1.14. Soit f: X — Y un morphisme dans un topos E.

(i) 5i Y est quasi-compact, alors f quasi-compact implique X

quasi-compact, Si Y est quasi-séparé, alors X quasi-compact impligque
f quasi-compact., S5i Y est cohérent, f quasi-compact &quivaut 2 X

guasi-comgact.

(ii) Y est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent)

Si

et si £ est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) alors X

est gquasi-compact (resp. quasi-séparé, resp., cohérent),

Les premi2res deux assertions de (i) sont contenues trivialement
dans les définitions de morphisme quasi-compact (1.7) resp. d'objet
quasi-séparé (1,13), la troisi2me résulte de la conjonction des deux
premitres. Le premier cas de (ii) n'est qu'une redite, le troisizme
résulte encore de lz conjonction des deux premiers, reste & trziter
le cas quasi-séparé, Scit donc S un cobjet quasi-compact de E et
g:5 —> X un morphisme, prouvons que f est quasi-compact, Comme ¥ est
quasi-séparé, fg est quasi-compact, et comme f est quasi-séparé, il

en résulte (1.8 (iii)) que g est quasi-compact, cqfd.

Corollaire 1.15. Tout sous=objet d'un objet quasi-séparé de E est

quasi-séparé. Soit (xi)iei une famille d'objets de E, avec I € U

alors X = Jf.xi est quasi-séparé (resp. cohérent) si et seulement si

es X. le sont,

—— i
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La premiére assertjun résulte de 1.14 (ii) et de 1.8.1,
mais est également trivialesur laz définition. Pour la deuxi2me non
respée, comme les Xi —> X sont des monomorphismes, il reste a prouver
le "il suffit" ,qui résulte facilement des définitions et de 1.3 ; le

cas respé résulte du cas traité et de 1.4,

Corollaire 1.16. Sous les conditions de 1.10 (ii), si les Y. sont

cohérents, alors f est quasi-compact si et seulement si les Xi - XxYYi

sont des objets quasi-compacts de E,

En effet, en vertu du ecritdre 1,10 (ii), il faut exprimer
que les fi - xi —_— Yi sont quasi-compacts, ce qui équivaut 3 Ki

quasi=~compacts en vertu de 1.14 (i).

Corollaire 1,17, Scient E un topos admettant une famille génétrice

formée d'objets quasi-compacts, et (gi Y, —= Y)iE une famille

i I

couvrante (resp. couvrente finie) dans E, avec les Yi cohérents, Pour

que Y soit quasi-séparé (resp. cohérent), il faut et il suffit que

pour tout i £ I, gi soit quasi-compact, ou encors que pour tout couple

d'indices i,j € I, YixYYj soit un objet quasi-compact de E,

Le cas respé résulte aussitdt du cas non respé et de 1.3,
La nécessité de la premid2re condition est triviale par définition,

prouvons qu'elle est suffisante, Soit donc f: X —> Y un morphisme,
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avec X quasi-compact, prouvons que f est quasi-compact. Or comme les

8¢ sont quasi-compacts, il s'ensuit que les xi=xxYYi sont quasi-compacts,
ce qui implique que f l'est en wvertu de 1.16, Exprimant enfin la
quasi-compacité des g 3 1'aide du méme crit2re 1.16, on trouve le

deuxitéme crité&re de 1.17. En particulier :

Corollaire 1.17.1. Socient E comme dans 1.17, X un objet cohérent de E,

GJ::%X une relation d'équivalence dans X ;s Y = X/R, Alors les conditions

suivantes sont &quivalentes :

(i) Y est cohérent,

(ii) £: X —=> Y est quasi-compact,

(iii) R est quosi-compact.

Corollaire 1.18. Soient E un topos admettant une sous-catégorie généra-

trice C formée d'objets quasi-compacts, Y un objet de E. Pour que Y soit

quasi-séparé, il faut et il suffit que tout morphisme X —= Y, avec

X € ob C, scit gquasi-compact.

La nécessité est triviale par définition, les Y € ob C &tant
quasi-compacts par hypoth&se. Pour prouver la suffisance, soit Z un
objet quasi-compact de E, prouvons que tout morphisme Z' —> Y est
quasi-compact. Pour ceci, il suffit en vertu de 1.10 (i) de vérifier
que pour tout X —> Y, avec X € ob C, ZxYx est quasi-compact, ce qui
résulte en effet du fait que les X —> Y sont quasi-compacts par hypothése,

et que Z est quasi-compact,
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Corgllaire 1.19. Soient E un topos admettant une sous—catégorie

génératrice formée d'objets guasi-compacts, (gi : Yi _— Y)i;l une

famille couvrante dans E, avec les Yi guasi-séparés et les g. guasi-compacts,

Alors Y est quasi-s8paré.

En effet, soit X un objet quasi-compact de E, montrons que
tout morphisme £ : X —= Y est quasi-compact, En vertu de 1,10 (ii)
il suffit de prouver que les morphismes induits fi:)&i = XxYYi ——9—Yi
sont quasi-compacts., Or comme 8y est quasi-compact, Ki est quasi-compact
(X 1'étant), et comme Yi est quasi-séparé, il s'ensuit bien que fi

est quasi-compact.

Remarques 1.20,1, Le lecteur habitué 2 1'usage des termes "quasi-compact"
et'quasi-séparé" en géométrie algébrique s'attendra 3 certaines autres
relations entre les notions "absolues" (concernant les objets du topos E)
et les notions "relatives" (concernant des flaches de E) envisagées,

par exemple : si f: X —> Y est un morphisme dans E tel que X soit
quasi-compact-séparé, alors f est quasi-séparé, De telles propriétés

ne sont valables que moyennant des conditions de finitude restrictive
sur le topos E, plus fortes que cellesenvisagéesdans 1,10, conditions

que nous étudierons au numéro suivant,

1.20,2., 11 résulte encore de 1.5 que le fait que pour un objet X du

topos E d'@tre quasi-séparé ne dépend que du topos induit E et

/X

signifie que 1'objet final dudit topos est guasi-séparé, i.e. qQue dans

Efx ; le produit de deux objets quasi-compacts est quasi-compact,
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1.21., Cas des sites,
Soient C un U-site, E le topos des U-faiscezux sur C, f une

fl2che de C, X un objet de C., On dit que f est un morphisme quasi-compact

(resp. quasi-séparé) du site C si e(f) est un morphisme quasi-compact
(resp. quasi-séparé) du topos E ; et de mBme que X est un objet

quasi-séparé du site C si g(X) est un objet quasi-séparé du topos E

(comparer 1,2). Lorsque C est un U-topos muni de sa topologie canonique,
alors le foncteur canonique ¢ : C —=> E est une &équivalence de
catégories, et par suite la définition précédente est compatible avec
les définitions antérieures 1.7 et 1.13., Notons également que la
définition envisagée ne change pas quand on remplace 1'univers U

par un autre univers V tel que C soit aussi un V-site, du moins

lorsque C admet une famille topologiquement génératrice formée d'objets
quasi-compacts, Pour le voir, on est ramené aussitdt au cas o UC V ,
donc E est un V-site, et a prouver que pour toute fléche f du U-topos
E, f est quasi-compacte (resp. quasi-séparé) si et seulement si elle
définit une fléche quasi-compacte dans le topos E' des V-faisceaux

sur E,et de m@me que pour tout objet X de E, X est quasi-séparé si

et seulement si l'objet correspondant de E' est quasi-séparé, Notons
que nous connaissons déjia (sans hypoth2se sur E) 1'énoncé analogue

pour le cas d'un objet quasi-compact (1.2). Le cas "f quasi-compact"

s'en déduit, gr2ce au critere 1,10 (i) appliqué successivement dans E
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et dans E', pour la m@me famille g8nératrice (Xi)LEI de E formée
d'objets quasi-compacts ; d'on €galement le cas " f quasi-sépars"
qui signifie que le morphisme diajonal correspondent est quasi-compact,

Enfin pour le cas " X quasi-séparé ", on est encore ramené au cas

" "

f quasi-compact ", grfce au crit2re 1,13,

1.22, Exemples. Reprenons l'exemple 1.6.2 de 1la catégorie (Sch) avec

une topologie Ti » qui est un V-site pour V convenable, admettant la
sous=-catégorie des schémas affines comme catégorie génératrice topolegiques
formée d'objets quasi-compacts, On laisse au lecteur le soin de vérifier
qu'une fléche f: X —> Y de ce site est quasi~compacte (resp. quasi-séparé)
si et seulement si c'est un morphisme quasi-compact (resp. quasi-séparé)
de schémas au sens habituel ( [3] ou [&]) ; de

m@me un objet du site est quasi-compact (resp. quasi-séparé) si et
seulement si c'est un schéma quasi-compact (resp. quasi-séparé) au

sens habituel de loc. cit, Il y a lieu de dire d'ailleurs, comme ici,

morphisme cohérent de schémas, schéma cohérent, au lieu de "morphisme

quasi-compact et quasi-séparé de schémas'", "schéma quasi-compact et

quasi-séparé", comme on le fait d'ailleurs dans EGA I Zéme édition,

1.,22,1. Pour un schéma donné X € U, on peut aussi regarder le topos
Top(X) associé 2 1'espace topologique sous=-jacent, ou le topos

Top{xetj (resp. Top(xfppf)), associé au site des X-schémas &tales
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(resp. localement de présentation finie) éléments de U, avec la topologie
étele (resp. fppf). C'est un U-topos qui admet une famille génératrice
formée d'objets cohérents, correspondants aux objets affines du site de
définition ;

Ceci dit, l'objet final de ce topos est quasi-compact (resp. gquasi-séparé,
resp. coh2rent) si et seulement si le schéma X est quasi-compact (resp.
quesi-séparé, resp. cohérent). De n@me, un morphisme du site des espaces
étalés sur X (resp. du site xét des schémas étales sur X, resp, du

site Xfppf des schémas localement de présentation finie sur X) est
gquasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) si et seulement si
c'est un morphisme de schfmas qui est (au sens habituel de loec, cit.)

quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent).

Théoréme 1.23, Scient E un U-topos, X un objet de E,

(i) Pour que X soit quasi-compact, il faut et il suffit que pour

tout systéme inductif filtrant (Yi)iEI de E, avec I € U, 1l'application

naturelle

(1.23.1) lim Hom(X,Y.) — Hom(X, 1lim Y, )
—> i — i

soit injective,

(ii) Supposons que E admette une sous—-catéporie génératrice C formée

d'objets quasi-compacts. Pour que X soit cohérent, il faut que pour

toute donnée comme dans (i), 1'epplication (1.23,1) scit bijective.
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(i) Nécessité, Supposons X quasi-compact, il faut prouver que si
i el et fi‘gi gl 4 :;Yi sont tels que les composés f,g de fi’ g; avec
= 13 t é al l existe j =21 t = s com és
Yi —> Y lim YJ sont égaux, ors il existe j i tel que le ompos
fj, gjavec Yi — Yj sont déja égaux. Or comme daons E les limites
inductives filtrantes commutent zux limites projectives finies, et

en particulier aux noyaux, on a

Ker(f,g) = 1lim Ker (f,,g.)
j=21 d d

Par hypothése Ker(f,g) = X, donc X est la limite de la famille filtrante

croissante de ses sous-objets Ker(fj,gj), donc comme X est quasi-compact,

il est égal 2 un de ces sous-objets, donc il existe j=i tel que fj=g.

Suffisance. Pour prouver que X est quasi-compact, il revient au m&me

(1.5.2) de prouver que pour toute famille filtrante croissante (Xi}iEI

de socus-objets de X dont la lim est X, 11 existe i € I tel que X, = X,
—_— 1

Or comme dans E tout monomorphisme est effectif (II 4,0), il s'ensuit que

= . =5
X, = Ker (fi,gi : x____,xnxtx) .

Seit Y, = X, X, et considérons le systeme inductif formé par les Yi a
i

Si Y en est la limite inductive, on 2 Y ——-Xlllim xix = XJLXX = X,

Par suite, pour un i € I fixé, £;,8; donnent le meme élément de Hom(X,Y),

donc par hypothéué il existe j=2i tel que fj = gj i.e. xj =X, eqfd.,
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(ii) 1I1 reste & prouver que sous les conditions indiqudes, tout
morphisme X —> Y provient d'un morphisme X — Yi pour un i £ 1

convenable, Comme C engendre E et que les Y, couvrent Y, nous pouvons

i
couvrir X par des objets Xa de C, de telle fagon que chacun des composés
xa —=> X —> Y se factorise par un des Yi . Comme X est quasi-compact,
on peut supposer la famille des xa finie, donc que les morphismes

X —= Y se factorisent par un ¥, fixe endes g . : X —> Y_ , Comme

[ 5 1 cx o 8 1

X est quasi-séparé, les Xaxxxa sont quasi-compacts., D'ailleurs pour

tout (0,B), les composés de PT, et pPT, Ssur XO‘.XXKE avec Xa, X, — Yi sont

g
tels que leurs composés avec

xaxxx 8

\\g Y, —> Y sont égaux. En vertu de (i),
X > Y Y Z
E{//,f a i il existe donc un j2i tel que les
W
% -y / composés avec Yi —_— Yj soient

déja égaux., Comme 1l'ensemble
des couples (a,B) est fini, on peut prendre j indépendant de ce couple,
Par suite les morphismes gaj proviennent par composition d'un morphisme
gj : X —>» Yj s dont le composé avec Yj —> ¥ est d'ailleurs le morphisme

K —> Y donné, puisqu'il en est ainsi aprés composition avec les Yj —_— X,

Cela ach&ve la démonstration.

Remarques 1,23,.2, L'hypoth2se sur E dans (ii) peut @tre remplacée
par une hypoth&se supplémentaire sur X, savoir que X admet un systéme

fondamental de famillescouvrantes par des objets quasi-compacts,
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Corollaire 1.24, Soient E un topos, et soit C une sous-catégorie

strictement pleine de E formée d'objets cohérents. Utilisant le fait

que dans E les U-limites inductives filtrantes sont représentables,

on trouve (I 8.6.1) un foncteur canonique

(1.24,1) Ind(C) ——= E .

Ce foncteur est pleinement fideéle. 5i E admet une sous=catégorie

génératrice formée d'objets cohérents, et si C est stable par facteurs

directs, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i)  Le foncteur (1,24,1) est essentiellement surjectif, i.e. ¢'est

une équivalence de catégories.

(ii) C est une sous-catégorie génératrice de E, stable par limites

inductives finies,

(iii) La catégorie C est égale & la sous-catégori- pleine E.on 98 E

formée de tous les objets cohérents de E, et la condition nécessaire

1.23 (ii) de cohérence pour un objet de E est aussi suffisante.

Soit EPF la sous-catégorie pleine de E définie dans I 2.7.6.
En vertu de I 8.7.5 a), 1'énoncé 1,23 (ii) équivaut 2 la deuxigme

inclusion de

cc Ecoh = EPF =

et 1l'inclusion composée C > EPF signifie que (1.24.1) est pleinement
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fidele, Comme par hypothese la sous-catégorie Ecoh de E est génératrice,
il en est a fortiori de méme de EPF ; d'autre part dans E les limites
projectives finies sont représentables, de sorte que nous pouvons
appliquer I 8,7.7. La condition (iii) de 1.24 s'écrit aussi C = E = E
et équivaut 3 la condition C = EPF , qui n'est autre que la condition
(ii bis) de loe. cit. (compte tenu que par hypothase, E on done Epo

est une sous=-catégorie génératrice de E). De mBme la condition (ii) de
1.24 n'est autre que la condition (iii bis) de loc. cit, Donc 1'équiva-

lence des conditions (i), {ii bis) et (iii bis) dans loc. cit. donne

1'équivalence des conditions (i), (ii) et (iii) de 1.24, cqfd.

La démonstration (ou plus précisément, 1'invocation de 1 8.7.7

(ii bis)) fournit également la partie a) du

Corollaire 1.24.2., Soit E un topos admettant une sous-famille génératrice

formée d'objets cohérents, et soit EPF la sous-catégorie strictemeut

pleine des objets X de E tels que le foncteur covariant Hom(X,-) qu'il

représente commute aux limites inductives filtrantes, Alors :

a) Le foncteur naturel

Ind(EPF) — E

est une équivalence de catécories,

b) Pour qu'un objet X de E asppartienne 2 EPF , il faut et il suffit

qu'il soit isomorphe & un facteur direct (= image d'un projecteur (I, 10.6)
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1 1 A
du conovau d'une unubls___ flache XI :3){0, avec Xl et J".O cohérents,

c) La sous-catéporie EPF de E est stable par limites inductives

finies, et est équivalente 3 une petite catégorie

Il reste & prouver b) et ¢), La premigre assertion de c¢) est
triviale grace 4 I 2.8, et implique le "il suffit" de b) grace & 1.23 (ii).
Pour le "il faut", on utilise 1,23 (i) qui montre que X est quasi-compact,
d'od 1'existence d'un épimorphisme X —> X, avec }Co cohérent, compte

Qo
tenu du fait que Ecoh engendre E et est stable par sommes finies, Soit
R = xcxxxo ; de sorte que X s'identifie au concyau de R._._._}_:'XO . En
vertu de a), on a R = lim R,, limite inductive filtrante avec les R,
— i 1
. F ) — =

dans Epp » donc X, est limite inductive filtrante des Coker(Ri-.-..-.p Xo) X .
D'aprés 1'hypothiese X € Ob Epp » Pour i assez grand le morphisme

ug s Ki —= X admet une section v: X —= X' , Soit w=vu.: }{!I_ —= X

i i i
de sorte que Wl et X == Coker(w,idx, : xi _,—9'x£). Comme R, est 2
i

nouveau quasi-compact, cn le couvre par xl — Ri avec xi cohérent,

—

d'od X, = Coker (X, ﬁ>xo), ce qui prouve b),

Enfin, comme Epp © la derniére assertion de c)

Equ.cpct’
résulte de 1.5.3.

Corollaire 1,25, Scgit E un topos tel que la sous-catégorie pleine C de

E formée des objets cohérents soit génératrice. Considérons le foncteur

canonique

oo ¢ Ind(C) —= E 4
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Les conditions suivantes sont €quivalentes :

(i) Le foncteur g est essentiellement surjectif, i.e. tout objet

de E est limite inductive filrrante d'objets cohérents,

(i bis)} Le foncteur @ est une équivalence de catégories.

(ii) Toute limite inductive finie dans E d'objets cohérents est

un objet cohérent.

(ii bis) Le conoyau dans E d'une double fléche d'objets cohérents

est un objet cohérent,

(iii) La réciproque de 1.23 (ii) est valable.

C'est un cas particulier de 1.24, compte tenu que C est stable
par sommes finies (1.4), ce qui implique l'équivalence de (ii) et de

(ii bis), et compte tenu du

Lemme 1,25,1. Soit E un topos,., Tout facteur direct X' d'un objet cohérent

X de E est cohérent,

En effet, X' est quasi-compact comme quofient de X (1.3), et

quasi-séparé comme sous-objet de X (1,15).

Corollaire 1.26. Soit E un topos satisfaisant aux conditions équivalentes

1.25, Alors, il en est de m@me de tout topos induit,

Cela résulte aussitdt du critére (ii), compte tenu de 1,20,2
et du fait que l'existence d'une sous-catégorie géndratrice de E formée

d'objets cohérents implique manifestement la m@me propriété pour un topos

induit,
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Remarque 1.27. Parmi les exemples importants de topos satisfaisant
les conditions de 1.25, signalons les topos noethériens (2.14), et 1
le topos zariskien ou étale (VII 1) d'un schéma X (cf. IX, note p.42). i
Mais meme lorsque le topos E est cohérent (2.3) (i.e. la sous-catégorie -
pleine C des objets cohérents est génératrice et stable par limites

projectives finies), il n'est pas toujours vrai que C soit parfait

(2.9.1) i.,e. satisfasse aux conditions équivalentes de 1,25 ; €. 1.28

ci-dessous.

Exercice 1.28. Soient E un topos, PysPy ¢ xl 2 ‘?xo une double flé&che
dans E. Définir une suite croissante de sous-objets Rn (n = 0) de X xR
o

par la condition Ro = Sup(Im(pl’Pz),Im(pz,pl]), et

_ o <1 :
R = PrlS{PrIZ (Rn-l)’ PT, 4 (Rn_l}) pour tout m = 1, ob prij
(1 =i < j = 3) désignent les projections qu'on devine du produit triple
de X, vers le produit double.

a) Montrer qu'on obtient ainsi une suite croissante de sous-objets

de xoxxo , que R = lim;Bn est un graphe d'équivalence (I 10.4) dans XO 3

et que le morphisme canonique

X = goker(pl,pz) S KOIR
est un isomorphisme.

b) En conclure que si X, est quasi-compact et X = Coker(pl,pz) est

quasi-séparé (donc cohérent), alors la suite des R est stationnaire.

192

194




— ey

= 31 = VI

Inversement, si cette suite est stationnaire, et si on suppose xo cohérent
et xl quasi-.compect alors X est cohérent. (Pour ce dernier point, écrire
R ;h-(Rn_l,prz)xxo(Rn_l,prl) et en conclure que R est quasi-compact

sur KD pour tout n, puis utiliser 1.19.)

1 "-;;xo’

c) Construire un exemple de deux applications d'ensembles L
telles que la suite des (RnJ ne soit pas stationnaire.

d) Seit C unz petite catégorie ou les limites inductives finies et
les limites projectives finies sont représentables, et ol tout morphisae
se factorise en un épimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme.,
Répéter pour une double flache (pl,pz) de C la construction des Rn &
Munissant C de la topeclogie canonique, montrer que le foncteur canonique

€ : C—> CTest exact, et commute par suite 2 la formation des R -

e) Prendre pour C ume petite sous-catégorie pleine de (Ens), stable
& iscmorphisme prés per limites projectives finies et limites inductives
finies, et contenant les ensembles XO,XI de c)., En conclure que le topos
¢~ (qui est un topos cohfrent (2.3), i.e. engendré par la sous-catégovie
de ses objets cohérents, laquelle est stable par limites projectives
tinies) ne sstisfait pas sux conditions équivalentes de 1.25.

f) Soient k un corps, C le site fppf des schémas localement de
présentation finie sur k (SGA 3 IV 6.3). Montrer qu'il existe un schéma

affine réduit X sur k qui admet un automorphieme f qui n'est pas d'ordre

fini (prendre par exemple l'espace affine E2 muni de 1'automorphisme

195




= Ad - Vi

£lx)=x, f(y)=x+v). Montrer que si PysPy + X) :::;xo est une double fliéche
dans C, telle que la double fléche correspondante dans

(Ens) plfi):pzfi): xl(E) __—gxaﬁi) donne une suite (Rn) non stationnaire,
alors il en est de meme de la double fléche de € définie par P12Py
done, si Ko est de type fini sur k, alors le conoyau dans C~ de (pl,pz)
n'est pas cchérent. En conclure que le conoyau dans € du couple (f,idx}
n'est pas cohérent, donc que le topos € ne satisfait pas aux conditions
équivalentes de 1,25. En conclure Plus généralement que si S est un schéma
non vide, C le site fppf des schémas localement de présentation finie

sur 5, alors le topos C ne satisfait pas aux conditions de 1.25., (On
fera attention que, contrairement 2 1'apparence, € n'est donc noethérien

(2.11) que si 8 est vide, comme il résulte de ce qui précéde et de 2,14,

Définition 1.30. Soit E un topes., Un objet X de E est dit un objet

préncethérien (¥) du topos E s'il satisfait aux deux conditions

équivalentes suivantes :

(i) Tout sous-objet de X est quasi-compact,

(ii) Toute suite croissante de sous-objets de X est stationnaire.

1.30.1. L'équivalence des conditions (i) et (ii) est claire. On notera

que ces conditions ne dépendent encore que du topos induit E set méme

/X

seulement de 1'ensemble ordonné des ouverts de E isomorphe 4 1'ensemble

/X 2
ordonné des sous-objets de X, Elles sont stables par passage & un sous-objet

de X,

(*) Par la notion plus forte d'objet noethérien, cf, 2.11 ci-dessous,
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1.31. On prouve comme pour 1,3 et 1.4 les faits suivants : si X; —=x)
est une famille couvrante finie, avec les Ki prénoethériens, alors X est
prénoethérien ; en particulier un Quotient d'un objet prénoethérien de

E est prénoethérien. Si (xiJiEI est une famille d'objets de E, alors
leur somme X est un objet prénoethérien de E si et seulement si tous

les xi sauf un nombre fini sont isomorphes 2 QE s €t tous les Xi sont

préncethériens,

1.32, Evidemment un objet prénoethérien d'un topos E est quasi-compact :

lorsque E admet une famille génératrice formée d'objets prénoethériens,

la réciproque est vraie (comme il résulte aussitdt de 1.31) : les objets

.

prénoethériens de E sont alors ses objets quasi-compacts,

Supposons que E admette une famille génératrice <Xi)iEI

d'objets quasi-compacts, alors les trois conditions suivantes sont

formée

équivalentes :
(i) Les X, sont prénnethériens,

(ii) Tout objet quasi-compact de E est prénoethérien.

(iii) Tout monomorphisme dans E est quasi-compacet,

(On vient de voir 1'équivalence de (i) et (i1), (ii) = (iii) est

trivial & partir des définitions, et (iii) == (ii) sur la définition

130 (1059
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On noters que (iii) a comme conséquence que tout morphisme

de E est quasi-séparé ; donc (1.14 (ii))tout objet X de E au-dessus

d'un objet quasi-séparé X de E est lui-mBme quasi-séparé,

Exemple 1.33. (Topos classifiant d’un_groupe). Soient G un groupe € U, P
B, son topos classifiant (IV 2.4) i.e. la catégorie des ensembles € o
ol G opére & gauche., Les objets connexes-non vides de BG (IV 4.3.5) sont ¢
les ensembles a opérateurs qui sont non vides et sur lesquels G opére

transitivement, et tout objet E de B_ est somme de ses composantes

G
connexes, qui sont les sous-objets non vides minimaux de E (savoir

les orbites de G dans E). Par suite E est un objet quasi=-compact de BG
si et seulement si 1'ensemble ﬂb(E) des orbites de G dans E est fini,

et alors E est m@me un objet prénoethérien de B, . Ces objets (et méme

le seul objet G, » Qqui est connexe non-vide) forment une sous-catégorie
génératrice de BG .« Pour que l'objet final e de BG soit quasi-séparé, i.e.

pour que le produit de deux objets quasi-compacts de B soit quasi-compact,

G
il faut et il suffit que le produit GSXGS soit quasi-compact, ce qui
équivaut manifestement au fait que G est fini. On en conclut, plus
généralement, qu'un objet E de BG est quasi-séparé si et seulement si
les stabilisateurs de ses points sont des sous-groupes finis de G ; i.e.
s'il est isomorphe & une somme d'espaces homogénes G/H, svec H fimi.)

En effet, en vertu de 1.15 on peut supposer dans ce crit2re E connexe,

mais si x € E a ccmme groupe de stabilité Gx , On sait
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(IV 5.8) que BGIE est &quivalent au topos B , done son

G
=

objet final est quasi-sépar€ ai et seulement si Gx est fini., On comclut
de ce critére que tout cbjet de EG qui se trouve au-dessus d'un objet
quasi-séparé est quasi-séparé, z fortiori, le produit de deux objets
quasi-séparés de BG est quasi-séparé. On conclut eussi que les objets
cohérents de BG sont les objets isomorphes 2 des sommes finies d'espaces
homogénes G/H, avec H fini. Comme GS est cohérent, on veit gque les cbjets
cohérents de BG forment d&ja une sous-catégorie génératrice de BG :
De plus, cette sous-catégorie est stable par produits fibrés (comme il

résulte du fait que tout objet au-dessus d'un objet quasi-séparé est

quasi-séparé), (Dans la terminolegie 2.11 plus bas B, est un topos

G

localement noethérien, mais il n'est quasi-séparé que si G est fini,

et alors BG est méme noethérien.)

On voit tout de suite qu'un morphisme f: E' —> E est quasi-compact
si et seulement si 1'application induite ﬁo(f) : ﬂO(E') —_— ﬂb(E} pour les
ensembles d'orbites est propre i.e, & fibres finies 3 on retrouve qu'un
monomorphisme est quasi-compact (1.32), donc tout morphisme est quasi-séparé,
Par suite les morphismes cohérents dans BG sont simplement les morphismes
quasi-compacts, qu'on vient de caractériser.

Soit E un objet du topos EG . On vérifie facilement que E est une
limite inductive filtrante d'objets cohérents de BG si et seulement si

les stabilisateurs des points de E sont des groupes ind-finis {(i.e.
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limites inductives filtrantes de leurs scus-groupes finis). En particulier,
si G n'est pes ind-fini (par exemple si G=Z ), l'objet final du topos BG
n'est pas limite inductive d'objets cohérents ; plus précisément, pour

que le topos BG satisfiasse aux conditions équivalentes de 1.25, il

faut et il suffit que son cbjet final soit limite inductive filtrante

d'objets cchérents, ou encore que le groupe G soit ind-fini,

2. Conditions de finitude pour un topos,

Proposition 2.1. Soit E un U-topos. Les conditions suivantes sont éguivalentes

(i) Il existe une sous-castégorie pleine génératrice C de E, formée

d'objets quasi-compacts, et stable par produits fibrés,

(ii) Il existe un U-site C, tel que tout objet de C soit quasi-~compact,

que dans C les produits fibrés soient représentebles, et que E soit

équivalent 3 la catégsorie des faisceaux ™.

Supposons que ces conditions sont satisfaites. Alors on peut

m@me choisir dans (i) (resp. (ii)) la catégorie C U-petite. D'autre

part, pour tout X € ob C, l'objet X (reep., =(X)) du topos E est cohérent,

L'implication (i) = (ii) résulte de IV 1,2,1, et le fait
que dans (i) (resp. (ii)) om peut prendre C U-petite se voit aussitdr
par l'argument de IV 1.2.3 appliqué 2 une petite sous-catégorie pleine
génératrice au sens topologique (II 3.0.1) de C. Il reste 3 prouver

(ii) == (i) et la derni2re assertion de 2.1, ce qui résulte aussitdt du
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Corellaire 2,1,1, Soit C un U-site ol les produits fibrés soient

représentables et dont tout objet soit quasi-compact, et soient E : C™ ,

g : C—>E le foncteur canonique. Alors pour tout X £ ob C, &(X) est

un_cbjet cohérent de E . La sous-catégorie pleine de E formée des

objets cohérents de E gqui se trouvent au-dessus de quelque c(X) est

stable par produits fibrés (et est évidemment pgénératrice dans E).

On sait déja que €(X) est quasi-compact (1.2), prouvons qu'il
est quasi-séparé, Soient donc F,G deux cbjets quasi-compacts de E et
F—> e(X), G —> e(X) deux morphismes, prouvons que le produit fibré
FKE‘,(}E)G est quasi-compact. Recouvrant F et G par un nombre fini d'objets
de la forme E(Yi) resp. G(Zj}, et procédant comme dans 1,2 pour nous
ramener au cas ol les composés e(‘fi) —> ¢(X), E:(Zj) —> ¢(X) proviennent
de morphismes Yi —=> X resp. Zj —= Y, on est ramené grice a 1.3 au
cas ou les morphismes F —= e(X) et ¢ —> €(X) sont les transformés par
€ de morphismes Y —=> X, Z —> X. Mais comme les produits fibrés sont
représentables dans C et que € y commute, on est ré&duit 2 prouver que
e{‘fxxz} est quasi-compact, ce qui a été déja noté plus haut pout tout

cbjet de la forme e(U).

Soient maintenant G = F, H —> F des morphismes d'objets cohérents

de E, tels qu'il existe un morphisme F —> c(X), pour quelque X € ob C,
prouvons que GxFH est cohérent. Comme G et H sont quasi-compacts et

F quasi-séparé, il résulte déja des définitions que le produit fibré
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est quasi-compact. Reste 3 voir qu'il est quasi-séparé, ou ce qui revient
au méme (1.15) que GXS{X}H est quasi-séparé. Cela résulte du fait plus

zénéral

Corollaire 2.1.2, Sous les conditions de 2.1.1, pour tout objet

quasi-séparé G de E, tout morphisme G —> c(X) est quasi-séparé. si

H —= =(X) est un deuxizme morphisme, avec H quasi-séparé, alors Gx

e(x)F

€8t gquasi-séparé,

La premi2re assertion implique la deuxi2me, car elle implique
par changement de base que GX_(x)B —> H est quasi-séparé, donc, puisque
H est quasi-séparé, CX_(x)B l'est aussi (1.14 (ii)). Pour prouver que

G —> c¢(X) est gquasi-séparé, nous allons utiliser le

Lemme 2.1,3. Soient E un topes,f: X —> Y un morphisme dans E. Sunposons

que E admette une famille génératrice d'objets quasi-compacts, et qu'il

existe une famille couvrante (gi : X, ——9-x)ie1 de X telle que les Xy

soient gquasi-compacts, et que pour tout couple d'indices i, jEI1, xixYXj

soit gquasi-séparé, Alors, si X est un objet quasi-séparé de E, f est

un morphisme quasi-séparé,

En effet, la famille (gingj : xixij _—~$'xfo)(i,j)€ IxI

€St couvrante, donc pour voir que le morphisme : X—X est
Fib'd

quasi-compact, il suffit de voir que pour tout (i,j) € IXI, le morphisme
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qui s'en déduit par changement de base gingj 1'est (1,10 (ii)).
i L] -
Or ce dernier n'est autre que le morphisme canonique xixxxj —= Kixyxj 3

comme par hypothése X est quasi-séparé et les X, sont quasi-compacts,

i
xixxxj est quasi-compact, donc comme xixij est quasi-séparé par hypothése,
le morphisme xixxxj S Kixij est bien quasi-compact, cqfd,

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de 2,1,2,
en prouvant que tout morphisme f: G —> e(X), avec G guasi-séparé, est
quasi-séparé, Pour ceci, couvrons G par des objets E(Ki), tels que
les morphismes composés C(Xi) ——= c=(X) proviennent de morphismes xi-a-x.
En vertu de 2.1.3, comme les E(xi) sont quasi-compacts, il suffit de
vérifier que les produits fibrés E(Xi)xe(x}e(xj) = E(Xixxxj) sont

quasi-séparés. Or on a déji vu que tout cbjet de E de la forme =(U)

est cohérent. Cela prouve 2,1.2 et achéve la démonstration de 2.1,

Proposition 2.2, Soit E un topos contenant une sous-catégorie pleine

génératrice C formée d'objets cohérents, Les conditions suivantes sur

E sont équivalentes :

(i) Tout objet quasi-séparé de E est quasi-séparé sur 1'objet final,

(i bis) Pour tout morphisme f: X —> Y dans E, X quasi-séparé impligque

f gquasi-séparé.

(i ter) Tout objet X de C est quasi-séparé sur l'objet final de E,

i.e. le morphisme diagonal X —> XxX est quasi-compact.
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(i1) Le produit de deux chjets quasi-séparés de E est quasi-séparé.

(ii bis) Le produit dans £ de deux objets de C est quasi-séparé.

Ces conditions impliquent que la sous-catégorie pleine Ecoh

de E formée des objets cohérents de E est stable par produits fibras

(et 4 fortiori, gue E satisfait aux conditions gquivalentes de 2.1).

Evidemment (i bis) =2 (i), et 1l'implication inverse résulte 1

de 1.8 (iii), On 2 (i) = (ii) par un argument déja fait : si X et Y

sont quasi-séparés, comme par 1'hypothése (i) X est quasi-séparé sur e,
XXY est quasi-séparé sur Y par changement de base, conc X est quasi-séparé
en vertu de 1.14 (ii). Le mBme argument montre que (i ter) —= (ii bis),
et d'autre part (i) == (i ter) et (ii) == (ii bis) sont triviaux,

de sorte qu'il reste 3 &tablir (ii bis) => (i), Mais si X est un

objet quasi-séparé de E, recouvrant X par des objets X, de C (ce qui

est possible, C étant génératrice), comme les xi sont quasi-compacts

par hypoth2se sur C, on peut appliquer 2.1.3 au morphisme X —> e,

de sorte que pour Prouver que ce dernier est quasi~séparé, on est

ramené précisément 2 voir que les xixxj sont quasi-séparés, ce qui

est l'hypothegse (ii bis).

Remarque 2.2.1. La condition (i ter) é&quivaut aussi 3 la condition

(i quater) Pour toute double flache By1s8y ¢ ¥ —=2X dans C, le

noyau dans E est quasi-compact (ou encore (1.15) cohérent).

1]
(o]
I
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pour le veoir, il suffit d'zppliquer le critére 1.10 (1) au morphisme diagonal

¥ —> XxX envisagé dans (i ter),

péfinition 2.3, Un topos E satisfaisant les conditions &quivalentes de

2.2 (resp. de 2.1) est appelé un topos algébrique (resp. un topos

localement algébrique, ou localement cohérent), Un objet X d'un topos

E est appelé objet algébrique du topos E si le topos induit E est

/X
algébrique. Un topos E est dit quasi-séparé (resp. cohérent) s'il

est algébrique et si son objet final est quasi-séparé (resp. cohérent).

2.3.1. C'est dans les topos z2lgébriqués que les notions de finirude
développées au n® 1 ont des propriétés pleinement satisfaisantes,

analogues aux propri&tés des notions de méme nom dans la catédgorie

des schémas. Tous les topos localement algébriques ( = localement cohdrents)
rencontrés en pratique sont en fait algébriques, done 1'intérét pratique

de cette notion semble pour 1'instant assez ré&duit. On peut cependant

construlre des topos localement algébriques et non algébriques (2.17 f).

2.4. Voici quelques remarques générales concernant les notions introduites
dans 2.3, qui convaincront le lecteur (du moins on l'espére) que la termi-

nologie introduite est cohérente.

2.4.1. Sous les conditions de 2.1 (i) resp. (ii), pour tout X € C ,

X (resp. (X)) est un objet (cohérent) algébrique de E (2.1.2 er 1.19.2),
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en d'autres termes le topos induit EIK (resp. }aa,(c,x) N est
!

E;’E(:{

al2ébrique, donc cohérent. Il revient au méme de dire que lorsque C

admet un objet final, alors E lui-méme est algébrique, donc cohérent.

2.4.2. 8i E est un topos algébrique, alors tout topos induit E est

/X
également algébrique (2.2 (i bis)) ; pour qu'un topos E soit localement
algébrique = localement cohérent, il faut et il suffit qu'il existe

une famille (Xi)iEI d'objets de X , couvrant 1l'objet final, telle que

les Xy soient algébriques (resp. cohérents) i.e. telle que les topos
induits Efx. solent algébriques (resp. cohérents). -La suffisance résulte
aussitdt des définitions, la nécessité des observations 2.4.1-. Bien
entendu, un topos algébrique est localement algébrique, et si E est

un topos localement algébrique, tout topos induit E est localement

/X
algébrique.

2.4.3. 5i X est un objet algébrique d'un topos E , alors tout objet X'
de E qui se trouve au—dessus de X est encore algébrique (cf. 2.4.2).
En particulier, tout objet d'un topos algébrique est algébrique, et

inversement bien sir.

2.4.4. La sous—catégorie pleine de E formée des objets quasi-séparés qui
qui sont_algébriques est stable par produits fibrés et par sous-objets
(1.15), donc aussi par noyaux. Si E est algébrique, cette catégorie

(qui n'est alors autre que la catégorie des objets quasi-séparés de E
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sans plus) est &galement stable par produit de deux objets. Si E est

quasi-séparé (et alors seulement) cette catégorie est stable par limites

projectives finies quelconques, ou encore contient 1'objet final de E .
La sous-catégorie pleine C de E formée des objets cohérents

qui sont algébriques est stable par produits fibrés. Si E est localement

algébrique i.e. localement cohérent, dire que E est algébrique revient

3 dire que C est &galement stable par noyaux de doubles flaches (2.2.1) ;

et dire que E est quasi-sé@paré revient 3 dire que de plus C est stable

par produit de deux objets (¢f. 1.17). Enfin dire que E est cohérent

revient 3 dire que C est stable par limites projectives finies quelcon—

ques, ou encore qu'il contient l'objet final de E .

2.4.5. Soit E un topos. Pour que E soit localement cohérent (resp.
algébrique, resp. quasi-séparé, resp. cohdrent) il faut et il suffit

qu'il admette une sous-cat@gorie pleine génératrice C formée d'objets
quasi-compacts (gqui seront automatiquement cohérents (2.1)), et qui soit
stable par produits fibrés (resp. par produits fibrés et par noyaux,

resp. par produits fibr&s et par produits de deux objets, resp. par limi-
tes projectives finies quelcongques) ; ou encore que E soit &quivalent 3 un
topos Cm s o C est un U-site dont tout objet est quasi-compact, et oi

les produits fibrés et les produits de deux objets (resp. toutes les

limites projectives finies) sont représentables. (Pour la nécessitd, on
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prend pour C la catégorie des objets de E qui sont cohérents et algé-
briques, et on applique 2.4 ; pour la suffisance, on applique 2.2 (i ter)).

Dans cet &noncé, on peut évidemment supposer encore C U-perit.

2.4.6. Soit E un topos, Si E est algdbrique, un objet X de E est
quasi-séparé (resp. cohérent) si et seulement si le topes induit
E}X l'est. Lorsque E n'est plus supposé algébrique, on peut dire
seulement que EIX est quasi-séparé (resp. cohérent) si et seulement

si X est quasi-séparé (resp. cohérent) et algébrique. Ce n'est pas
grave, vu qu'on n'aura sans doute pas 3 utiliser ces notions en dehors

du cas E algébrique.

2:4.7. Pour que la notion d'objet cohérent (resp. gquasi-séparé d'un
topos E ait des propri&tés satisfaisantes, il faut se bornmer aux cbjets
qui sont de plus algébriques, condition automariquement satisfaite si
E est algébrique. Comme nous n'aurons sans doute jamais 3 travailler
avec des E localement algébriques qui ne soient algébriques, la question
de réviser la terminclogie introduite dans 1.13, en la réservant éven-—
tuellement aux seuls objets algébriques, ne se pose donc pas en termes
bien aigus !

D'autre part, nous nous sommes abstenus de définir la notion
de topos gquasi-compact. Dans 1'esprit du présent numéro, il s'imposerait
d'appeler ainsi les topos algébrigques sont 1l'objet final est quasi-

compact.
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Nous avons hésité 2 introduire un tel usage, car si X est un espace
topologique, il ne serait pas vrai que X est quasi-compact si et
seulement si le topos associé Top(X) 1l'est. On notera & ce propos

que Top(X) est localement cohférent si et seulement =i X admet une
base d'ouverts formée d'ouverts quasi-compacts U tels que pour

Uj’Uk < U, Uj n U, seit encore quasi-compact (et alors Top(X) est
méme alpébrique), Cette condition est vérifiée pour les espaces
topologiques sous—jacents aux schémas, mais rarement pour les espaces

rencontrés par les analystes, fussent-ils (les espaces) compacts.

Explicitons encore, pour la commodité des références :

Proposition 2.5, Soit E un topos aigébrique, f: X —> Y un morphisme

dans E. 51 Y est un objet quasi-séparé (resp, cohérent) de E, alors,

pour dque X soit un obje: quasi-séparé (resp. cohérent) de E, il faut

et il suffit que le morphisme f scit quasi-séparé (resp, cohérent).

La suffisance a déji été vue dans 1.14 (ii), et est vraie
sans hypoth2se sur E, La nécessité dans le cas non respé est vraie
sans supposer mme Y quasi-séparé, et n'est autre que la définition
2.3 via 2,2 i bis). 11 reste 2 prouver que si Y est cohérent et X
cohérent, alors f est cohérent. Comme on sait déja que f est quasi-séparé,
il suffit de voir que f est quasi-compact, ce qui résulte du fait que X

est quasi-compact et Y quasi-séparé (1.13).

209




- 46 = VI

rt

2.6. Soien

E un topos algébrique, f: ¥ — Y un morphisme

dans E , (Y. ————+—Y}ier une famille couvrante, avec les Yi quasi—-séparés

(resp. cohérents). Pour que f soit quasi-séparé (resp. quasi-compacty resp.

cohérent) il faut et il suffit gque pour tout i € I, Ki = X*YT: soit un

objet quasi-séparé (resp. quasi-compact, resp. cohérent) de E .

I1 suffit de conjuguer 1.10 (ii) et 2.5 dans le cas "'quasi séparé"
ou "cohérent" ; le cas '"quasi-compact" a déja été vu dans 1,16, On
notera que la nécessité de lz condition énoncée dans 2.6 est &également

valable sans hypothése sur le topos E.

On trouve comme cas particulier de 2.6 :

Corollaire 2.7. Soient E un topos cohérent, X un objet de E. Pour que X

scit un objet quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) de E,

il faut et il suffit qu'il soit quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp.

cohérent) au-dessus de l'objet final (1.9.2).

En particulier, X est constructible (1.9.2) si et seulement

s'il est cohérent,

Corollaire 2.8, Soient E un topos localement cohérent, f: X —> Y un

morphisme dans E. Pour que f soit quasi-séparé, il faut et il suffit

que pour tout objet quasi-séparé Y' de EfY 5 E*(Y')=XXYY' soit un

objet quasi-séparé de E g (ou de E, celas revient zu meme (1,20.2)),
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Le "il faut" est valable sans condition sur E, car si Y' est
quasi-séparé, comme f' : K'=XXYY' —> Y' est quasi-séparé par changement
de base, X' est quasi-séparé (1.14 (ii)). Pour la réciproque, notons
cu'il existe unme famille couvrante Yi — Y de Y par des objets
quasi~séparés et algébriques. En vertu de 1,10 (ii), pour vérifier que
f est quasi-séparé, il suffit de vérifier que les fi : xi = KxYYi —_ Yi
le sont. Or l'hypoth2se sur f% implique que les Xi sont quasi-séparés,

donc les fi le sont puisque EfY est un topos algébrique.
i

Remarque 2.8.1. Les énoncés 2,5 et 2.6 restent valables si on y remplace

1'hypothése E algébrique" par 1'hypoth&se plus générale "Y est algébrique',
comme on voit trivialement en appliquant 1'énoncé primitif au topos

induit EfY » qui est algébrique, De mEme, dans 2.8 il suffit de supposer

que EKY (au lieu de E) seit localement cohérent.

Proposition 2.9. Soient E un topecs, C une sous-catégorie de E. Les

conditions suivantes sont &gquivalentes :

(i) E est localement cohérent (resp. cohfrent), satisfait aux

conditions équivalentes de 1,25, et C est la sous-catégorie pleine Ecoh

de E formée des objets cohérents.

(ii) € est une socus-catépgorie strictement pleine pénératrice

de E, stable par limites inductives finies et par produits fibrés

(resp. et par limites projectives finies), et est formée d'objets
’

quasi-compacts,
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L'implication (i) == (ii) résulte trivialement des définitions
et de la forme 1.25 (ii) des conditions envisagées dans 1,25 ; prouvons
1'implication inverse, Le fait que C soit une sous-catégorie pleine
génératrice, formée d'cbjet quasi-~compacts, et stable par produits
fibrés (resp. par limites projectives finies) implique, par définition,
que E est localement cohérent (resp. cohérent). Le fait gque de plus C
soit strictement pleine et stable par limites inductives finies implique
alors que C = E_n (en vertu de 1.24 (ii) => (iii)), et que la condition

1.25 (ii) est satisfaite, eqfd,

Définition 2,9.1. Un U-topos E est dit parfait s'il est oohfrent (2.3)

et s'il satisfait sux conditions &quivalentes de 1.25, i.e. si la sous-

catégorie ECoh de E formée des objets cohérents de E est stable par

limites inductives finies. On dit que E est localement parfait s'il

existe une famille (Xi)iél d'objets de E courrant 1l'objet final, telle

que pour tout i £ I, le topos induit Efx soit parfait,
i

2,9.2. 11 résulte aussitdt de cette définition qu'un topos parfait
(resp. localement parfait) est cohérent (resp. localement cohérent),
Comme exemples de topos parfaits (resp. localement parfaits), signalons
les topos noethériens (resp. localement noethériens) introduits dans 2,11
ci-dessous (cf. 2.14), le topos zariskien et le topos étale d'un schéma

cohérent (resp. d'un schéma quelconque) (IX, note page 42). Comme
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contre-exemple, signalons le topos fppf d'un schéma S, qui est
localement cohérent (et meme cohérent si S est un schéma cohérent,
i.e. quasi-compact et quasi-séparé) (VII 5.6), mais qui n'est pas
localement parfait si S # @ (1.28 £)).

Dans un topos localement parfait, la notion d'objet cons-
tructible est particuli&rement stable (2.9.3 ci-dessous), ce qui est
une raison pourquoi la notion semble intéressante., Une autre raison
est dans le fait gque comme celle de topos cohérent ou localement
cohérent, la notion de topos parfait ou localement parfait est
stzble par rapport a 1z formation du sous-topos fermé complémentaire
d'un ouvert (4,6), et qu'elle se comporte de fagon particuli2rement

simple pour 1'opération de recollement de topos (4.11, 4.14),

Proposition 2.9.3, Scit E un topos localement parfait (2,5.1). Alors

la sous-catégorie pleine Econs de E formée des objets constructibles

de E (1.9.3) est stasble par limites inductives finies (et aussi par

limites projectives finies bien sGr, en vertu de(1.9.3)).

Comme la propriété pour un objet de E d'&tre constructible
est lecale sur E (1.10 (ii)), on est ramené au cas ol E est un topos

parfait., Mais alors Eons = Ecop (2.7), et 1a conclusion résulte de

la définition 2.9.1.

.!a
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Corollaire 2,9.4, Soit E un topos localement parfait, Alors E est

parfait si et seulement si E est cohérent. Pour tout objet X de E,

le topos induit E est localement parfait,

/X

Probléme 2.9.5. Il est concevable que les topos parfaits soient assez

particuliers pour se pr2ter & une théorie de structure assez explicite

(suivant un mod&le proposé par M, ARTIN 2 1'époque du séminaire oral),
Appelons topos fini un topos équivalent & un topos de la forme E, oh C
est une catégorie finie (cf. exercice 3,11), et topos profini un topos
qui est une limite projective filtrante de topos finis (au sens de 6.

plus bas, qui s'applique grace 2 3.12 ¢)). Comme un topos fini est

noethérien (2.17 g)) donc parfait, et qu'une limite projective filtrante

de topos parfaits est parfait (6, ), on voit qu'un topos profini
est parfait. La question qui se pose serait de savoir si réciproquement
tout topos parfait est profini, Cela équivaut A la question si toute
sous-catégorie finie de Ecoh est contenue dans une sous-catégorie

pleine 1'-'0 de Ecch qui est équivalente & une catégorie Fco ot F est

h »
un topos fini (cf, 3,11)., (Si la réponse &tait négative, il y aurait
lieu de trouver des conditions intrins2ques supplémentaires maniables
pour un topos parfait qui assurent qu'il est profini.) Il resterait

enfin & étudier la structure des topos profinis en termes d'une notion

convenable de "catégorie profinie karoubienne", inspirée de IV 7.6 h).

5]
—
¥]
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Cette étude n'a pas été faite encore meme dans le cas particulier ol
E est le topos zariskien, ou &étele, d'un brave schéma cohérent ¥, et
devrait donner alors des invariants profinis plus fins que l'espace
compact Xcons (EGA IV 1. ) associé a X.

Dans le m2me ordre d'idées, signalons la question suivante :
Soit E un topos parfait, E' le topos induit sur un ouvert de E, et E"
le sous-topos fermé correspondant (IV 9.9). Si E' et E" sont des topos

finis, en est-il de mEme de E 7

Proposition 2,10, Soit E un topos. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) E admet une sous-catéporie pleine génératrice stable par

produits fibrés, formée d'objets prénocethériens de E,

(ii) E admet une sous-catégorie pleine pénératrice formée d'objets

préncethériens quasi-séparés (1.3. prénoethériens cohérents),

(iii) E est localement cohérent (2.3) et tout objet quasi-compact

de E est prénoethérien.

(iii bis) E est localement cohérent et admet une famille génératrice

formée d'objets prénoethériens de E.

L'équivalence de (iii) et (iii bis) résulte de 1.32, et il
est trivial que (i) == (iii bis) et (iii) =—> (i), donc (i) équivaut

a2 (iii) et (iii bis). Enfin (i) == (ii) résulte de la dernidre assertion

(5]
]
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de 2.1, et il reste & prouver {(ii) => (i). Cette implication résulte
du fait que la socus-catdgorie pleine de E formée des objets noethériens

quasi-s€parés, si elle est génératrice, est stable par produits fibrés,

AP g———

car un tel produit fibré est quasi-compact en vertu des définitions,
donc noethérien per la premidre assertion de 1,32 ; et il est quasi-séparé

par la derniére assertion de 1.32.

Définition 2.11. Un topos £ est dit topos localement noethérien s'il

satisfait aux conditions équivalentes de 2.10, noethérien si de plus

son objet final est cohérent (ou ce qui revient au méme (1.32) prénoethérien

et quasi-séparé). Un objet X d'un topos E est dit objet noethérien

de E si le topos induit E/K est un topos noethérien,

2.12. S5i E est un topos localement noethdrien, alors il en est de meme
de tout topos induit EIX ; inversement, si on peut trouver une famille

(xi) couvrant l'objet final telle que les E soient localement

/Xi
noethériens, il en est de mBme de E. 5i C est une sous-catégorie pleine
génératrice de E formée d'objets prénoethériens et stable par produits

fibrés (2.11 (i)}, alors pour tout X € C, E ,y est un topos noethérien,

i.e, les objets de C sont m?me noethériens, (car si E est localement

noethérien et X € Ob E, alors EIX est noethérien si et seulement si X
est cohérent). Il s'ensuit qu'un topos E est localement noethérien
si et seulement si on peut recouvrir l'objet final de E par des objets

noethériens xi
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2,13, Dans un topos lccalement noethérien E, tout monomorphisme est
quasi-compact, et tout morphisme est quasi-séparé (1.32), A fortiori,

E est un topos algébrique (2.3) et non seulement localement cohérent

i.e. localement algébrique, Donc un topos E est noethérien si et seulement
si il est localement nsethérien et cohérent (2.3). En d'autres termes,

si E est un topos localement ncethérien, alors les cbjets noethériens

de E ne sont autresque les objets cohérents de E,

2,14, Soit E un topos localement noethérien, Si E est quasi-séparé, i.e,
si son objet final est quasi-séparé, alors tout objet de E est quasi-séparé
(1.32), donc les objets prénocethériens de E sont identiques aux objets
noethériens (i,e, cohérents) de E. Comme un objet quotient d'un objet
prénoethérien est prénoethérien, il s'ensuit que E satisfait aux conditions
équivalentes de 1.25 (puisqu'il satisfait la condition 1,25 (ii bis)).

En particulier, si C est la sous-catégorie pleine de E formée des cbjets

noethériens (= cohérents) de E, alors le foneteur naturel

Ind(C) —> E
est une équivalence de catégories, On conclut de ceci qu'un topos

noethérien est parfait (2.9.1), donc qu'un topos localement noethérien

est localement parfait.
Si on suppose seulement E localement noethérien, il sera encore
vrai que tout objet de E est limite inductive de ses sous-objets

préncethériens (car dans un topos admettant une sous-catégorie génératrice

b
—
L
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formée d'objets quasi-compacts, tout ocbjet est limite inductive filtrante
de ses sous-objets quasi-compacts), Mais comme un objet prénoethérien
de E n'est plus nécessairement cohérent, cet énoncé n'a alors qu'une
utilité trés limitée, et on sait (1.33) que les conditions de 1.25 ne

sont plus nécessairement vérifides.

Exemple 2.15. (Espaces topoloriques.) Scit X un espace topologique,

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : (i) l'espace
topologique X est noethérien (i.e. tout ouvert de X est quasi-compact),
i.e. toute suite croissante d'ouverts de X est stationnaire) ;
(ii) 1le topos Top(X) est noethérien; (iii) l'objet final X de Top(X)
est noethérien ; (iv) 1l'objet final X de Top(X) est prénoethérien.

En effet, on a trivialement (ii) <= (iii) = (iv) <==> (i),
d'autre part (i) implique que 1a sous-catégorie génératrice Quv(X) de
Top(X), qui est stable par limites projectives finies, est formée d'objets

prénoethériens, d'on (ii),

On voit de m2me que 1l'espace topologique X est localement
noethérien (i.e. est réunion d'ouverts noethériens) si et seulement si

le topos Top(X) est localement noethérien.

2.15.1. Ainsi, nos défimitions 1.30, 2.11 sont compatibles avec la
terminologie regue pour les espaces topologiques. D'autre part, ncus

avons tenu dans le cas général 2 donner au terme "objet noethérien"
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un sens plus fort que celui de la notion plus nafve de 1,30, pour que
1'ensemble des propriétés qui s'attachent 2 cette notion (plutdt

que la seule structure grammaticale de la définition) soit biem en
accord avec l'intuition qui s'attache aux espaces topologiques et aux

schémas noethériens.

Le lecteus trouvera d'autres exemples dans les exercices

suivants.

Exercice 2.16. (Espaces & opérateurs et topos classifiants).

Soit X un espace topologique sur lequel opére un groupe discret
G, d'old (IV 2.3) un topos E = Top(X,G). On interpréte les objets X'
de ce topos comme des espaces &talés sur X 3 groupe d'opérateurs G ,

et on note que le topos induit E/K' est canoniquement équivalent

a Top(X',G).

a) Pour que l'objet final du topos E soit quasi-compact, il
faut et il suffit que 1'espace topologique quotient X/G soit quasi-

compact (Utiliser IV 8.4.1).

b) Soit P 1l'objet de E définit par 1l'espace étalé trivial
XxG avec opération diagonale de G . Montrer que le topos induit Efp
est &quivalent au topos Top(X) (comparer IV 5.8.3). En conclure que
E est localement cohérent (resp. localement noethérien) si et seulement
si Top(X) est localement cohérent (cf. 2.4.7) (resp. localement noethé-

rien (ef. 2.15)). Montrer que si E est localement coh&rent, i.e. loca-

lement alpébrique, il est mB8me algébricque, en utilisant la famille
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génératrice formée des objets T, , ol U est un ouvert cohérent de X

L 3
TU = G x U avec opération g.(u,g') = (u,gg') de G , et le morphisme
structural Py ot TU — X défini par PU(u,g] = g.u .

c) Supposons E algébrique, i.e. Top(X) algébrique (2.4.7),
Montrer que le morphisme structural P —> e est quasi-séparé., Montrer
que E est quasi-séparé si et seulement si Top(X) est quasi-séparé
(ou encore l'espace topologique X est quasi-séparé, i,e, 1'intersection
de deux ouverts quasi-compacts de X est un ouvert quasi-compact), et

G est fini ou X vide. (Comparer 1.33.,)

d) Montrer que le morphisme structural P —> e est quasi-compact
si et seulement si G est fini. Montrer que E est cohérent (resp. noethérien)

si et seulement si Top(X) l'est, et G est fini ou X vide.

e) Soient E un topos, G un Groupe de E, d'od un topos
classifiant B, (IV 2.4). Faire 1'étude des conditions de finitude dans
BG » en s'inspirant de ce qui précide. M2me question lorsqu'on part
d'un pro-groupe strict G = (Gi)iEI de E. En particulier, on verra que

si E est cohérent (resp. noethérien) et les G; sont cohérents, alors B

est cohérent (resp. noethérien).

Exercice 2,17, (Topos de la forme C.) Soient C une catégorie &quivalente

34 une catégorie € U, et E = € la catégorie des préfaisceaux sur C. Par
le foncteur canonique ¢ : C —> E, on identifie C & une sous-catégorie

pleine de E.
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a) C est une sous-catégorie génératrice de E formée d'objets
quasi-compacts. Pour que ceux-ci soient prénocethériens (cf. 1.32), il
faut et il suffit que pour tout objet X de C, tout crible de X soit
engendré par une famille finie de morphismes Xi —> X de C. Pour que
1'objet final de E soit quasi-compact (resp. prénoethérien), il faut
et il suffict qu'il existe une sous-catégorie finale de C dont 1'ensemble
d'objets soit fini (resp. que tout crible de C soit engendré par une
sous-catégorie de C dont l'ensemble d'objets soit fini).

b) Pour que E admette une sous-catégorie génératrice formée
d'objets cohérents (ou encore, quasi-séparés), il faut et il suffit
que les objets de C soient cohérents dans E, ou encore que pour deux

£

fléches Y —> X, Z £ x dans C, l'objet Yxxz de E soit quasi-compact

i,e, on peut trouver une famille finie de carrés commtatifs dans C

AN
ONA

telle que tout autre carré commutatif dans C

7 o,
oA
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provienne d'un morphisme T —> T, . (Noter que si (FiJ est une

ie1
famille génératrice de E, tout X € ob C est isomorphe 3 un facteur direct
d'un des Fi')

c) Pour que E soit localement cohérent, i.e, soit engendré
par une famille d'objets cohérents et algébriques, il faut et il suffit
que les objets X de C soient des objets cohérents et algébriques de E;
i.e. que la condition de b) soit vérifiée, ainsi que la condition suivante :

pour toute double fléche f,g: Y ____;Z de C au-dessus d'un objet X de C,

le noyau de cette double fl&che dans E est un objet quasi-compact de E,

i.e. il existe une famille finie de diagramme commutatifs dans C

£.2
T T —— 2 3

telle que tout autre diagramme commutatif dans C

£, g
T > Y et

provienne d'un morphisme T —> Ti . Pour que E soit algébrique, il faut

et il suffit qu'il satisfasse 2 1a condition de b) et & la condition
précédente, mais oli on prend une double flache quelconque (f,g) de C

(pas nécessairement au-dessus d'un objet X de C). Pour que E soit
quasi-séparé, il faut et il suffit qu'il satisfasse les conditions de b),

et que de plus pour deux objets X,Y € ob €, le produit XxY¥ dans E soit
quasi-compact. Pour que E soit cohérent, il faut et il suffit qu'il

satisfasse aux deux conditions précédentes, et qu'il existe une sous—~-catégorie

finale de C dont 1l'ensemble sous-jacent soit fini,
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d) Donner un exemple ol les objets de la sous-catégorie
génératrice C de E sont préncethériens, mais ot E n'admet pas de
famille génératrice formée d'objets cohérents (i.e. (b)) ot les objets
de C ne sont pas tous cohérents). Prendre pour ceci pour C la catégorie
eyant des objets X,T, (i = 0,1, ...) et e (1'cbjet final), les seuls
morphismes entre ces objets en plus des morphismes structuraux dans e

et des identités, étant des morphismes u, : Ti — X, vy ot X ——?—Ti

i
soumis aux conditions u.,v, = id, , et enfin p.= v.u. (satisfaisant
- i ii

nécessairement piz = id, ). On vérifie que lesseuls cribles de X ou

i
d'un Ti sont les deux cribles triviaux, et que e admet exactement un

» crible non trivial, donc en vertu de a), les objets de C sont des ocbjets
prénoethériens de E. Cependant, le produit XX X dans E n'est pas
quasi-compaet, car il ne satisfait pas au critgre de b),

e) Donner un exemple ol la sous-catégorie génératrice C de E
1 est formée d'objets cohérents de E, mais od E n'est pas localement

cohérent. Prendre pour ceci pour C la catégorie dont 1'ensemble des

objets est formée d'objets distincts e (l'objet final), Y,Z et Ti(i=0,1,...3

s
avec commé seuls morphismes entre ces objets, en plus des morphismes

dans 1l'objet final e et des morphismes identiques, des morphismes

f,g: Y ::::gY, soumis aux conditions fui = gu; . On vérifiera que C
satisfait 2 la condition de b) (awvec un peu de patience ; on trouve que

L

tous les produits fibrés d'objets de C sont isomorphes 2 GE ou sont
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dans C, a l'exeption de erz et Y?ez qui sont recouverts par deux
€léments de C), mais évidemment Ker(f,g) ne satisfait pas 3 la condition de ¢,
f) Donner un exemple ol C est stable par produits fibrés
(a fortiori, E est un topos localement cohérent i.e. localement algébrique)
mais ob E n'est pas un topos algébrique, (Prendre 1'exemple donné dans
d), et la sous-catégorie pleine C' de E formée des objets Y,Z, T, (i>0)
et GE).
g) Suppssons la catégorie C finie. Prouver que le topos E
est noethérien, que ses objets noethériens (i.e, qua si-compacts) sont
les contrafoncteurs F: C° —> (Ens) tels que pour tout objet X de C, F(X)
soit un ensemble fini, et que les foncteurs fibres sur E transforment
objets noethériens en ensembles finis (cf. IV 7.6. h)).
h) Supposons que tout morphisme f: X —> X de C se factorise
en un composé ip, od i est un monomorphisme et oit p admet un inverse
2 droite. Soit X un objet de C, I(X) l'ensemble de ses sous-objets au sens
de C, considéré comme un ensemble ordomné, S(I(X)) 1'ensemble des
parties U de I(X) telles que pour deux é&léments X',X" € I(X), X' € U et
X" <= X' implique X" € U, Montrer que l'ensemble ordonné des sous-objets
dans E de X est isomorphe 3 1'ensemble S(I(X)) (ordonné par inclusion).
En conclure que si I(X) est fini, zlors X est un objet préncethérien de E.
En particulier, si (en plus de la condition de factorisation ci-dessus)

C est stable par produits fibrés (resp. par limites projectives finies)
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et si pour tout X € ob C, l'ensemble I(X) des sous-objets de X dans C

est fini, alors le topos E est localement noethérien (resp. noethérien).
i) Soit C la catégorie des ensembles finis (ou, au choix,

des ensembles finis non wvides) £ U, de sorte que E = E est la catégorie

des ensembles simpliciaux augmentés (resp. des ensembles simpliciaux

tout court), Montrer que E est un topos noethérien, (Utiliser h).)

Premant un pro-ocbjet (X.) non essentiellement constant de C, montrer

17ieX
que E admet des foncteurs fibres qui ne transforment pas objets
noethériens en objets noethériens (i.e. en ensembles finis),

i) On considire le diagramme d'implications suivant de

propriétés pour un topos E :

E est noethérien = E est localement noethérien

E est cohérent =—> E est zlgébrique

J

E est loc. cohérent, i.e.
engendre E

Eprénoeth engendre E

Ecohalg

I

E on engendre E

Ple—

quepet engendre E o

Montrer que toutes les implications de ce diagramme sont strictes, et
qu'il n'y a pas entre les notions envisagées d'autres implications que

les implications composées du diagramme précédent. Ici E

coh? EqucPct g
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Eprénoeth’ Ecohalg désignent respectivement les sous-catégories pleines
de E formées des objets cohérents, resp. quasi-compacts, resp. prénoethé-
riens resp. cohérents et algébriques de E, (On se bornera & des topos
de la forme E , en utilisant les résultats énoncés dans d), e), f).)

k) Résoudre la question suivante (dont le rédacteur de ces

lignes ignore la réponse) : E = © peut-il 2tre localement noethérien

sans que les Hom(X,Y) (pour X,Y € ob C) soient finis ?

Exercice 2,18, Soit E un topos.

a) Soit X un objet prénocethérien de E. Montrer que X est
isomorphe 2 une somme finie d'objets connexes (IV 4.,3,5) de E. (Montrer
par 1'absurde qu'une suite croissante de partitions de X (IV 8.7) est
stationnaire.)

b) Soient X un objet de E, (Ei PXy ——>-x)iEI une famille
couvrante de X. Montrer que si chacun des xi est isomorphe & une somme
d'objets connexes de E, il en est de mfme de X. (Se ramener au cas
o1 les xi sont connexes, puis au cas ol ce sont des sous-objets de X,
et considérer alors sur l'ensemble d'indices I la relation d'équivalence
R engendrée par la relation XiPKj # @E » et montrer que si J=I/R, X
est somme des X(j)= Sup X, .)

i~
¢) Conclure de b), que si on désigne par (X,)

i"iel
une famille génératrice de E, alors E est localement connexe (IV 8.7, L))

=]
Ia
=
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si et seulement si chacun des X, (i€1) est isomorphe 3 une somme
d'objets connexes de E,

d) Conclure de a) et ¢) que si E admet une sous-catégorie
génératrice formée d'objets prénoethériens, en particulier si E est
localement noethérien, alors E est localement connexe, et a fortiori
est isomorphe au topos somme (IV 8.7 b)) d'une famille de topos connexes
(IV 8.7 e)) i.e. dont 1'objet finalest connexe. (En particulier, on
peut associer 2 E, pour tout morphisme f: P —> E, ol P est un topos
"connexe non vide et simplement connexe' (IV 2.7.5) un pro-groupe
fondamental ﬂi(E,f) ; on notera que si E est localement noethérien "mnon vid."
on peut toujours trouver un tel f, avec P le topos ponctuel, grice

2 perteNe (f9] )4

3. Conditions de finitude pour un morphisme de topos.

Définition 3.1. Soit £ : E' —> E un morphisme de topos. On dit que f

est quasi-compact (resp, quasi-séparé) si pour tout objet quasi-compact

(resp. guasi-séparé) X de E, f#(X) est quasi-comsact (resp. guasi-séparé),

On dit que f est cohérent si f est quasi-compact et quasi-séparé.

3.1.1. On notera que si f poss2de une des propriétés précédenctes, =slors
tout morphisme de topos isomorphe & f posséde la m@me propriété, Il

est trivial également que le composé de deux morphismes de topos gquasi-—
compacts (resp. quasi-séparés, resp. cohérents) est encore quasi-compact

(resp. quasi-séparé, resp. cohérent).
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troposition 3.2, Awvec les notations de 3.1, soit (xi)iE une famille

I
Bénératrice d'objets quasi-compacts (resp. cohérents) de E. Supposons,

dans le cas respé, que E' admette une famille génératrice formée

d'objets guasi-compacts., Pour que f soit quasi-compact (resp. cohérent),

il faut et il suffit gque pour tout i € I, f*(XiJ soit quasi-compact

(resp. cohérent).

La nécessité de 1la condition est triviale, Pour la suffisance
dans le premier cas, on note que pour tout objet quasi-compact X de E,
il y 2 une famille épimorphique finie de morphismes xi —> X, donc il y
a une famille &pimorphique finie f*(Ki) —> £%(X), avec les f*{Ki)
quasi-compacts par hypothese, donc £#(X) est quasi-compact (1.3)., Dans
le deuxigme cas, il reste 2 voir que si ¥ est un objet quasi-séparé de E,
alors f*(X) est quasi-séparé, L'hypothase sur X peut s'exprimer (1.17)
par l'existence d'une famille épimorphique de morphismes xi —=> X telle
que les xixxxj soient quasi-compacts. Ceci dit, on aura une famille
couvrante f*(xi) —> f#(X), telle que les produits fibrés f*(xi)x

f#(X)

sont quasi-compacts (puisque en vertu de a), f* transforme objetsquasi-compacts

f*(xj)

en objets quasi-compacts), Comme les f*(xi) sont cohérents , on conclut

encore 3 l'aide de 1.17.

Corollaire 3.3. Soient C et C' deux U-sites od les produits fibrés

soient représentables et ol toute fazmille couvrante admet une sous-famille

couvrante finie, g : C —> C' un morphisme de sites (IV 4.9.1), Alors le

morphisme de topos f: CT —> C'"™ défini par gz est cohérent,
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En effet, sC(C) (resp. EC.(C'}) est une famille génératrice

de C (resp. de C') satisfaisant les conditions respées de 3.2 (2.1.1).

Proposition 3.4. Soient E un topos localement cohérent (2.3

£ : X —> Y une fléche de E, d'oli un morphisme de topos induits

(Iv (5.5.2)) E —> E Pour que ce dernier soit un morphisme de

/X

b S
topos quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent), il faut

et il suffit que f soit un morphisme quasi-compact (resp. guasi-séparé,

resp. cohérent).

Le cas "quasi-compact'" est trivial en vertu des définitions
(sans condition sur E), le cas ''quasi-séparé" n'est autre que 2.8, enfin

le cas "cohérent" résulte de la conjonction des deux cas précédents,

Proposition 3.5. Scit f: E' —> E un morphisme de topos localement

cohérents, Soit (Xi)iGI une famille génératrice dans E formée d'objers

cohérents algébriques, Les conditions euivantes sont &quivalentes :

(i) Pour toute fliche u Quasi-compacte de E, f#(u) est quasi-compacte,

(i bis) Pour toute fl2che u: X, —> X £#(u) est quasi-compacte,

(ii) Pour tout objet cohérent Y' de E', tout objet cohérent algébrigue

Y de E, et toute flache v : Y' —> f#(¥), le morphisme de topos corres-

pondant

27
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composé du morphisme de localisation E}Y,-€> E;f*(Y)

f ; i :
(IV (5.5.2)) et du morphisme Eff*(Y) —> E induit par £ (IV (5.10.1))

déduit de v

/'Y

est cohérent.

(ii bis) Meme condition que dans (ii), mais en se bornant A un

ensemble de données va 2 Y&_———} f*{Ya) tel que les Yé soient algébriques

et recouvrent 1'objet final de E' .

(ii ter) (Lorsqu'on se donne une famille pénératrice (x;,) dans

i'er!

E' formée d'objets cohérents, et pour tout i'€1', un i € T et une fléche

Vil X{, —_— f(Xi).) Pour tout i'€I' , le morphisme de topos

1 5
Efxin —_— Efx défini par v; est cohérent,

Comme toute flache xi —_— Xj est quasi-compacte, il est
€vident que (i) == (i bis). Inversement, supposocns (i bis) vérifié
et prouvens (i), Soit u: X —> Y une fl2che quasi-compacte de E, En
termes d'une famille &pimorphique Xi———9-7, 1'hypoth&se sur u s'exprime
donc par le fait que les XxYxi sont quasi-compacts (1.16), i.e. qu'il
existe pour chaque i une famille finie épimorphique de morphismes
Xj ~——9-XxYxi (1.3). Alors on a une famille épimorphique correspondante
E*(Xi) — £¥(Y), telle que pour tout i on ait une famille épimorphique
finie f*{xj) _ f*(xxtxi) e f*(X)xf*(Y)f*(xi}’ dont le composé
avec la projection pr, dans f*(xi) est un morphisme quasi-compact
f*(xj) —_— f*(xi), grace a 1'hypothése (i bis), Il s'ensuit (1.11 (i))
que pour tout i, pr, : f*(x)xf*(y}f*(xi] est quasi-compact, donc (1,10 (ii))

£#(u) : £%(X) —3> £%(Y) est quasi-compact.

o]
ha
-]
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Il reste 2 prouver les implications (i) === (ii) et

(ii bis) == (i), 1'implication (ii) => (ii bis) étant triviale,
et (ii ter) étant un cas particulier de (ii bis)., L'implication

(i) = (ii) est immédiate : en effet, un objet X de E,_ est quasi-compact

¥
(resp. quasi-séparé) si et seulement si le morphisme structural X —> ¥
(resp. le morphisme diagonal X —> XxYX} est quasi-compact (2.7), et

s on a le méme crit®re de quasi-compacité et de quasi-séperation pour
£*(X'). Prouvons enfin (ii bis) ===> (i). Soit donc u: X —> ¥ une
fléche quasi-compacte dans E, prouvons gue f#(u) est gm-zi-compacte.

) Comme les Y& recouvrent l'objet final de E', il suffit de prouver

P | que les f*(u)lY& sont quasi-compacts (1.10 (ii)), Or. ces morphismes

ne sont autres queles E:(u]Ya), et on est domc réduit & prouver ceci :

Corollaire 3,6, Scit f: E' —> E un morphisme cohérent de topos

1 localement cohérents. Alors pour tout fléche quasi-compacte u de E,

f*(u) est guasi-compacte.

Grace & 1'implication (i bis) ==> (i) de 3.4 déja prouvée,
il suffit de prouver que si u: X —> Y est une flache de E, avec X, Y
cohérents, alors f#(u) est un morphieme quasi-compact, ce qui résulte
aussit8t de 1'hypoth2se sur £, impliquant que £#(X) et £%#(¥) sont

€galement cohérents.

(5]
[§8]
o
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Définition 3.7. Spit £ @ E' —— E un morphisme de topos localement

cohérents. On dit que f est localement cohérent s'il satisfait aux
LS ot

conditions @quivalentes de 3.5. |

Remarquons que "localement" signifie local en haut.

i M I Cette notion ne dépend encore que de la classe d"isomorphie du
morphisme de topos f , et elle est manifestement stable par composition
de morphismes de topos. De plus, en vertu de 3.5, si f est cohdrent il

est localement cohérent, la réciproque &tant vraie si E' et E sont cohé—
rents (en vertu de 3.5 (ii bis)). Du critdre 3.5 (ii bis) résulte aussitdt

le critére suivant :

Corollaire 3.7. Soient f: E' —> E un morphisme de topos localement

cohérents, (Yi) s LHL) deux familles d'objets de E et de E', et

igl i"i€1
pour tout i € I v,: Yi —_— f*(!i) un morphisme, d'od un morphisme de

topos

- 1
fv' : EIY'
i i

—--—}E},Yi .

Supposons que les Y!

{ Eecouvrent l'objet final de E', Alors f est localement

cohérent si et seulement si pour tout i € I, £, 1l'est,
i

En particulier, appliquant ceci au morphisme identique d'un

topos induit, on trouve :

Corollaire 3.8, Scoient E un topos localement cohérent, v: X —> Y une

fléche de E. Alors le morphisme des topos induits E e ¥ défini

Ey

/X
par v est localement cohérent,
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Remarque 3.9, Il semble que tous les morphismes de topos algébriques
qu'on ait rencontrés en pratique soient localement cchérents (c'est
pourquoi le terme "localement cohérent"” n'est pas appelé sans doute

2 un tr2s grand usage). Il revient au méme d'affirmer que les morphismes
de topos cohérents qu'on & rencontrés en pratique sont cohérents., Cn
peut cependant construire des morphismes non cohérents de topos
cohérents, et plus particuliérement, un morphisme non cohérent du

topos ponctuel (IV 2,2) dans un topos noethérien E, cf. 2,17 1i).

Exemples 3,10, (Topos associés aux schémas.) Reprenons 1'exemple

1.22 de la catégorie (Sch) avec des topologies T, de SGA IV 6.3.

Soit, pour tout schéma X, X le V-topos défini par le site induit

T,
i

(Sch)lx . Alors le morphisme de schémas f: X —> Y définit un morphisme

de topos £ X —_— YT , et il résulte de 3.4 et de 1,22 que ce

Ti : Ti i
dernier morphisme de topos est quasi-compact (resp, quasi-séparé,
resp. cohérent) si et seulement si le morphisme de schémas f est
quasi-compact (resp, quasi-séparé, resp., cohérent) au sens habituel
de EGA IV 1, En tout état de cause, ET. est localement cohérent en
vertu de 3.8, )

On peut aussi associer & um schéma X les U-topos Top(X)
et Top{Xét) comme dans 1.221, et 3 tout morphisme de schémas

f i X— ¥ sont alors asscciés des morphismes Top(f) et

Top{fét] des topos correspondants. Soit T(f) 1'un de ces deux
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morphismes de topos. On vérifie immédiatement via 3.2 que ce morphisme
de topos est toujours localement cohérent, et qu'il est quasi-compact
(resp. quasi-séparé, resp. cohérent) si et seulement si le morphisme

de schémas f est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp, cohérent)

au sens habituel,

Ces observations montrent donc encore que la terminclogie
introduite dans le présent numéro est compatible avec la terminoclogie

regue en théorie des schémas, et mérite donec d'2tre acceptée par le

lecteur le plus récalcitrant,

Exercice 3.11. (Topos cohérents et prétopos,)

a) ©On appelle U-prétopos (ou simplement prétopos), une catégorie

C satisfaisant aux conditions suivantes :

1) Les limites projectives finies dans C sont représentables,
2) Les sommes finies dans C sent représentables, elles sont
disjointes et universelles,

3} Les relations d'équivalence dans C sont effectives, et

tout épimorphisme dans C est effectif universel.

4) C est équivalente 2 une catégorie € U

Montrer que si E est un U-topos cohérent, alors la sous~catégorie pleine
Ecoh de E formée des objets cohérents de E est un U-prétopos, et

que le foncteur d'inclusion Ecoh —= E est exact i gauche, commute

ra
L
ka
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sux sommes finies et au passage au quotient par des relations
d'équivalence, (Utiliser 1,5.3, 1.15 et 1,17.1). Montrer que la
topologie induite par E sur C est la topologie "précanonique', i,e.

la topologie dont les familles couvrantes Xi —> X sont celles qui
admettent une sous=-famille finie couvrante pour la topelogie canonique
de C. Par suite E se réconstitue & équivzlence prés par la connaissance
du prétopos C = Ecoh,comme le topos C~ (C étant munie de sa topologie

précanonique).

b) Soit C un U-prétopos. Munissons C de la topologie précanonique,
Montrons que tout morphisme f de C se factorise en f" £', avec £' un
épimorphisme et f" un monomorphisme, Montrer que le topos E = C  est
cohérent, et que le foncteur canonique ¢ : C —> E induit une équivalence
de C avec la sous~catégorie Ecoh de E, (Montrer d'abord que ¢ est un
foncteur pleinement fidéle exact & gauche commutant aux sommes finies
et a2u passage au quotient par une relation d'équivalence, puis qu'un
sous-objet cohérent dans E d'un objet de C est dans 1'image essentielle
de C.) Par suite, le U-prétopos C se réconstitue & &quivzlence de

i~

catégories pré&s quand on connait le U-topos associé E = C

c) Scient C et C' deux U-prétopos. Montrer gue pour qufun foncteur
@ : €' —> C soit un morphisme de sites de C dans C' (pour les topo-
logies précanoniques), il faut et il suffit que o soit exact & gauche,

et commute aux sommes finies et au passage z2u quotient par une relation

d'équivalence,
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d} Avec les notations de ¢), supposons que C et C' soient
associés & deux U-topos cohérents E, E' comme dans a). Montrer que

le foncteur canonique (IV 4.9.3)

Morsite(C,C') —— Homtop(E,E')

induit une équivalence du premier membre (explicité dans c)) avec

la sous~-catégorie pleine du deuxidme formé des morphismes de topos

E —> E' qui sont cohérents, un foncteur quasi-inverse étant obtenu

en associant 3 tout morphisme cohérent de topos f: E —> E' le foncteur

' = ot = : 5 »
ECoh c ———9-Ec0h C induit par £%* ,

e) Soient C un U-prétopos et E = ¢ , Exprimer directement en
termes de propriétés d'exactitude de C les conditions équivalentes de
1.25. (Consulter 1.28 b.) Montrer qu'un objet X de C est noethérien
dans E si et seulement si toute suite croissante de sous-objets de X
dans C est stationnaire, donc que E est noethérien si et seulement

si tout objet de C satisfait 2 la condition précédente,

Exercice 3,12. Un topos E est appelé un topes fini s'il existe une
catégorie finie C telle que E soit équivalent a E.

a) Pour que E s6it un topos fini, il faut et il suffit que E
admette suffisamment de points essentiels (IV 7.6 b)), et que la

catégorie Pointess(E) des points essentiels de E soit &quivalente 2

une catégorie finie.(Utiliser IV 7.6 d) et h).)
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b) Supposons E fini., Prouver que tout point de E est essentiel,
Prouver que les 2-foncteurs EM—> Point(E) et C+—> C &tablissent
des 2-équivalences entre la 2-catégorie des topos finis E, et 1la
2~catégorie des catégories karoubiennes (IV 7.5 2)) C qui sont
équivalentes a des catégories finies, et que tout morphisme de topos

finis est essentiel (IV 7.6 a)). (Utiliser a) et IV 7.6 h).,)

c) Supposons E = ¢ s avec C équivalente & une catégorie finie ,
et soit F un topos cohérent, Rappelons (IV (4.6,3.1)) que les morphismes
de topos £ : E —> F correspondent aux foncteurs u : C —3 Point(F),
Montrer que pour que f soit cohérent, il faut et il suffit que f
transforme point cohérent de E (3.1) en point cohérent de F, ou
encore que pour tout X € ob C, u(X) soit un point cohérent de F.
(Utiliser 3.2 et 2,17 g).) En conclure que tout morphisme f: E —> F

d'un topos fini dans un topos fini est cohérent.

d)s Soit X un espace topologique sobre (IV 4,2,1), Pour que le
topos Top(X) (IV 2.1) soit fini, et faut et il suffit que X soit un

ensemble fini. (Utiliser IV 7.1.6.)

4., Conditions de finitude dans un topos obtenu par recollement,

Le présent paragraphe ne sera plus utilisé dans la suite
du Séminaire.
4.1, Soient E un topos, U un ouvert de E (i.e, un sous-objet de 1l'objet

final de E), et considérons les sous-topos ouverts et fermés corres-

(]
{7
P
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pondants de E (IV %)

Nous désignerons par
JEE'"=—>E , L {iE"—>E
les morphismes de topos canoniques, Rappelons (3.4) que pour que j

soit un morphisme quasi-compact (resp. cohérent) de topos, il faut

et il suffit que l'inclusion

de U dans 1l'objet final de E (inclusion que nous noterons également j)
soit un morphisme quasi-compact (resp. cchfrent) dans E ; d'autre part,
j ¢+ E' —> E est toujours quasi-séparé (car j : U—=> e 1l'est (1.5.1).
Nous nous proposcons de donner des critdres pour que le topos E" soit
cohérent, et le morphisme de topos i: E" —> E soit cohérent, Notons

d'abord :

Proposition 4.2. Les notations étant celles de 4.1, le morphisme

d'inclusion i: E" —> E est gquasi-ccmpact, i.e. pour tout objet

quasi-compact X de E, 1l'objet i*(X) de E" est gquasi-compact ; de plus,

si X est prénoethérien (1,30), i*(X) est prénocthirien,

Cela résulte de la définition 1,1 et du
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Lemme 4,.2.1, L'application Y+ i#*(Y) induit un isomorphisme d'ensembles

ordonnés entre l'ensemble des sous-objets de X qui contiennent le

sous=-cbiet Xy = XxU de X, et l'ensemble des sous-objets de i*(X).
e ——— —_—

Hotons que, i, &tant conservatif (car pleinement fidéle)
et exact a gauche {(en particulier, commutant aux produits fibrés),

il s'ensuit zussitdt qu'un morphisme u: Y —> Z dans E" est un mono-

morphisme si et seulement si i,(u) : i,(¥) Z {02} Ttest, Ti

s'ensuit aussitdt, identifient (par i,) E' 2 la sous-catégorie pleine
de E formée des objets Z satisfaisant aux conditions équivalentes de

IV 9.7 1), que les sous-objets dans E' de 1'objet Z de E" s'identifient
aux sous-objets Y de Z dans E qui veulent bien appartenir & E", ou,

ce qui revient au m@me, qui contiennent ZU ——= U. Or pour Z de la

forme i i#*(X) = KCU donné par la somme amalgamée IV (9.5.1),

x £

1% = Xpy = XAy v
U

la donnée d'un sous-objet Y de ce dernier dams E équivaut 3 1la donnée

d'un couple formé d'un sous-objet ¥, de X et d'un sous-objet Y2 de U,

avec la condition que les images inverses de ces sous-objets dans XU

coTncident, La condition que Y contienne U signifie alors que Y,=U,

et la condition qui reste sur Y1 est que Yl contienne XU . Celea
établit donc une bijection entre 1'ensemble des sous-objets de i#(X)

dans E", et l'ensemble des sous-objets de X qui contiennent XU . Il

Ia
sk
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est clair que c'est un isomorphisme d'ensembles ordonnés, et que

1'application inverse est bien celle znnoncée dans 3.14,1.

Corolleire 4.3, a) Soit X un objet de E. Pour que X soit quasi-compact,

il suffit que i*(X) et j*(X) le soient, et cette condition est également

nécessaire si j: U —> ¢ est gquasi-compact,

b) Soit Y un objet de E", Pour que Y soit quasi-compact, il suffit

que i,(Y¥) le soit, et cette condition est également nécessaire si U

€5t _quasi-compact.

Démonstration, a) La suffisance résulte de la définition 1.1 et du
fait que le couple (i#%*,j#) est conservatif (IV 9.11 3)). La nécessité
résulte du fait que i et j sont quasi-compacts (en vertu de 3,14
et de l'hypoth&se que j est quasi-compact).

b) Comme Y = i#i _(Y), la suffisance résulte de 4.2. La nécessité
résulte de la suffisance dans a), compte tenu que i¥*i (Y) ==Y et

J*LY) = U,

Corollaire 4.4, Soit Y un objet de E". Si U est quasi-compact ou si

E admet une famille génératrice formée d'objets quasi-compacts, alors

pour que Y soit quasi-séparé (resp, cohérent), il suffit qu'il en soit

ainsi de i,(¥). Si U est quasi-séparé (resp. cohérent) et si j: U —> e

est un morphisme quasi-compact, alors pour que Y soit quasi-séparé

(resp. cohérent), il faut que 1,(Y) le soit.

(]
("]
=
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Le cas respé résulte du cas non respé, compte tenu de 4.3 b),

Supposons i,(Y) quasi-séparé, et prouvons qu'il en est de m@me de Y,
sous l'une des deux hypoth2ses faites. Il faut donc prouver que pour
deux objets quasi-compgcts Y' et Y" au-dessus de Y, le produit fibré
y'xYY” est quasi-compact., Lorsqu'on suppose Y quasi-compact, on note
qu'il suffit de prouver que iﬁ(Y‘xYY") est quasi-compact (4.3 b)),

ce qui résulte du fait que i,(Y') et i, (Y") le sont (4.3 b)), utilisant
ici la quasi-compacité de U), que i, commute aux produits fibrés, et
1'hypothésa 1,(Y) quasi-séparé. Lorsqu'on suppose que E zdmet une
famille génératrice formée d'objets quasi-compacts, alors i,(Y') est
limite inductive filtrente de ses sous-objets quasi-compacts K&,donc

Y' = i®i_ (Y') est limite inductive filtrante de sous sous-objets
i*{x&}, et comme Y' est quasi-compact, il est égal a un des i*(x&).

De meme Y" est de ls forme i*{x%), ot x% est un sous-ocbjet quasi-compact

de i (Y"), Ma2is alors Thix " = i%(X] X ), et comme X'x_ X"

m”
i*(‘z’) g8 1*(‘1') 2
est quasi-compact en vertu de 1'hypothése i*(YJ quasi-séparé, il

s'ensuit que Y'XYY" 1'est aussi en vertu de 4,2,

Inversement, supposant U quasi-séparé et j: U —> e
quasi-compact, montrons que si Y est quasi-séparé, il en est de mime
de 1,(Y), i.e. que pour deux objets X',X" quasi-compacts au-dessus de
i (¥), le produic fibré x’xi*(Y}x" est quasi-compact, Pour ceaci,

appliquant 4.3 a), il suffit de prouver que son image par i%* est

et
i
0

241



quasi-compact (ce gqui résulte de 4.2 et de 1'hypoth&se que Y est
quasi-séparé) £t que son image par j¥ est quasi-compact ; or cette
dernidre est j*(X')xj*(X"), et est bien quasi-compacte car FEOL)

et j*(X") le sont (j étant quasi-compact) et U est quasi-séparé.

Corollaire 4,5, Supposons que E admette une sous~catéeoorie génératrice

formée d'objets quasi-compacts (resp. prénoethériens), alors il en

est de mPme de E",

Cela résulte de 4,2 et du

Lemme &.5.1, _i_(xaja_est une famille génératrice dans E, alors

(i*{xa))u_est une famille génératrice dans =",

Cela signifie en effet qQue la famille des foncteurs
¥ = Hom(i%®(X_),Y)

sur E" est conservative, or on a Hcm(i*(xa},Y) — Hom(xa,i*(Y)), et

il suffit d'utiliser le fait que le foncteur i, est conservatif.

Proposition 4.6. Les notations sont celles de 4.1,

2) Si E admet une famille 2énératrice formée d'objets cohérents,

il en est de m2me pour le sous-topos fermé E", et le morphisme

d'inclusion i: E" —> E est cohérent,

b) Supposons que le morphisme j: U—> e dans E soit quasi-compact.
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5i E est localement cohérent (resp, cohérent, resp. quasi-séparé,

—_—

resp, localement noethérien, resp. noethérien, resp, localement parfait,

resp, parfait) il en est de mBme de E", et le morphisme d'inclusion

i + E" —> E est cohérent,

a) La premiére assertion résultera de la seconde et de 4,5.1.
En tous cas, 4.5 implique que E" admet une famille génératrice formée
d'objets quasi-compacts, denc 3,2 s'applique et nous montre gu'il suffitc
de vérifier que pour tout objet cohérent X de E, 1l'objet i®*(X) de E"
est cohérent, Utilisant la compatibilité de la formation du topocs
complémentaire d'un ouvert avee la localisation (IV 9,13 b)), on est
ramené au cas ol X est l'objet final de E, donc 2 prouver que l'objet
final de E" est cohérent, Or, 4.4 s'appiique, donc il suffit de prouver

E“} = e_ est cohérent, ce qui est bien le cas.

que ig(e
b) Comme sous chacune des hypoth&ses faites dans b), E admet une
famille génératrice formée d'objets cohérents, il résulte déjz da a)
que i: E" —> E est cohérent. De plus, 4,5,1 implique zalors que E"
admet la sous-cztégorie pleine E:oh formée de ses obiets cohérents
comme sous-catégorie génératrice. Supposons E cohérent, et montrons
que E" l'est aussi, i.e. (2.4.5) montrons que la sous=-catégorie
EY de E" est stable par limites projectives finies, sachant gu'il

coh

en est ainsi pour la sous-catégorie Ecoh de E ; or cela résulte aussitBt

du criteére 4.4 respé (qui s'applique, car U est maintenant cohérent,
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e 1'étant et j: U —> e &tant quasi-compact), compte t=nu que i, est
exact a gauche, Par localisation, utilisant encore IV 5,13 b), on
en conclut que si E est localement cohérent, il en est de m@me de E",
8i E est quasi-séparé, alors E" 1l'est aussi : en effet son objet final
est quasi-séparé en vertu de 4.4, celui de E 1'"étant, et il reste 2
prouver que le produit de deux objets quasi-séparés de E" est
quasi-séparé (sachant qu'il en est ainsi dans E"), ce qui résulte encore
du critdre 4.4 et du fait que i, commute aux produits (compte tenu
que le sous-objet U de e est quasi-séparé, e 1'étant, de sorte que
4.4, s'applique).

Comme un topos est localement noethérien (resp. noethérien)
si et seulement si il est localement cochérent (resp. cohérent) et
admet une famille génératrice formée d'objets prénoethériens (2.10
(iii bis)), il résulte de ce qui précdde et de 4,5 que si E est
localement noethérien (resp. noethérien), il en est de mBme de E'".
Supposons maintenant E parfait, et prouvons que E" 1'est, Comme con sait
déja qu'il est cohérent, il reste 2 vérifier qu'il satisfeit au
criteére 1.25 (i), i,e. que tout objet Y de E" est limite inductive
filtrante d'objets cohérents, sachant que 1l'énoncé analogue est vrzai
dans E ; or 14,(Y) étant limite inductive filtrante d'objets cchérents

Xy » ¥ = i*i (¥) est limite inductive filtrante des objets cohérents

i*(an}Par localisation (IV 9,13 b)) on en conclut que si E est localement

parfait, il en est de meme de E", Cela achive la démonstration de 4.6,
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Remarque 4.6.1. En fait, dans 4.6 b) 1'hypothse que j: U —> e soit
quasi-compact est inutile, sauf peut-ftre dans le cas " E quasi-séparé",
I1 suffit en effet, en vertu de la démonstration qui précéde, de wvoir
que E cohérent implique E" cohérent. Or U est limite inductive filtrante
de ses sous-objets quasi-compacts Ua » et on vérifiera alors dans 7,
qu'alors E" s'identifie au topos limite projective (au sens de 1. )
des sous-topos fermés E; complémentaire des E/U_ > qui en vertu de

4.6 b) sont des topos cohérents 2 morphismes deltransiticn cohérents,

I1 s'ensuit alors gque E" est un topos cohérent (7. Vi

Corollaire 4.7. Supposons que la sous-catégorie Ecoh de E formée des

objets cohérents soit génératrice, et soit X un objet de E,

a) Pour que X soit quasi-séparé, il faut que i®*(X) et j¥(X) le soient,

et cette conditicn est aussi suffisante si j: U —> e est quasi-compact,

b) Supposons gue j: U—> e soit quasi-compact. Alors X est coh&rent

si et seulement si i%*(X) et j#(X) le sont.

c) BSupposons E cohérent et j: U—> e guasi-compact. Alors E est

parfait (2.9.1) si et seulement si E' et E" le sont.

a) On a signalé dans 4,1 que j: E' —> E est quasi-séparé,
et d'autre part on sait par 4.6 a) qu'il en est de mfme de i, d'oiy 1la
nécessité, Pour la suffisance, soient X' et X" des objets quasi-compacts

au dessus de X, il faut Prouver que X‘xxx” est quasi-compact, et pour
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245




- &2z - VI

ceci il suffit de prouver que ses images par i%* et j¥ le sont (4.3 a)).
Comme i et j sont quasi-compacts, en vertu de 4.2 et de 1'hypothése

j: U—> e quasi-compact, la conclusion résulte alors du fait que

i* et j* commutent aux produits fibrés, et de 1'hypotheése que i¥*(X)

et j¥(X) sont quasi-séparés,.

b} Résulte de la conjonction de a) et de 4,3 a).

¢} La nécessité a été déja vue (4.6 b)). La suffisance résulte

du fait que, E &tant cohérent, E' et E" le sont (4.6 b)), de sorte
que pour un des topos envisagés, le fait qu'il soit parfait signifie
que la catégorie de ses objets cohérents est stable par lim finies,

On conclut donc par b),

Exercice 4.8. a) Résoudre la gquestion suivante {(dont le rédacteur
avoue 2 sa confusion ignorer la réponse) : zvec les notations de 4,1,
si E est quasi-séparé (resp. zlgébrique) en est-il de mBme de E" ?

b) Supposons que E soit équivalent & un topos de la forme E, oy C
est une catégorie équivalente 3 une catégorie € U . Prouver directement,
en utilisant 2,17 c¢) et IV $.24, que si E est localement cohérent
(resp, cohérent, resp, algébrique, resp, quasi~séparé, resp. localement

noethérien, resp. noethérien) il en est de m2me de E",

4.9, Gardons les notations de 4.1, et rappelons (IV 9.16) que la
donnée d'unme situation (E,U), formée par un topos E et un ouvert U de E,

équivaut essentiellement 2 celle d'un triple (E', E", £), ol E' et E"
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sont des topos et ol

(4.9.1) f: E! —> E"

est un '"foncteur de recollement", i.e., un foncteur exact & gauche et

accessible ; partant de (E,U) comme dans 4.1, le foncteur de recollement

associé est donné par

(4.9.2) £ =%y,

Nous nous proposcons d'exprimer, en termes des données E', E", f,
le fait que E soit un topos cohérent (resp. parfait) et que U soit un
cbjet quasi-compact, ou ce qui revient au m®me, que E et E' soient
cohérents, Nous savons d&ji que ceci entraine que E" est également
cohérent (4.6 b)), de sorte que la question Tevient 2 laz suivante :
étant donnés deux topos cohérents E' et E" et un foncteur de recollement
£ (4.9.1), & quelles conditions sur f le topos recollé E est-il cohérent
(resp. parfait) ? Nous savons d'ailleurs (4.7 c)) que E est parfait si
et seulemant si E est cohérent, et E' et E" sont parfaits ; donc le

cas respé du probléme posé se ramine au cas non respé€, Signalons cependant

que la solution (4.10) de ce dernier est plus jolie si on suppose déja

E' parfaic.

4.9.3. Notons d'abord que si E est cohérent, zlors on reconstruit la
sous-catégorie pleine E.op de E formée des objets X = (X', X", u: X" = £(X'))

de E qui sont cohérents, comme étant la sous-catégorie E0 de E formée
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des X pour lesquels X' = j#(X) et X" = i¥(X) sont cohérents (4.7 b)),

Une condition nécessaire pour que E soit cohérent est donc que la sous-—
catégorie Eo précédente soit génératrice, Cette condition est également
suffisante, car en vertu de 4.3 a) Eo est formée d'objets quasi-compacts,

d'autre part il est clair que Eo est stable par limites projectives

finies, et on conclut par 3,4.5.

Razppelons maintenant (IV 9,18) que la donnée d'un foncteur de
recollement (4.9.1) équivaut a celle d'un faisceau sur E", & valeurs

dans Pro(E")° :

(4.5.4) G € Faisc(E", Pro(E')®) , G: E"® —= Pro(g')° "
ou ce qui revient au m@me, 2 celle d'un foncteur g = Go .
(4.9.5) g: E" —> Pro(E'")

qui commute aux limites inductiwves, 8i C est une sous-catégorie généra-

trice de E", qu'on munit de la topeologie induite, on sait (II 6.10)
que la donnée de G équivaut aussi (2 isomorphisme unique pr2s) a celle

d'un faisceau sur C & valeurs dans Pro(E')°

(4.9.6) G € Faisc(C,Pro(E")°) G c® —= Pro(E')®
ou, ce qui revient au méme, A celle d'un foncteur Bo = GCD 3
(4,9.7) g8, ¢ € —> Pro(E") §
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satisfaisant aux conditions d'exactitude & gauche qu'on sait (II 6.2 1)).

Bien entendu, g, n'est autre que la restriction de g (4.9.5) & €.

]

Le cas le plus intéressant pour nous est celui on on prend C = Eéoh

d'ou des objets

) " 132 . gn ©Q 130
(%,9.8) G, € Paisc(Ecoh » Pro(E')™), G, El 4 — Pro(E®)
- L I— I
(4,9.9) 8, G, : Eg,y —> Pro(E") ,

dont chacun revient encore 3 1a donnée de f.

4.9.1C., Supposons la sous-catégorie pleine génSratrice C de E" formiec
d'objets quasi-compacts er qu'elle soit stabledans E" par sommes finics,
par passage au quotient par des relations d'équivalence, et par produits
fibrés : c'est le cas par exemple pour C = E:oh (1.15 et 1,17,1),

I1 est alors immédiat, si P est une catégorie ot les limites projectives
finies sont représentables (par exemple P = Pro(E")®), qu'un foncteur

G, s ¢° —s P est un faisceau a valeurs dans P si et seulement si le

Cc

foncteur Bc = Gco : ¢ —= p° commute aux sommes finies et au passage
au quotient par une relation d'équivalence. Ceci précise en particulier
quels sont les faisceaux (4.9.p) (exprimant donc les foncteurs de
recollement f: E' —> E"),

Ces rappels étant posés, nous pouvons donner la solution au

pProbléme posé dans 4,9
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Proposition 4.10. Scient E', E" deux topos cohérents, et f: E' —> E"

un foncteur de recollement (IV $.10), i.e. un foncteur exact 3 gauche

et accessible. Soit E le topos qu'on en déduit parrecollement (IV 9.16),

et

désignons par Eéoh (resp,. EEF) la sous-catégorie strictement pleine

de

E' formée des objets cohérents (resp. des objets X tels que le foncteur

covariant Hom(X,-) représenté par ¥ commute aux petites limites inductives

filtrantes), Considérons les conditions suivantes

(i) E est cohérent,

(ii)

Pour tout objet X' de E', il existe une famille de morphismes

v o Y! ——— X!
a =4

de but X', A sources des objets cohérents de E', telle que la famille des

f(va) P OE(Y)) —> £(x")

dans E" soit couvrante.

(ii bis) f commute aux (petites) limites inductives filtrantes, et

(ii) est vrail pour tout X' € Ob Epr -

(ii ter) Le foncteur canonique (IV 9.20.1)

(4.10.1) ™ t Point(E") —= Pro(E')

défini par le foncteur de recollement f se factorise (2 isomorphisme pras)

par Pro(Eéoh} (via le foncteur pleinement fidale Prc(Eéoh) —=> Pro(E")

provenant de 1'inclusion Eéoh —= E'} :
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(4.10.2) M, ¢ Point(E") —> Pro(E::oh) i

(iii) Le foncteur f commute aux (petites) limites inductives filtrantes,

(iii bis) Le foncteur g, (4.9.9) se factorise (2 isomorphisme pris)

par un foncteur

" 1
(4.10.3) Ecoh —_— Pro(EPF) #

via le foncteur pleinement fidéle Pro(EéF)'—-—b Pro(E') dé&duit de

1'inclusion EEF — E' ,

(iii ter) Le foncteur canonique T (4.10.1) se factorise (a isomorphisms

prés) e

—_—

(4,10.4) ™o Point(E") —= Fru(El',F) .

(iv) Le foncteur (4.9.9) se factorise (2 isomorphisme pr2s) por
Le foncteur g_ par

un foncteur

11} 1
(4,10.5) Emh —_— Pro(Ew

» ;

On a alors le diggramme d'implications :

(4.10.6)  (iv) => (i) = (1i)E=) (ii bis)E(ii ter) => (i1i}>(iiibis)d{i i

Signalons tout de suite le

Corollaire 4.11. a) Supposcons que E' soit parfait. Alors to-ites les

conditions envisagées dans 4,10 sont €quivalentes, en particulier E

est cohérent si et seulement si f commute aux limites inductives filtrantes,

ou encore si et seulement si le foncteur 8o (4.9.9) se factorise

I3
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(2 isomorphisme pr&s) par Pro(Ecoh).

b) Pour que E soit parfait, il faut et il suffit que E' et E"

le seoient, et que £ (resp, go} satisfasse 3 la condition énoncée dans a),
-4 1 = = ‘3 1 = 1
En effet, &) résulte du fait que E' parfait signifie Ecoh EPF
de sorte que (iii bis) implique (iv), L'assertion b) s'ensuit, comme

il résulte des remarques préliminaires de 4.9.

4,12, Démonstration de 4,10, a) Explicitons la condition équivalente

2 (i) obtenue dans 4,9.3, savoir que la sous-catégorie pleine Eo de E
est génératrice i,e, que pour tout objet X = (X',X",u:X" = £(X'))

de E, la famille de tous les morphismes
v=(v',v") : ¥ = (YY", v:Y¥" —> £(¥')) —> X 5

avec Y € Ob E i.e. ¥', ¥" cohérents, est &pimorphique, Comme le couple
de foncteurs (i%,j*) est conservatif, cela signifie aussi que la famille
des morphismes correspondants Y' —> X' est épimorphique dans E', et

que la famille des morphismes correspondants Y'" —> X" est épimorphique
dans E", Or c'est clair pour la premi2re, comme on voit en prenant des

Y € Ob E au-dessus de U i,e, tels que Y" = GE" : on trouve la famille
de toutes les flaches dans E' de but X', a source cohérente, qui est
bien &pimorphique puisque E' est cohérent done la sous-catégorie Eéoh

est génératrice. Il reste donc & exprimer que la famille des Y" —> X"

est épimorphique, quel que soit 1l'objet donné X de E,
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b) Or supposons satisfaite la condition (ii) pour 1'objet
X' envisagé ici, Il en résulte que l'on peut trouver une famille épimor-

phique de morphismes‘l"é ———— X", dont les composées avec u: X" —=> £(X")

se rel2vent chacun en un morphisme Y'! —> f(YC‘I} pour o = @(B) convenable ;

B

comme E:oh est une sous-catégorie génératrice de E", on peut mBme supposer

les Y! cohérents. Mais alors les diagrammes commutatifs

B

Y‘é o f(Yé( B))
W
xn £(X")

fournissent la famille cherchée de morphismesdans E, donnant une
famille épimorphique Y'é —= X", Donc (ii) =—— (i),

Réciproquement, supposons (i) et prouvons (ii), On applique

la condition explicitée dans a) au cas de l'objet

o= j ') = (X", £(®X"), id= £(X') —=> £(¥X")) ;

.

comme les Y ——= X" = £(X') forment une famille épimorphique, il en
est de m@me a fortiori de lz famille des f(v'): f(¥') —> f(X'), d'on

la conclusion, puisque les ¥Y' sont cohérents par hypothdse. Donc

(i) = (ii) .
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c) Motons maintenant que la condition (iv) signifie aussi

que pour tout objet X" de F", le foncteur pro-représentable

g{X") : X' —= Hom(X",f(X'})

sur E' est pro-représsntable par un pro-objet dont les composants
sont dans Eéoh s Ou ce qui revient au mBme, qu'il existe dans la
catépgorie E}g(x")’ formée des couples d'un objet X' de E' et d'un
€iément u € g(X") (X') = Hom(X",£(X')), u: X" —> £(X'), un ensemble

cofinal d'cbjets (Xé » u_ )

o Yy X" — f(Xé), avec X' € Ob E!

[+ 3 coh

L2 condition de cofinalité, comme la catégorie E}g(x") est filtrante,
signifie simplement que pour tout objet (X',u), u: X" —> £(X') de E}g(x”) B

il existe un morphisme d'un (Xi,ui) dans 1'objet précédent, i.e, un

morphisme v& E x& — X' rendant commutatif le triangle

" ) f(X&)
=4 T '
£ (va}
b
XM ———= F(x") .

Done la condition (iv) &quivaut a ceci :

(iv bis) Pour tout fl3che u; X" —> f(X'), avec X' € 0b E' et
X" € Ob Eéck » 1l existe unz fl2che v: ¥!' —=> X' dans E' telle que u
se factorise & travers F(v') : £(X') —> £(X'), Or il est clair que la

condition (iv bis) implique (ii), puisque pour X' fixé, 1la famille des

(]
un
ra
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u; X" —> £(X') de source un objet cohérent est épimorphique, de sorte qu'il en
cst o fortiori zinsi de la famille de tous les f(v&) dans les

diagrammes correspondants (#), Donc
(iv) = (i) .

d) Explicitons la condition (ii ter), Soit p un point de E",
alors par définition m(p) est le pro-objet de E' qui pro-représente
le foncteur h: X' —> E(X'}p, ou encore la pro-objet défini par le

foncteur canonique E‘f —> E', ou E'Ih désigne la catégorie des

h
couples (X',u), avec X' € Ob E' et u € h(X') i.e, u € f(x')p . bire

)

que ce pro-cbjet est isomorphe 4 un pro-objet provenant de Pro(EéDh

signifie que la sous=catégorie de E' formée des (X',u) avec X' € Ob Eéo

/h
y est cofinale, i.,e. que pour tout objet (X',u), u € f(X'}p, de E

h

L]

/h?

il existe un objet (xé,uo) qui le mojore, avec Xé cohérent, i.e qu'il

existe un morphisme Xé —_— X' {xé cohérent) tel que u soit dans

Im(f(xé} —> £(X')). Dire que ceci est vrai pour tout point p signifie

que pour tout objet X' de E', la famille des E(Xé} —> £(X'), avec

Ké € Ob Eéohfx' s est telle que pour tout point p de X", la femille des
f(xé)p —_—> f(x')p soit surjective. Comme on verra dans 1'appendice (10. )
qu'un topos cohérent E" a assez de points, on voit que la condition

obtenue signifie aussi que pour tout X' € Ob E, la famille des f(xé) —> £{X')

est épimorphique. Mais cela n'est autre que la condition (ii), donc

(ii) =— (ii ter) .

O R
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e) La condition que f commute sux limites inductives
filtrantes (condition (iii)) équivaut, comme la famille des foncteurs
fibres de E" est conservative, 2 celle que les foncteurs composés
h: X' — f(X'}p le sont, Prouveons que cela signifie que le pro-objet
™(p) qui pro-représente ce foncteur est dans 1'image essentielle de

Pro(E;F} i cela prouvera alors les implications

(iii) = (iii ter) =— (i1 ter) —= (i bis) .

Nous sommes donc amenés a prouver le

i 1 - A 1 :
Lemme 4.12,1, Soient E' un topos tel que la sous-catépgorie Ecoh y soit

génératrice, et X' € Ob Pro(E'). Pour que X' appartiennc a 1'image

essentielle de Pro(EéF}, il faut et il suffit gue le foncteur

h: E!' —> (Ens) qu'il pro-représente comoute aux limites inductives

filtrantes,

Comme une limite inductive filtrante de foncteurs commutant
aux limites inductives filtrantes possdde la m@me propridté, 1la
suffisance résulte de la définition de E;F . Pour la nécessité, il
fFaut prouver que si le foncteur h commute aux limites inductives
filtrantes, alors dans la catégorie filtrante Elfh des couples (X',u)
avec u € h(X'), la sous-catégorie formée des couples (X',u) avec
X' € 0b EéF est cofinale, i.e. que pour tout (X',u) dans E'/h s B2

existe un morphisme xé — X', avec Ké £ 0b E! tel que

PF *
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u £ Im(h(xé} —> h(X')). Or on sait que X' est limite inductive filtran:ie
dfobjets K; de Ei. (1.24.2 £)), donc h(X") est limite inductive filtrante

des h(x:), d'ohh la conclusion.
e) Il reste seulement & prouver les implications
(i1 bis) == (ii) et (iii) == (iii bis) ,

La premiére implication résulte trivialement du fait que tout objet X'
de E' est limite inductive filtrante d'cbjets xi de E;w . Pour la

deuxiéme, il suffit de noter que la fanille des foncteurs
¥" b——> Hom(X",¥") p

pour X" € 0b E;oh ,» st conservative et formfe de foncteurs commutant

aux limites inductives filtrantes (1,23 (ii)), donc le foncteur

f: E' —> " commute aux limites inductives filtrantes si et seulement

s¥il en est ainsi des foncteurs composés

X! —> Hom(X',£(X')) = HomProEz,)(gofx"),X'), ce qui équivaut au fait

que les gO(K") sont dans 1l'image essentielle de Pro{E%F}, en vertu de 4,12,1,

C.R.F ., D

Remarques 4,13, Il convient de préciser, en langage faisceautique, la
signification de la condition 4.10 (iv). Considérons le diagramme

commutatif de foncteurs

[
n
w
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Pro(Eéoh)o(- 2. > Pro(E')°
(4,13.1) So g
v
v, ~ ¥ Y,
Ecoh 5 2

oli les signes V désignent les catégories de foncteurs & valeurs dans
(Ens), et la deuxigme flache horizontale vy est 1a flache de restriction
des foncteurs, toutes les autres flaches désignant les foncteurs plei-
nement fid2les bien connus. Notons que la flache d'inclusion o ne commute

pas en général aux limites projectives, mBumes finies, donc en général

un faisceau F sur un site C (tel que E") définit un préfaisceau geF

sur ce mBme site, 2 valeurs dans Pro(E")o, qui n'est pas nécessairement
un faisceau, Néanmoins, si un préfaisceau F sur C & valeurs dans
Pto(EéohJD est ]l que le préfaisceau oF correspondant 3 valeurs dans
Pro(E')° est un faisceau, alors F est lui-mme un faisceau, Cela provient
en effet du fait que la condition d'#tre un faisceau est une propriété
d'exactitude A gauche (II 6.2 1)), et que les foncteurs By B, et v
commutent aux petites limites projectives,

D'autre part, il résulte de la caractérisation 4.9,10 des

faisceaux sur E:oh a2 valeurs dans une catégorie P quelcongque, que pour

o o :
cout foncteur ¢ : P —> Q tel que g : P° —> Qo commute aux scommes finies

5]
wn
o
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et au passage au quotient par des relations d'équivalence, le foncteur

g == aeg' de Hom(E:OE,P) dans HOm{EEDE,Q) transforme faisceaux en
faisceaux. D'autre part, noussavons que dans Eéoh et dans E' les sommes
finies et les quotients par les relations d'équivalence sont représen-

tables, et que le foncteur d'inclusion Eéo —> E' y commute (1,15 et

h

1.17,1). Il en est donc de mBme pour les catégories Prc(Eéoh) et Pro(E")

et le foncteur d'inclusion entre ces catégories (I 2,9.5 b) et £.9.7),
o
lequel n'est autre que g , ol @ est le foncteur intervenant dans

(4.13.1). De ceci on conclut que si

(4,13.2) w: E'P® 3°

—> Pro(E!
coh c

ah

a valeurs dans

est un foncteur, alors g est un faisceau sur Eg

oh

(a] ] s
Pro(E; . )" si et seulement si Qeyp est un faisceau sur EYo

2 valeurs

h
dans Pro(E')°. Donc 1a catégorie des foncteurs de recollement f: E' —> E"

qui satisfont & la condition 4,10 (iv) est canoniquement &équivalente 2

la catégorie des faisceaux g sur E" 2 valeurs dans Pro(Eé ). on

coh ch

en conclut, compte tenu de 4,10, qu'un tel faisceau ¢n définit canoni-

L

quement un foncteur de recollement (2 isomorphisme unique prés), et
»

que le topos E déduit de ce dernier est cohérent ; de plus (4.11)

si E' est parfait, on obtient zinsi tous les topos cohérents qu'on peut

déduire des topos E', E" par recollement,

I
L
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Notons d'autre part que Eéoh est équivalente 2 une petite
catégorie et est stable par limites projectives finies, de sorte
P ~ O P a
que (I 3.1C.14) Prc(Eéoh; est équivalente, par le foncteur pleinement

fidele B, de {4.13.1), 2 la scus-catésorie pleine <e Eé = Hom(E

' e
Ens})
oh cch*® B

formée des foncteurs qui sont exacts X gauche, Donc la donnée d'un

—

faisceau (4.13.2) équiveut & celle d'un foncteur

(4.13.3) F: BY . ° w E' , —> (Bus)
con coh

qui soit un faisceau par rapport au premier arguemnt et qui soit exact

a4 gauche en le second argument ; ou encore, a celle d'un foncteur

(4,13.4) fo § Er'mh — E¥

qui soit exact 3 gauche., Si f est le foneteur de recollement satisfaisant

—  p— — D ———. |

4 la condition 4.10 (iv) associé & @, on vérifie immédiatement que £
est canonigquement isomorphe 3 la restriction du foncteur f: E' —> 2",

On voit donc que sous les conditions envisagées f0 détermine £

(2 isomorphisme canonique prés), Signalons enfin, pour résumer le

contenu de 4,11

Corollaire 4.14, Lorsque L' ast un topos parfait, alors la catégorie

des foncteurs de recollement f: E' —> g qui donnent par recollement

un topos cohérent E est équivalente par f|—> Eo f[Eéoh 2 la catéporie

des foncteurs fc i Eéoh ——> E" qui sont exacts & pauche, ou encore

(%]
tn
o
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(ou, ce qui revient

] (1]
2 la catégorie des faisceaux ¢ sur le site Eth

au méme, sur le topos E") 2 valeurs dans la catégorie Pro(E'

o)
cch)

(cf. 4.9.10),

Cn observera que la premi2re assertion résulte &galement 4.1C
en notant que E' = Iﬁd(Eéoh) (1.25), donc que la catégorie des foncteurs
f : E' —> P commutant zux limites inductives filtrantes (ofi P est une
catégorie ol les petites limites inductives filtrantes sont représentables)
est équivalente, par le foncteur restriction, & la catégorie des foncteurs
quzlcongque f : Eéoh —=> P ; il est immédiat que sous ces conditions,

si dans P les lim finies sont représentables, que f est exact & gauche

si et seulement si fu l'est,

Remarques 4.15. a) La démonstration donnée de 4,10 montre qu'on
obtient des conditions équivalentes 2 (ii ter) resp. (iii ter) en
remplagant la cztégorie Point(E") par une sous~catégorie qui définisse
une famille conservative de foncteurs fibres,

b) Prenant pour E" le topos ponctuel (IV 2,2), on veoit

aussitBt que les conditions (ii ter) et (iii ter) ne sont équivalentes

3 T = - . - - 4
que si Ecoh = EiF s i.e. si E' est parfait, Donc lz condition " E
cohérent " n'équivaut & la condition " f commute aux limites inductives

filtrantes " que si E' est parfait. Par contre, prenant plus généra-

-
lement pour E" un topos cohérent de la forme C, on voit que dans ce cas le

condition (i) €quivaut 2 (iv) pour tout E', #n fait, le rédacteur n'est

pas arrivé A construire dens le cas général un exemple ol E soit cohérent,

sans que la condition (iv) soit vérifiée. C'est honteux |
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3 b - . 5 =
5. Commutation des foncteurs H (X,-) aux limites inductives Filtrantes.

Théoréme 5.1 : Spcient E' un topos algébrique (2.3), E un topos localement coh&rent

(2.3), f : E' —— E un morphisme cohérent de topos (3.1). Alors, pour tout entier

g , les foncteurs qu* (V 5.0) commutent aux limites inductives filtrantes de fais-

ceaux abéliens.

Corollaire 5.2 : Soit E' un topos coh&rent (2.3). Pour tout entier q

Hq(E',h) comnute aux limites inductives filtrantes de faisceaux ab&liens.

Corollaire 5.3 : Scient E wun topos (resp. un topos algébrique) (2.3), X un objet

de E algébrique et cohérent (resp. cohérent) (2.3). Pour tout entier q , le foncteur

Hq(x,-) commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens.

Le corollaire 5.2. se d&duit de 5.1 en prenant pour E 1le topos ponctuel et
pour f : E' ——= E 1'unique morphisme (IV 2.2). Montrons que 5.2 entralme 5.3. Soit
jK : E/K — E le morphisme de localisation. On a un isomorphisme canonique, foncto-

X

aux limites inductives et le topos EKX est coh@rent (2.4.6) d'oli 5.3. Montrons que

riel en le faisceau abé&lien (V 2.2.1) Hq(K,F)Si Hq(Efx,j*F) . Le fonecteur j§ commute

5.3 entraine 5.1. Soit Ecohalg la sous—catégorie pleine de E définie par les
objets alpébriques et cohérents de E . C'est une catégorie génératrice (2.4.5). Pour
tout faisceau abélien F , qu*F est le faisceau associé au préfaisceau

X F——-*—Hq(f*X,F) (X € ob €C) (V5.1). Comme f est cohérent, £%X  est coh8rent

pour tout objet X de C (3.1). D'aprds 5.3 le préfaisceau X b—> Hq(f!X,F) commute
aux limites inductives filtrantes de 1'argument F d'od 5.1, en utilisant le fait que
le foncteur faisceau associé commute aux limites inductives. (On remarquera qu'on
n'utilise que la propriété suivante du morphisme f : 11 existe une famille génératrice
S de E telle que pour tout X de § , f*(K) solt algébrique et cohérent).

I1 reste donc 3 démontrer 5.2. On sait d&ji que le foncteur HO(E’,—} commute aux
limites inductives filtrantes de faisceaux ab&liens (1.2.3). D'aprés un résultat clas-
sique de /77 , il suffit pour démontrer 5.2, de montrer qu'une limite inductive fil-
trante de faisceaux acycliques pour le foncteur HOCE',-) est acyclique pour HO(E'-')'

Ceci résulte du lemme suivant appliqué au cas oii C = Eéah 3
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Lemme 5.4 : Soient E wun topos localement cohérent (2.3), C une sous—catégorie

Eleine de E , génératrice et stable par produit fibré telle que tout objet de C

soit gquasi-compact (1.1). Une limite inductive filtrante de faisceaux C-acycliques

(V 4.2) est un faisceau C-acyclique.

Soit (Fi) je1 > Um systéme inductif filtrant de faisceaux C-acyecliques et
notons F sa limite inductive. Tout objet Y de C est cohérent (2.1) et par suite

F(Y) = lig F,
1

w
que Hq(Y,F} = 0 pour tout q > 0 et tout Y de € (V 4.3). Soient X un objet de

(Y) (1.2.3). Pour montrer que F est C-acyclique, il suffit de montrer

c, & = (Xa — KD une famille couvrante finie par des objets de C° . On a

a €N
Hqﬂi,F) = Hq(C'QE,F)) (V 2.4.3). D'aprés ce qui précéde, et en utilisant le fait que

C (¥,F) ne fait intervenir que des produits finis de groupes (V 2.3.3), on a

C'(%,F) = l.im C’&,F;) . Donc e, m = 8% & P) = &t (1i§ c'&',ri))

(]
o

%‘g C'(%,F;)) = 0 pour ¢ > 0 (V 4.3). Par suite Hx,p) = 1"1:1“1 1 X, F)

Corollaire 5.3 : Scient E un topos cohdrent (2.3), (Xi)i € une famille filtrante

décroissante de sous—-objets cohérents de 1'objet final. Notons ¢ 1la famille des fer-

més de E (IV 9) contenue dans le fermé complémentaire de 1'un des Xi . La famille

] est une famille de supports de E (V 6.12) et pour tout entier g , les foncteurs

H:(E,—) et Eg (V 6.13) commutent aux limites inductives filtrantes.

Soit Z; le fermé complémentaire de Xi . Pour tout faisceau abélien F

on a une suite exacte (V 6.5) :

0 —> Hg (E,F) —> HOEE,F') —)-H"(xi,l-') —_— Hé (E,;F) —— ...

i i

Les foncteurs Hq(E,F) et Hq(xi,F) commutent aux limites inductives de l'argument
F (5.2, 5.3). Par suite HE'(E,F) commute aux limites inductives filtrantes de 1'ar-
gument F , d'od la propriété analogue pour les foncteurs Hg(E,F) , en passant i la

limite inductive sur les Zi (V 6.13). L'assertion concernant les foncteurs H?
—b

! S 3 — —
S en dédult en localisant et en passant au faisceau associé.
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Définition 5.6 : Soient E wun topos annelé@ d'anneau A et g un entier. Un A-Module
G est dit de q-présentation finie s'il existe une famille Xi d'objets de E cou-

vrant l'objet final de E , telle que pour tout i on ait une suite exacte de Modules

sur ij. =
i
(5:5.1) Lq—r—-Lq_l L, Ly > Gpy —>0
0
i ~ D . )
ou pour tout p Lp a;x , np entier

Proposition 5.7 : Soit G un faisceau de q-présentation finie. Pour tout i g q=1 ,

le foncteur Ext;(G,") commute aux limites inductives filtrantes de A-Modules.

Le probléme est local sur E (V 6.1). On peut donc supposer, quitte 3 se
localiser aux Elx > qu'on a une suite exacte du type (5.5.1). Posons
. i i
L. = Lq —_— ... LI — Lo . On a ExtA(G,F) : Q{:(ﬁbmA(L‘.F)) et le foncteur
F b——» 3€oma{L.,F) commute aux limites inductives, d'ofi la proposition.

Corollaire 5.8 : Soient (E,A) un topas annelé, G un faisceau de A-Modules de

g-présentation finie, X un objet algébrique et cohdrent de E . Les foncteurs

F k-—'+-Ext;{K:G,F) » tels que 3£1%ll- £ 91 , commutent aux limites inductives

filtrantes de 1'argument F .

Se d&duit de 5.7. et de 5.3 par la suite spectrale (V 6.1.3).

5.9. Soient (E,A) wun topos annel&, ¢ une famille de supports de E (V 6.12),
G un A-module de r—présentation finie (5.6), X un objet de E algébrique et cohé~-
rent (2.3). En passant & la limite inductive sur les fermés de & dans les derniégres
suites spectrales de V 6.9.1 et V 6.9.2 respectivement, on cobtient deux suites

spectrales (V 6.13)

‘DY = lim Exzigx;c,ggr) —> Ext} 3 (X;G,F) ,
5.9.1 zZed ’

ngPd o 1: Pec.wl p+q

E, ;:21: axtA(G,y_z'F) —_— Extﬁ,¢ {G,F) i

Il résulte de 5.7 et de 5.8 qu'on a des isomorphismes canoniques
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'ebd Ext}, (X;6,H]F) ; -—p(g'l) cr=1
5.9.2
"qu ~ Ext:({;;_}_lgi?) = P < -1

Corollaire 5.10 : On utilise les hypothéses et les notations de 5.5. Soient A un
Corolliaire

Anneau de E et G un A-Module de g-présentation finie. Pour tout entier i tel

i(i-1) i
que: —s—— & r=1 , les foncteurs Fl——bExtA’Q{E;G,F) et FhF—— Ext

4(GF)

B

(V 6.13) commutent aux limites inductives filtrantes.

Se déduit de 5.5 et 5.7 par les premiéres suites spectrales de V 6.9.1 et

V 6.9.2 respectivement.

6. Limites inductive et projective d'une catégorie fibrée.

6.0 Nous supposons que le lecteur est familier avec la théorie des catégories
fibrées /57. Ce numéro a essentiellement pour but de fixer la terminologie et les no-
tations concernant les catégories fibré&es. Toutes les catégories considérées dans ce

numérc appartiendront, sauf mention contraire, & un univers fixé U .

Soient & = L% = ‘é trois catégories, m : F—2 v ' l-j #é
deux foncteurs. On désigne par Hom'g (f‘,lg) la catégorie dont les objets sont les

foncteurs u : g—-}L% tels que le diagramme

F : 4
N

soit commutatif, et dont les morphismes asont les é—morphismes de foncteurs, i.e. les

morphismes de foncteurs transformés par 7' en morphismes identiques.

Soit E un objet de -E . Les objets X de f tels que 7(X) = £ sont
appelés les objets de 5 au-dessus de £ . Spit f 1 £E —— 7N , un morphisme de é

Les morphismes m de % tels que 7(m) = f sont appelé&s les morphismes de 2
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au—-dessus de f . Soient f : f — 7 un morphisme de @ et X un objet de §
au—~dessus de £ , Y un objet de F au-dessus de n ; on désigne par Hom_ (X,Y)

l'ensemble des morphismes de X dans Y au-dessus de f
Définition 6.1

1) Un morphisme m : X —— ¥ de F est dit cartésien si pour tout morphisme

P Z—Y au-dessus de w({m) , il existe un unique morphisme gq : Z — = X au-—

dessus de 1'identité de n(X) tel que mg = p

2) La catégorie F est dite préfibrée par au—dessus de i si pour tout

morphisme f : £ —— g de € tout objet de ¥ au-dessus de n est but d'un

morphisme cartésien au-dessus de f .

3) La catégorie JF est dite fibrée par 7 au-dessus de ‘a si elle est préfi-

brée et si le composé de deux morphismes cartésiens composables de % est un morphisme

cartésien.

651dl. Soit £ un objet de é - On appelle catégorie fibre de {J'- en £ , et on

désigne par '3"; » la sous-catégorie de F dont les objets sont les objets de ¥ au-

dessus de ¢ et les morphismes sont les morphismes de F au-dessus de :'m‘E . Soient

deux objets X et Y de F, , on désigne par Homg{X,Y} l'ensemble des morphismes

<

de X dans Y dans ¥ :

m

6.1.2. Seit f : £ ——> 5 un morphisme de © . Un objet de Y au—dessus de n
est but d'un morphisme cartésien au-dessus de f s Si et seulement si le foncteur

défini sur la fibre % 4 valeur dans les ensembles

Z b Homf(Z,Y] Z € ob{fi)

est représentable. Lorsque la catégorie F  est préfibrée, le foncteur
Y —— Hom.( . ,Y) Y€ ob{g:;) ;

a8 valeurs dans la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur 5';; » est en fait i wva-

leurs dans la catégorie des foncteurs représentables sur 5‘5 »
isomorphisme unique prés, un foncteur o —_— ul est appelé le foncte
h pra £ Sl TE , qui 1 le foncteur

et définit done, 3
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image réciproque pour f . Supposons que la catégorie G' soit préfibrée et choisis-—

F 3 . .
sons pour tout morphisme f de E un foncteur changement de base f + La catégorie
& est alors fibrée au-dessus de & si et seulement si pour tout couple f et g

i 3 : & X ’
de morphismes composables de le foncteur composé g est un foncteur image

réciproque. Soit alors

(6:1:2:1) Ce g : f"g‘ — (gf)'

1'isomorphisme canonique. Les isomorphismes Cf & vérifient une condition de cocycles,
»

provenant de 1'associativité de la composition des morphismes dens 2 .

L3
(Cf, o h")

(6:1-02.3) c. . (F®oc i

£,hg g.,h) = Cgh,s

6.1.3. Réciproquement lorsqu'on se donne pour tout shjet £ de z une catégorie
3 ' : e §F
£’ pour tout morphisme f : £ —— n wun foncteur f" : A ———- g et pour
tout couple (f,g) de morphismes de ﬁ un isomorphisme de foncteurs
Gf g g E*g;t —_ (fg)” » tels que les Cf & vérifient la condition (6.1.2.1), on
» >
peut construire de maniére essentiellement unique une caté@gorie F fibrée au-dessus

de -g dont les fibres "sont" les catégories ¥ et dont les foncteurs changement de

2

base peuvent 8tre choisis "&gaux" aux foncteurs donnés i 1'avance [5].

6.1.4. Soient F et l.% deux catégories au-dessus de € . on désigne par

Hom art /g (gglg)

la sous-catégorie pleine de Hom o (¥F,f§) définie par les foncteurs qul transforment
—g

les morphismes cartésiens de F en morphismes cartésiens de Lg . Les objets de

—

Hom art;’é(g‘.“ﬂ) sont appelés foncteurs carté@siens.

Spient C et C' deux catépgories et S un ensemble de morphismes de la
catégorie C . On désigne par Homs—l (C,C") 1l'ensemble des foncteurs de C dans
C' qui transforment les morphismes de S en isomorphismes.

Désignons par (Cat) 1la catégorie dont les objets sont les catégories appar-
tenant 3 1'univers et dont les morphismes sont les foncteurs entre ces catégories
(la catégorie (Cat) n'appartient pas 3 1'univers).

Soient ¥ une catégorie au-dessus de € et S 1'ensemble des morphismes

o - = - w e - P -
cartésiens de 'F . La catégorie § définit deux foncteurs sur (Cat) '3 wvaleur dans
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la catégorie des ensembles appartenant & 1'univers
C Homs"l i) C € ob(Cat)

C ——= Hom (5,C «x€) = {Foncteurs cartésiens de & dans C » 2}

Cart/2
(la catégorie C = é est consid&rée comme une catégorie au-dessus de g par le

foncteur deuxisme projection).

Proposition 6.2 : Les foncteurs (Cat) ——Ens) :
cC kb Homs—l('s',C)
C b— HUmCartfa(sr;c "é )

sont canoniquement isomorphes. Ils sont représentables.

Preuve : Pour prouver la premidre assertion, il suffit de remarquer que les morphismes
cartésiens de C x & sont les morphismes de la forme mx f , oi m est un isomor-
phisme de C . Pour prouver la seconde assertion, il suffit de prouver que le foncteur
Homs-i(}', - ) est représentable. Ceci résulte de {17 . Indiquons simplement 1'idée de
la démonstration. On adjoint formellement aux morphismes de F les inverses des mor-
phismes de S . On considére la catégorie libre engendrée par les objets de & , les
morphismes de ¥ et les inverses formels des morphismes de S (cat@gorie des chemins).

On passe au quotient par les relations provenant des relations entre morphismes de %

et les relations du type :
s ‘s = id x ss = id s € 5 .

_ : oo 5 =1 e P o N
La catégorie ainsi obtenue est notée '§ (8 ). La catégorie T(sS ]) munie du fonc—

teur canonique Q P 'F(S_-l} représente le foncteur Homs-l(f, - T

Définition 6.3 : Lorsque ? est fibrée au-dessus de é’ le foncteur Homs—l(sz, & 3

est noté Lim F et est appelé le foncteur limite inductive de i’; au—-dessus de §°.

8»
La catégorie qui le représente est encore notée Lim% et est appelée la catégorie
ﬂ!
— r y I-eo 3
limite inductive de T au—dessus de .
[ - o i 2
6.4.0 Supposons ¥ fibrée au-dessus de o ; choisissons pour tout morphisme f

de 2 un foncteur changement de base au-dessus de f et soit
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Q: F——=1in¥
—_
tu
1e foncteur canonique. Les foncteurs d'inclusions des fibres de f dans ? composés

avec le foncteur Q fournissent, pour tout objet £ de .é'

, un foncteur

T AT Li 3
Yz 3 —
z
et pour tout morphisme f : £ —— n de 'e un diagramme commutatif 3 isomorphisme

canonique prés :

=

u
.
£ Lim
ici
3

o

La catégorie Lim 4
s

apparalt alors comme la limite inductive au sens des pseudo-

foncteurs [5] du pseudo-foncteur &° — Cat qui associe 3 tout £ € ob

TE et a2 tout f : £ — 1, le foncteur F S:n — g;: . On notera toute-—

fois que méme lorsque £ b—s FS est un véritable foncteur, la catégorie Ligﬂ‘-

2o

n'est pas en général la limite inductive au sens de I 2 du foneteur £ ‘_"‘5:;
2

(cf. 6.8),

Proposition 6.4 : Soit ? une catégorie fibrée au-dessus de < . On suppose que 1la

catégorie é posséde les propriétés suivantes

L1) Tout diagramme

s'insére dans un diagramme commutratif :
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L2) Pour tout couple de morphisme u,v : . —a tel gqu'il existe un mor-
phisme t wérifiant la relation tu = tv » 11 existe un morphisme w wérifiant la

relation uw = vw .

(Notons que si la catégarie '20 est pseudo—filtrante (I 2.7), elle possiéde les

propriétés L1) et L2)). L'ensemble § des morphismes cartésiens de F possdde alors

les propriétés :

Fr1) L'ensemble S est stable par composition. Les isomorphismes appartiennent

8 =

| or

Fr2) Tout diagramme

L

ol ‘s appartient 3 § , peut se compléter en un diagramme commutatif

N
N

ol t appartient 3 S .

Fr3) Pour tout couple de morphismes u,v : % :; . tel gqu'il existe un mor-
phisme s € S vérifiant la relation su = sv , il existe un morphisme t € § tel que
ut = vt .

Preuve : Laissée au lecteur 3 titre d'exercice.
268
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Progosition 6.5 : Soient 3' une catégorie, S un ensemble de morphismes de ¥

possédant les propri&cés Fr1), Fr2) et Fr3) (6.4). Pour tout objet X de § , dési-

gnons par S(X) 1la catégorie des morphismes de S de but X . La catégorie S5(X) est co-

filtrante (I 2.7). La catégorie fF{S_I) (qui représente le foncteur Homs—lﬁgl o N
Erleranie =2 categorie

peut alors se décrire comme suit :

a) Les objets de 'F(S-!) sont les cbjets de G‘ 3

b) Soient X et Y deux objets de 5:(5_1) . On a

(X,Y) = 1lim Hom_( . ,¥) i

Hom -1
& s

c) Sofent f : X—3Y et g: Y —>Z deux morphismes de F¢s~ ') .

N

X ¥ t €5

! J-‘\\\\E;\\\ﬁ
Y z t' €5 )

un diagramme dans 3 dont 1'image est £ (resp. g ). Soit

(resp.

un diagramme commutatif dont 1'existence est assurée par Fr2). L'image dans

Hom _(X,Z) du diagramme

s

" l g|flr

X Z

g5t le morphisme composé

i)
Hy
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Soit

Q:F—— F shH

le foncteur canonique.

d) Le foncteur Q* s T(S_l)“ E— S’" ({ F——=F o Q I 5.0) est pleine-

ment fidéle et injectif sur les objets.

e) Le foncteur Q, : Fr—=% '}'(s_‘)" (adjoint 3 gauche au foncteur Q’

(I 5.1) est exact & gauche. (Il en est donc de méme du foncteur @ lorsque dans 5

les limites projectives finies sont représentables).

Preuve : Nous renvoyons pour la preuve 3 [17.

Exercice 6.6. : Soient  une catégorie, S un ensemble de morphismes de 5 pos—
sédant les propriétés Frl), Fr2) et Fr3). Pour tout objet X de ’.F , on note S{X)

la catégorie des morphismes de but X .
a) La catégorie S(X) est cofiltrante (I 2)

b) Pour tout objet X de ¥ , désignons par JS(X) l'ensemble des cribles de
X qui contiennent un crible engendré par un morphisme de S . Les JS(X) définissent

sur ? une topologie T .
c) Pour la topologie T , les morphismes de S sont bicouvrants (IT 5.2).

d) Pour tout objet X de f , désignons par f(x) la catégorie des morphismes

bicouvrants de but X . La catégorie S(X) est cofinale dans iz(x) (I 8).
e) Soit G un pré&faisceau d'ensemble sur ¥ . soit a le foncteur associé pour

la topologie T . Pour tout ghjet X de 3 » on a un isomorphisme canonique

aG(xX) > 1im G( . )
S(X)

Un préfaisceau est un faisceau si et seulement s'il transforme tout morphisme de S

en isomorphisme.

f) On choisit le foncteur faisceau associé de fagon que sa restriction i § soit
injective sur les objets. Désignons par i la sous—catégorie pleine de la catégorie

des faisceaux d'ensembles sur 5 définie par les faisceaux associ&s aux préfaisceaux
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;. . > = 3§ =1 Fo i

représentés. La catégorie f_ est isomorphe & la catégorie @'(S ) décrite dans 6.5.

Les objets de {J_"; forment une famille de générateurs du topos 3_..'1, des faisceaux d'en-
- - - e] . "

sembles sur ¥ . La topologie induite sur 3; par la topologie canonique de f" est

1a topologie grossigre (II 1.1.4).

g) Seit Q : T—”— f le foncteur canonique. Le foncteur ©Q est un morphisme
du site 9': (topologie grossigre) dans le site § (topologie T de b)) (IV 5.9) et

induit un isomorphisme sur les topos correspondants.

5 g i ‘
h)} Soit u : p SR C un foncteur. Le foncteur u est continu, si et seulement

s'il transforme les morphismes de S en isomorphismes (IIL 1.1)

i) Soit wu : . A € wun foncteur transformant les morphismes de. S en isomor-

phismes. Le foncteur wu se factorise d'une mani&re unique en

T E c

(On utilisera IIT 1.4).
j) Soit Pros'? la sous—-catégorie pleine de Pro ¥ (I 8) définie par les pro-

objets dont les morphismes de transition sont dans S . Montrer gue le foncteur 0Q se

factorise en
"j';.‘;._, Prosrf — @S-l

o j est la restriction & Prosy de Pro Q . Montrer que le foncteur j admet un

adjoint 3 gauche pleinement fidéle

. T
A-j'si Pros.}'

Montrer que pour tout cbjet X de ¥y s AQ(X) est le pro-objet

Y — X € S(X) bbm— ¥ .
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Proposition A.7. Soient @& une catégorie cofiltrante (I 8.7) et ‘3’ —-—‘)"é une

catégorie fibrée (6.1.3)).

1) Soient & wun objet de 2 et T/ 2 1la catéporie fibrée sur “8;’-5 obte-

nue par le changement de base “¢ /6 ——> @ . Le foncteur canonique

im ? /& —— Lin F est une équivalence de catégorie.

bt

3

-

2) Soit plus généralement o' —%'& un foncteur cofinal (I 8). Soit

E' ——%' 1a catégorie fibrée déduite de §— 33 par le changement de base

B é . Le foncteur canonique

Lin ' —> 1in §F
E T

est une €quivalence de catégories.

Preuve. Exercice.
Exercice 6.8.

1) Soient g : €° —> Cat un foncteur et Lg __.>§ la catégorie fibrée
correspondante [5] Montrer qu'il existe un foncteur canonique I:a%l%——-—?hg g
Montrer que ce foncteur n'est pas nécessairement une équivalence de catégories. (On
pourra prendre pour g le fonecteur constant dont la valeur est l'objet final de Cat
et pour & 1la catégorie assocife a un groupe).

2) On suppose que la catégorie €° est peeudo-filtrante. Montrer qu'alors

le foncteur canonique Liml,%-——)— fim g est une équivalence de catégories.
-3

Proposition 6.9. Soit rs:———‘pz une catégorie fibrée (6.1). Le foncteur

(Cat) ——> (Ens) :

CH— HomCar't,’S (cx3,F)
est représentable par la catégorie Hom:artf?ﬂ(s e

Soient C une catégorie, F : Cx@ ——*)? un €-foncteur cartésien (6.1.4),
X un objet de C . Le foncteur £ F——> F((X,8) est un foncteur cartésien noté
F'(X) de @ dans & qui dépend fonctoriellement de X . D'oll une application

FF——> F' de H (Cc é,'f} dans Hom(C,Hom arué(!.ﬁ')) fonctorielle en C

OMeare /€ —

dont on vérifie immédiatement que c'est une bijection.
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é i st appelée la catégorie des sections cartésiennes
6.10. La catégorie Hom, ., €, e PO z

de la catégorie fibrée F . Elle est aussi appelde parfois la catégorie limite pro-

jecti‘-'e de ¥ suivant @° . Elle est alors notée ;Ei.m 5 [2] .

6.11. Choisissons un scindage de la caté@gorie fibrée ':f’-———bﬁ , i.e. choisissons pour
x
toute fléche £ £ — n de ‘E un foncteur changement de base f :fn—'—@: .

Pour tout objet £ de & , notoms

ie foncteur d'évaluation en £ . Pour tout morphisme f :£ —— 1, on a un diagramme

de foncteurs commutatif 3 isomorphisme canonique prés :

& ——— €
€ - ‘]lfx
s,

La catégorie Lin§ apparalt ainsi comme la limite projective au sens des pseudo—
1
foncteurs de £ 1—*—@{__ . Méme lorsque & b——> grg est un véritable foncteur (i.e.
]

méme lorsque le scindage choisi est un clivage IS]) les catégories Limﬁ'N (6.10) et

im(}u
&

(I 2) ne sont pas, en général, équivalentes.

7. Topos et sites fibrés.

7.1. Topos fibrés.

Définition 7.1.1. Seit U un univers. Un U-topos fibré sur une catégorie 1 est
et AL L LON S0t U un univers. Un U-EGp I3

une catégorie fibrée sur I (6.1) =

p: F—>1

dont les fibres sont des U-topos, et dont les foncteurs images inverses (x) relatifs

aux morphismes f : i ——> j de I sont des foncteurs £x Fj —%Fi images

inverses de morphismes de topos f. : Fi — F. (IV 3.1.2).
A |

7.2.1., I1 revient au méme de dire qu'un U-topos fibré sur une catégorie I est une

catégorie fibrée p : F ———> I dont les fibres sont des U-topos et dont les fonc-

-

(%) pour 1z structure Fibrée (6.1.2).
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teurs images inverses sont exacts et commutent aux limites inductives (IV 1.8).

7.1.3. Choisissons pour tout morphisme f : i ——>j de 1 un foncteur image in-
verse E' 4 Fj ——-)Fi . On a alors, pour tout couple i —-f-r- i L.'P k de

. . . *
morphismes composables de I , un isomorphisme canonique £ Etg’ — (gf)

c

f,g

(6.1.2.1) et les ce & possédent la propriété de cocycle 6.1.2.2. Choisissons de
»

plus, pour tout f : i ——> j un foncteur adjoint i droite ft - Fi —_ Fj au

foncteur f' 3 Fj —)Fi . Le foncteur f‘ 5 Fi —_— F__.| est dé&fini 3 isomorphisme

canonique prés par sa propriété d'@tre adjoint 3 droite 3 £ . On en déduit, par les

résultats généraux sur les foncteurs adjoints, des isomorphismes canoniques ;

FT4la 3 ! 3 F

( 3.1 cg,f g*ft — (gf}* "

qui poss&dent une propriété de cocycle analogue 3 la propriété 6.2.2.2 et gu'on laisse
au lecteur le soin d'expliciter. En appliquant alors les résultats de 6.1.3, on obtient

une catégorie fibré&e sur 1I° :
{7:153.2) p' :+ F' —= 1°

On vérifie facilement que la catégorie fibrée p' : F' —= I° ne dépend pas 3
I°-isomorphisme unique pr&s des différents choix utilisés pour la ::g::-nsl:ruirecg )
La fibre en tout objet i de 1I° de la catégorie fibrée p' : F' ——> I® est cano-
niguement isomorphe au U-topos Fi et est identifiée 3 ce dernier. Les foncteurs

images inverses de la catégorie fibrée p' : F' —> 1I° sont des foncteurs images

directes par des morphismes de topos.

7.1.4. Soit p : F——> 1 un U-topos fibré. Choisissons pour chaque f : 1 —> j
un morphisme de topos (IV 3.1.2) f£. : Fi _— Fj tel que le foncteur image inverse
E:t (par f£. ) soit l'image inverse pour la structure fibrée (6.1). On obtient alors

des cocycles ¢ reliant ces morphismes de topos (7.1.3.1 et 7.1.3.2). La collec—

f,s
tion des morphismes f. , £ € F1(I) , et des cocycles cg & est appelée un biscindage

du topos fibré F —> 1 . Le choix d'un biscindage permet d'associer au topos fibré

F ——> 1 un pseudo—foncteur i b—> F. de la catégorie 1 dans la 2-catégorie

(%) Le rédacteur présente @es excuses pour le caractére non intrinséque de cette
construction.
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des U-topos. On peut alors lui associer de manigre essentiellement unique {cf.Dﬂ) un
y-topos fibré F — I muni d'un biscindage tel que le pseudo—foncteur correspon-—
dant soit canoniquement isomorphe i i ——op Fi . Dans la pratique on notera le plus

)

gouvent un U-topos fibré€ F ——> I par la notation (F en supposant implici-

i“iel
tement qu'on a choisi un biscindage. On notera cependant que les constructioms qu'on
effectue sur les topos fibrés (telles que le topos total associé (7.4), la limite pro—
jective (8.1)) ne dépendent que des topos fibrés et non pas des biscindages &ventuel-

lement choisis.

péfinition 7.1.5. Soiemt p : F—> 1 et g : G —> T deux U-topos fibrés sur
——————— —_—

I . Un morphisme m de topos fibrés de (F,p) dans (G,q) consiste en la donnée

d'un I-foncteur m‘ ! G——> F (6.1.4) et en la donnée pour tout i objet de I d'un

s = 3 x -
adjoint & droite me, d Fi —_— G_1 au foncteur m, Gi —_— Fi obtenu en restrei-

" . *x = i ~ . .
gnant aux fibres en i le foncteur m . Cette donnée doit Etre de plus soumise 3 la

condition suivante : Pour tout objet i de I 1le couple de foncteurs adjoints

(m‘ m
g z

i

) est un morphisme du topos Fi dans le topos Gi .

7.1.6. Soient m : (F,p) —> (G,q) un morphisme de U-topos fibrés sur I et
P' + F' ——> 1I° , q' : ' —> I° les catégories fibrées associées par le procédé

7.1.3 aux topos fibrés (F,p) et (G,q) respectivement. Choisissons des biscindages de

F et G (7.1.4), notés dans les deux cas e > j) ¥ > £. : (f*,f*) , de Fi
=

dans ‘Fj et de Gi dans Gj respectivement. Comme f : G —=> F &5t un I-foncteur,

on a, pour tout morphisme £ : i ——> j |, un morphisme de foncteurs (morphisme de

transition)

(7.1.6.1) bf : f‘(m’j‘—rmff‘ N

&t pour tout couple i ——-f—_) i —£ 5 &k de morphismes composables, on a

(7-1.6.2 * * T =
) mi(cf,g) b £ (bg) bgf Cf,g 3

En passant aux foncteurs adjoints, on obtient des morphismes
”-1.6.3) b% : fm,, —>m, £

U1 satisfont 3 des relations analogues aux relations (7.1.6.2). Comme les foncteurs

ra
e |
o
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fg sont des foncteurs images inverses des catégories fibraes (F'yp') et (G"',q")

(7.1.3), on peut construire un I°-foncteur :

(i To604) Ty F' ——— ' 2

dent les restrictions aux fibres sont les foncteurs m, et dont les isomorphismes
de transition sont les b% . On vérifie avec un peu de patience que le foncteur m*

ainsi construit ne dépend pas du choix des morphismes de topos f. (x).

7.1.7. On note HomtcpI(E,G) l'ensemble des morphismes de topos fibrés entre le to-
pos fibré (F,p) et le topos fibré (G,g) . L'ensemble HomtopI(F,G) est 1'ensemble

des objets d'une catégorie notée HomtopI(F,G) : 81 m et n sont deux morphismes

FE— : 2 %
de topos fibrés, un morphisme de m dans n est un I-morphisme du foncteur n

dans le foncteur m¥ . On en déduit d'ailleurs par adjonction un I°-morphisme du

foncteur m* dans le foncteur nx (7.1.6). On a donc en dé&finitive deux foncteurs :

(7-1-7:0) Homtop. (F,G) ——> HomI(G.F)"
(7.1:.7:2) Homtop_(F,G) —> Hom o (F',G'")

F ¥ o B X *
quil associent 3 tout morphisme (m , (m. ) ) , d'une part le foncteur m €

i’ i€0bI
HomI(G,F) » et d'autre part le foncteur L € HomI,{F’,G'} obtenu en recollant les

mj* comme en (7.1.6). Le foncteur m* 1 &——F (7.1.7.1) est appelé le foncteur

image inverse par le morphisme de topos fibré m : F —— > ¢ ; le fonecteur

1:1‘!4t : F' ——> 6" (7.1.7.2) est appeléd le foncreur image directe par le morphisme de

topos fibré m : F ——= G . 11 résulte immédiatement des définitions que les fonec-

* : P as 3
teurs mb—>m et m F——*i>m* sont pleinement fidsles et que leurs images essen-—

tielles sont, d'une part, l'ensemble des I-foncteurs de G dans F qui, fibre par
fibre, sont exacts et commutent aux limites inductives et, d'autre part, 1'ensemble
des I°-foncteurs de F' dans G' qui, fibre par fibre, possaddent un foncteur ad joint
4 gauche exact. Ceci justifie les abus de langage consistant 3 définir un morphisme de

topos fibré&s par son image directe ou son image inverse. En fait un tel morphisme de

(x) voir note du bas de 1la page 112,
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topos fibrés n'est alors défini qu'3d isomorphisme unique prés.
On note HomtoE:arth(F,G) la sous—catégorie pleine de HomtopI(F,G}
engendrée par les morphismes m tels que mt (ou ce qui est &quivalent ¥ ) soit

un foncteur cartésien (6.1.4). De tels morphismes sont appelés des morphismes carté-

giens. On a donc des foncteurs pleinement fidé&les, induits par 7.1.7.1 et 7.1.7.2

o
(7.1.7.3) HomtoECart”(F,G) —— Hom ar”I(G,F) .
" 1
(7.1.7.4) Homtop art{I(F’G) ———= Hom artiI°(F LG")

7.1.8. Boient p : F—— 1,9 :G—— 1, r : H—— 1 trois U-topos fibrés
sur I et m: F——> G, n : G ——>H deux morphismes de U-topos fibrés. On dEfi-
nit comme en IV 3.3 le composé des deux morphismes m et n , qu'on note

nm : F—H , et si V est un univers tel que U€V , on définit une catégorie
(Eﬁngopr) dont les objets sont les U-topos fibrés sur I & catégories fibres 8lé-
ments de V , et dont les morphismes sont les morphismes de U-topos fibrés sur I

De plus, comme en IV 3.3.2, 1'application de composition
F. 3 F’
Homtopr( G)xHomtopr(G B —————*—Homtopr( H)
est 1l'application induite sur les objets par un "foncteur de composition de morphismes':

HomtnE;I{F,G) Homtop}I(G,H) —> Homtop , {(F,H)

/I
et les considérations de IV 3.3 et IV 3.4 s'érendent sans changement au cas des U-topos
fibrés. Le lecteur aura d'ailleurs remarqué que lorsque I est une catégorie ponc-—
tuelle (un objet, un morphisme identique) un U-topos fibré sur I '"n'est autre" qu'un
U-topos, et un morphisme de U-topos fibrés "n'est autre'" qu'un morphisme de U-topos

et les constructions précédentes se réduisent 3 celles de IV 3.

7.1.9. Soient p : F——> T un U-topos fibré et ¢ : J ——= 1 un fonecteur. La
catégorie fibrée Py ¢ FJ — J déduite de (F,p) par le changement de base

$ 3 J——— 1 est un U-topos fibré sur J . Soient p' : F' — > I1° et

{PJ}' =(FJ)’ —= J® les catégories fibrées déduites respectivement de Fyp) et
(FJ,PJ) par la construction de 7.1.3. On vérifie imm8diatement que la catégorie

((FJ)' . (pJ)' ) est canoniquement isomorphe i la catégorie (p') (F') , ——— 1°

i 3
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déduite de p' : F' —= 1% par le changement de base &° ; J° — = 1 Ces deux

catégories fibrées sur J° seront par la suite identifides et notées 1 Fl —s 30

1]
Ty ¥ %3
L'opération de changement de base est fonctorielle, et méme 2-fonctorielle, par rappore
& son argument : pour tout couple p : F — % T ot § —> I de U-topes fibrés sur

I, on a deux diagrammes commutatifs de catégories et foncteurs

HomtoEI(F,G) _ HomI(G,F) 2

(7:1:9.5) l l

£-1
HomtoEJ(FJ,GJ) ———'-"-HomJ(GJ,FJ) .

HomtoEI(F,G) —_— Hc:-mIu (F',G")

(7.1.9.2) l l

HomtoEJ(FJ,GJ} —_— H.DmJo(qu.GJg) 3

ol les foncteurs verticaux sont des foncteurs changement de base et oii les foncteurs
horizontaux sont respectivement dans (7.1.9.1) les foncteurs "morphisme +—— image
inverse" (7.1.7.1), et dans (7.1.9.2) les foncteurs "morphisme +——> image directe"

70X a7 2D

7.2. Sites fibrés

7.2.1. Un U-site fibré C sur une catégorie I est une catégorie fibrée

P i C——=1 dont les fibres sont munies de topologies faisant de celles—ci des

U-sites (IV 3.0.2) telles que pour tout morphisme f : i ——= j de I , le foncteur
&

image inverse £ Cj R Ci soit un morphisme du site Ci dans le site (:j

(IV 4.9.1).

7.2.2. Scient p : C ——= T et q : D——>1 deux U-sites fibré&s sur I . Un

morphisme de U-sites fibr&s de C dans D est un I-foncteur (6.0.) m : D —=C

tel que pour tout objet 1 de I , le foncteur m, Di —>C; soit un merphisme
du site C; dans le site D; . On désigne par McrsiteI(C,D) 1l'ensemble des mor-

phismes de sites fibrés de C dans D . Un foncteur continu du site fibré D dans le

site fibré C est un I-foncteur de D dans C qui induit sur les fibres des fonc—

teurs continus (III 1). On note ContI(D,C) 1l'ensemble des foncteurs continus du
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gite fibré D dans le site fibré C . On désigne par MorsiteI(C,D) la sous—catégorie
pleine de EEEI(D’C)O définie par 1'ensemble d'objets MorsiteI(C,D)C: Hom_(D,C) .
on désigne de méme par EEEE{{DvC) » la sous—catégorie pleine de EEEI(D,C) définie
par le socus—ensemble d'objets EEEEI(D-C)‘: HomI(D,C) . On a donc deux foncteurs plei-

nement fid2les et injectifs sur les objets
(7.2:2.1) Morsite (C,D) “——> COntI(D.C)°  — HomI(D.C)° .

Oon définit, de méme qu'en 7.1.7, les morphismes cartésiens du site fibré C dans le

site fibré D . On a un diagramme de sous—catégories pleines

- -]
Morsite artlI(C,D)C—————* Hom:arth(D,C)

(7.2.2.2) 'l 1

!-!orsiteI(C,D} — HomI(D,C) B

7.2.3. Les morphismes de U-sites fibrés se composent. Ceci permet de d&finir la caté-
gorie (V-U-Site/I) dont les objets sont les U-sites dont les fibres appartiennent 2
un univers V {dont LU est un &l&ment). La catégorie V-U-site est d'ailleurs munie
d'une structure de 2-catégorie et en particulier la composition des morphismes de u-
sites fibrés est fonctorielle par rapport aux morphismes entre morphismes. Pour tout
foncteur ¢ + J— I et tout site fibré p : C —= I , 1la catégorie

Pyt CJ — J d&duite de (C,p) par le changement de base & : J — > I , St
munie canoniquement d'ume structure de U-site fibr& sur J . L'opération de changement

de base est 2-fonctorielle.

7.2.4. Soit p : C——> I une catégorie fibrée dont les fibres srnt munies de
topologies faisant de celles—ci des U-sites. Supposons que les limites projectives

soient représentables dans les catégories fibrées. Pour que p : C ——= I soit un

U-site fibré il suffit que les foncteurs images inverses soient exacts 3 gauche et
Eransforment familles couvrantes en familles couvrantes, et cette condition est aussi
Suffisante lorsque les topologies des fibres sont meoins fines que la topologie cano-
Bigue (IV 4.9.2). Tous les sites Fibrés utilisas dans ce séminaire seront du type

d&crit ci-dessus. De méme, soient p : C ——= I et q : D —— 1 deux sites fibrés

tels que les limites projectives finies dans les catégories fibres soient représen-—
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tables. Un foncteur cartésien m : D —— C gui induit sur les catégories fibres des
foncteurs exacts 3 gauche et qui transforme les familles couvrantes des catégories
fibres en familles couvrantes est un morphisme de sites fibrés de C dans D , la
réciproque &tant vraie si les topologies fibres de C sont moins fines que la topo-
logie canonique (IV 4.9.2). Tous les morphismes de sites fibrés utilisés dans ce

séminaire seront du type décrit ci-dessus.

7.2.5. Un U-topos fibré p : F —— I est un U-site fibré lorsqu'on munit les fibres
de la topologie canonique, ce que nous ferons toujours par la suite. Soit m : F — ¢
un morphisme de U-topos fibrés. Le foncteur image inverse m* : G—F (7.1.7)

est un morphisme du U-site fibré F dans le U-site fibré G . On a donc un foncteur
(Efg*Topr) —_— (Efgfsitefl) s, foncteur qui n'est pas fid&le en général. Mais ce
foncteur se prolonge en fait naturellement en un 2-foncteur qui induit, pour deux

U-topos fibrés F et G sur I , un foncteur :
(72225510 HomtoEI(F,G) —————*—HorsiteI(?,G)

qui est une Equivalence de catégories, ainsi qu'il résulte immédiatement des défini-—

tions. D'ailleurs le foncteur (7.2.5.1) composé avec 1'inclusion canonique
MorsiteI(F,G) L——~v—HomI(G,F}° n'est autre que le foncteur (7.1.7.1) qui, 3 un mor-—

phisme de topos fibrés, associe son image inverse.

7.2.6. Soit p : C—> 1 un U-site fibré. Choisissons pour tout morphisme

f:i——>3j de I un foncteur changement de base f‘ $ Cj ————+—Ci . En passant

aux catégories de qi—faisceaux, le foncteur £4 se prolonge en un foncteur

e ¥
Top(f)* : C} — Ci » o Top(f) : Cz —_— C; est un morphisme de topos (IV 4.9.

1.1), rendant commutatif 3 isomorphisme pr&s le diagramme :

ft

¢, —— > ¢,
(7.2.6.1) £3 =
-
oY —  Faplf) " . %
J 1

Soient
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I *
(7.2.6.2) g f 8 T (g
les isomorphismes canoniques (6.1.2.1) et
" * *
(7.2.6.3) b, : Top(f) By —> e, f

les isomorphismes qui '"rendent commutatifs" les diagrammes (7.2.6.1). En utilisant le

* i iy A i B W e e
fait que les foncteurs Top(f) commutent aux limites inductives, on vérifie immé-

diatement que pour tout couple de morphismes composables : i ——E—&-j —8 k

il existe un et un seul isomorphisme
* * *
(7.2-6.&) TDP(Cf g) : Top(f) Top(g) — Top(gf)
3
tel qu'on ait
x
(7.2.6.5) Ei(cf’g)bf Top(£f) (bg) = bgf Top(cf’g) -

De plus, les isomorphismes (7.2.6.4) satisfont automatiquement la condition de cocycles
de 6.2.2.2. On peut donc construire une catégorie fibrée

(7.2.6.6) Vs YWY

- - - Mo
dont les fibres sont canoniquement isomorphes aux U-topos Ci (6.1.3), et un foncteur

cartésien

(7.2.6.7) & R

s 7 . W o T
qui induit sur les fibres les foncteurs E; 3 Ci —_— Ci . Il résulte immédiatement

s 5 Rt . =
des définitions que p : leI —> 1 est un U-topos fibré sur I , que €e/1 est
" - . - . 4] - - -

un morphisme cartésien de U-sites fibrés de C /1 dans C , et que le U-topos fibré
LT | . - - z ;
c —> 1 et le foncteur cartésien €c/1 Be dépendent pas, 3 isomorphisme canoni-

que prés, des différents choix utilisés pour les construire (choix des foncteurs

w1

% F
changement de base f* et choix des prolongements Top(f) ). Le U-topos fibré ¢

est appelé le U-topos fibré associé au U-site fibré.

7.2.6.8. On vérifie que la formation du U-topos fibré associé i un site fibré

" G . . -
Commute" aux opérations de changement de catégorie base.
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Proposition 7.2.7. Soient E un U-topos fibré sur 1 et € un U-site fibré sur

* . = . . 2
I . Le foncteur mb—sm" ¢ » Associant & tout morphisme de topos fibrés

c/1
m : E —*)C’JI le composé avec €e/1 du foncteur image inverse associé
mF : CMJI —> E , induit ume &quivalence de catégories préservant les cbjets
cartésiens
ST ~ "
HamtoEI(E,C = Mor51teI(E,C) .

Lorsque dans les catégories fibres de C les limites projectives finies sont repré-

sentables, le foncteur pleinement fidéle correspondant

/I

HomtoEI(E,C e —— HomI(C,E]

a comme image essentielle 1'ensemble des I-foncteurs g : C —= E qui sont exacts

a8 gauche fibre par fibre et qui transforment les familles couvrantes des catégories

fibres en familles &pimorphiques des catégories fibres correspondantes.

Cette proposition ne fait que généraliser au contexte fibré la proposition

IV 4.9.4, et la démonstration donnée en IV 4.9.4 se généralise immédiatement.

7.3. Exemple

Exemple 7.3.1. (le topos fibré des morphismes d'un topos)

Scient E wun U-topos , FI(E) 1la catégorie des morphismes de E et
P : F1(E) —— E 1le foncteur qui associe 3 un morphisme son but. La catégorie
(F1(E),p) est un U-topos fibré sur E . (7.1.1 et IV 5.1). La fibre en tout objet X

#

de E est le topos E‘,x . Le foncteur image inverse f° : E ———;-E‘,x par un mor-—

¥ 'd
phisme f : X —> Y est le foncteur produit fibré. A tout foncteur o : I —>»E,

on peut donc associer le U-topos fibré sur I

(7-3.1.1) Py ¢ Fl(E)I—iI 5

obtenu par le changement de base ¢ : I ——» E » dont la fibre en tout objet i de
I est E,f:b(i) (7.1.9). si V est un univers dont E est un €lément, on a, avec les

notations de 7.1.8, une application

(7.3.1.2) Hom(I,E) > cbtg—_q—tap”) »

qui associe 3 tout foncteur ¢ € Hom(I,E) Ile U-topos fibrd sur I déduit de (F1(E),P)
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par le changement de base ¢ : I —>E . Soient by et @2 deux foncteurs de 1

dans E et m ¢ > un morphisme de foncteurs. Notons P, ! Fl(E)I — 1

2
et Py : Fl(E)2 —— I les U-topos fibrés sur I d&duits de p : FI(E) —— E par
les changements de base LI I ——E et b, ¢ I ——— E respectivement. Choisis—

sons, pour tout objet i de I , un morphisme de topos (IV 5.5.2)

e 1 i E . .
(7.3.1.3) oc({m(i)) % (D) —»E’% 2(1)
On vérifie alors facilement gu'il existe un et un seul (=) morphisme cartésien de
topos fibrés sur 1T :
(7.3.1.4) loe{m) : FI(Ell —> FL(E), s

qui induise sur les topos fibrés les morphismes loc(m(i)) . Le morphisme
loc(m)} : FI(E)I ————‘rFl(E}2 est déterminé 3 isomorphisme canonigue prés par le mor-—
phisme de foncteurs m : ¢i —_—4_ . Si =n : ¢2 ————+—¢3 est un morphisme de fonec-

teurs, on a un isomorphisme
(7:3:1:5) ce(m,n) : loc(n)loc(m) 2 loc(nm) i

et les isomorphismes c(m,n) poss&dent une propriété de cocycle analogue 3 6.1.2.2.

Exemple 7.3.2. (Le site fibré des morphismes d'un site).

Soient C wun U-site ol les produits fibrés sont représentables, F1(C) 1la

catégorie des morphismes de C et p : F1(C) —— C 1le foncteur gqui associe 3 un
morphisme son but. La cat&gorie fibrée (F1(C),p) est un U-site fibré sur C lorsqu'
on munit les catégories fibres des topologies induites (II 5.2). Soient

€c * € —— ¢* 1le foncteur canonique de C dans la catégorie des U-faisceaux sur

C . En notant Fl(aC) l'extension naturelle de ce dernier foncteur aux catégories de

morphismes, on a un diagramme commutatif de catégories et foncteurs

Fl(e.)
Fl(C) —— © s F1(c)
(7.3.2.1) P L Jlr P
- €e 3
e — = c

(x) 1'unicit& provient de ce qu'on exige, avec les notations de (IV 5.5.3), 1la
formule : (gf), = g, £ .
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d'oll un foncteur carté@sien entre catégories fibrées sur C

F1(C) —— F1 (qu}c

(7:3:2.2)
5 Prc
c

ol Pic ° Fi{c )C —— C est déduite de Fl(Cq'} —c" par le changement de base

o ¢ C ——C . Le foncteur F1l(C) — > Fl(Cm ¥ de 7.3.2.2 est un morphisme du

C
site fibré F1 (Cr—‘}c dans le site fibré F1(C) (7.2.2), d'oG par 7.2.7 un morphisme

de topos fibrés sur C :

(7.3.2.3) can : F1(C), — F1(c)™/C ,

"
oli Fl(C) /c est le topos fibré sur C associdé au site fibré Fl(C) —— C (7.2.6).

Il résulte de la définition du topos fibré associé (7.2.6) et de II 5.5 que le mor-—
phisme can de 7.3.2.3 est une C-dquivalence de U-topos fibrés sur C , i.e. il

existe un morphisme @ : Fl(C)me

A —
— F1{C )C de U-topos fibrés sur C tel que les
composés 2 o can et can o @ soient C-isomorphes 3 1'identité.

Soit ¢ : I —— C un foncteur. On en déduit par changement de base un

site fibré@ sur I :
(7.3.2.4) Py : FIL(II:)I —_— T

et comme la formation du topos fibré assccié commute au changement de base (7.2.6), on
L

a une I-&quivalence de U-topos fibrés

(7.3.2.5) cany : F1(C), — Fl(C};{I

ol FI(C")I — [ ast le U-topos fibré obtenu par le changement de base
b
£E.0 ¢ ¢ I —¢Cc .

Soient enfin 3 ! I —=C et 4, t I ——= C deux foncteurs et

2

m g, —> 4, un morphisme de foncteurs. Notons Fl((.‘.,‘.vi et FI(C}2 les sites
fibrés sur I déduits de p : F1(C) —— C par les changements de base ¢, et &y

respectivement. On construit comme en 7.3.1 un morphisme de sites fibrés sur T :

(7.3.2.6) loec(m) : I-'l(('.!)1 —_— Fl(c)2 &
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L)
Notons F"L(Cm)l — I et Fl(C )2 —> 1 les U-topos fibrés sur I obtenus par

les changements de base € ¢ et g respectivement. On a un diagramme commu-—

c ° %

tatif 3 isomorphisme prés de morphismes sur I :

loc (= xtm)
F1(c™) & F1(c,
(7:3.2:.7) i l
loc(m)
Fl(C)] Fl(C)2

oid les morphismes wverticaux se déduisent par changement de base des morphismes de

7.3.2.2.

Exercice 7.3.3. (Petit site et gros site fibrés).

Cet exercice est une suite & 1l'exercice IV 4.10.6 dont on utilise les hypo-
théses et les notations. On note g la sous—catégorie pleine de FL1(S) définie par
les morphismes de M , et p : M —> S5 1le foncteur qui associe 3 un morphisme son
but.

6°) Montrer que (g,p) est un site fibré sur § et gque, lorsque dans S
les produits fibrés sont représentables, le foncteur d'inelusion M —— F1(S) est

un morphisme cartésien du site fibré F1(S) — S dans le site fibré M —— §

y/S

7°) Soit — S5 1le topos fibré associé 3 M — § . Montrer gqu'on

/8

. - . v,
a avec les notations de 7.3.2, un morphisme canonique g : F1(S ) =i~ de

/s

topos fibrés sur S gqui induit sur chaque fibre en X € ob(S) 1le morphisme

(Prolx,Resx) (IV 4.10.6 4°)). Montrer que, bien que pour tout X € ob(S) 1le morphisme

By * S?; — - S(X)~ admette une section (loc. cit.), le morphisme g n'admet pas

en général de section.

7.4. La topologie totale d'un topos ou d'un site fibré.

Définiction 7.4.1. Seit p : C —— T un U-site fibré et pour tout i € ob(1) , notons

Bay Ci —> C le foncteur d'inclusion de la catégorie fibre Ci dans C . On

appelle topologie totale sur C 1la topelogie la moins fine sur € qui rende continu

les foncteurs a

— "

pour 1 € ob(I) (III 3.6). On appelle site total la catégorie C

munie de la topologie totale.
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Proposition 7.4.2. Soient p : C —= 1T un U-site fibré, T 1la topologie totale

sur C et pour tout i € ob(I) , Ti la topologie de la fibre Ci .

1) Seit X wun objet de C au-dessus d'un objet i de T . Une famille

(X —— % )._ est couvrante pour T si et seulement si elle est raffinée par
B EE B

une famille couvrante pour 'I‘i {YY ————-v---}()Y cr de Ci )

2) La topologie T induit sur les catégories Ci » les topologies Ti :

3) Pour tout i € ob(I) , le foncteur @;y # ¢ — C est cocontinu.

7.4.2.1. La proprié&té 3) résulte de 1) et de III 2.1. Démontrons 1Y. Soit, pour tout
objet X de €, J(X) l'ensemble des cribles de C/X décrits dans 1). On vérifie
que les J(X) possé&dent les propriétés T 1) , T 2) et T 3) de II 1.1, et qu'ils
définissent par suite une topologie T' sur € . La topologie T' est la moins fine
des topologies sur C pour lesquelles les familles couvrantes pour les topologies

Ti sont couvrantes. La topologie T' est donc moins fine que T (III 1.6). Pour mon-
trer que T' = T , il suffit done de montrer que pour tout objet i de I , le fone-
teur Gy Ci — C est continu lersqu'on munit C de 1la topologie T' : ou
encore, il suffit de montrer que la topologie induite par T' sur la catégorie Ci
est la topologie Ti » ce qui démontrera en méme temps la propriété 2). Soit T{ la
topologie sur Ci induite par T' , et u ¢! RS“—5 X un crible couvrant pour T{ i
D'apr&s IIT 3.2 le morphisme ai!(u) :ui!(R) ————+-ui!(X) est bicouvrant et en par-
ticulier couvrant, ce qui revient & dire, d'aprés la définition de T' , que le cri-
ble R<“——= X est couvrant pour Ti . La topologie T{ est donc moins fine que Ti ’
et pour démontrer gue T{ est plus fine gue 'I‘i » 11 suffit, par définition de 1a
topologie induite (III 3.1), de montrer que le fonecreur Gy f Ci — C est continu
lorsqu'on munit les catégories C;, et C des topologies Ti et T' respectivement.
En résumé, pour démontrer les propriétés 1) et 2), il suffit, wvia IIT 1.2 et 1.5, de

démontrer le lemme suivant :

Lemme 7.4.2.2. Avec les hypoth&ses et notations de 7.4.2 et 7.4.2.1, soient X un

objet de C au-dessus de i et R ~2 5 X un morphisme de C; . Les propriétés

sulvantes sont &quivalentes :
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i) Le morphisme R ——— X est bicouvrant pour T, .

ii) Le morphisme o, (u) : @;y(R) —— a,;,(X) est bicouvrant pour T' .

i) =3 ii) : 11 est clair que si R —2 > X est bicouvrant pour 'I‘i

le morphisme ui:(U) est couvrant pour T' . Il reste 3 montrer qu'il est bicouvrant

(I1 5.2). Soit Y un objet de € au-dessus d'un objet j de I, m et n

a: Y :; ai‘(R) deux morphismes de C~ tels que ai'(u)m = ai'(u)n , et posons

£ = p(a, ,(u)m) . Comme le foncteur a commute aux limites inductives (I 5.4.3)),
1.

it
on a (I 3.4)

HomCA(Y,o.i!(R))_’\_-'élmR HomC(Y, aiI(-)) 5
i

Comme pour tout objet Z de Ci » on a avec les notations de 6.1.1 :

l-lomcﬂ,z) i Hom (Y,2) ,

w € Hom(j,1i)
on en déduit

lim Hom (Y,am.,(.))
w 1l
CiFR

gui_ Hom(Y,a,, (.)) 22
C;/R

w € Hom(j,i)

e

Mais pour tout w € Hom(j,i) , on a un foncteur image inverse w : Ci —> C, 5 et
e - < -
on a Homw(Y,uiI(.})ﬁHomc (Y,w*(.)) . D'oli en notant encore w Ci —_— (.':j le
’ ]
prolongement de w' aux préfaisceaux (qu'on devrait noter d'aprés I 5.4 Cw"t}r ) et

* - - 4 . -
en remarquant que le foncteur w Ci s C]. commute aux limites inductives (I 5.

4.3)), on obtient un isomorphisme :

Homc-{"f,ai!(ﬁﬁ) - [ HDmCT(Y'W*(R}) ;

w & Hom(j,1i) J
- - - ——s
Dans cet isomorphisme, les morphismes m et n ! ¥ —s ;iI{R} correspondent 3
deux morphismes m' et n' : Y ——— f*(R) tels que f*(u}m' = f*(u)n' . Comme le

foncteur image inverse est un morphisme de topos, il est en particulier continu et par

suite f¥(u) est bicouvrant (TIT 3.2). Il existe donc une famille couvrante de C.
".l'

-t

v, — = P telle que pour tout 3 on ait m' v, =n' v, . On en déduit que

£ A

mv,=nw_ pour tout & , et par suite que 1i,{u“l est bicouvrant pour T
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a. (u)
ii) = > i) : Supposons que Zsp(R) . | BN ui‘{X) soit bicouvrant.
Le foncteur 1i' - Ci — € est cocontinu (III 2.1). Par suite 1? a:rtu) est bi-
couvrant (IIT 2.3.2) et {II 5.3 ii)). Le foncteur Ay d Ci —— C possé&de la pro-

priété (PPF) de I 5.14. Par suite on a un diagramme cartésien des C; (I 5.14 3)) =

B

Be— s a7 a. (R)
1 At
u al a, (u)
l i il
X——————> a R . %
i il

Par suite, u est bicouvrant (II 5.2).

Remarque 7.4.3.

1) La proprosition 7.4.2 peut s'&noncer et se démontrer dans un cadre un peu
Plus général que celui des sites fibrés, mais apparamment sans intérat : au lieu d'un
site fibré p : C —— I , on considére une catégorie fibrée p : C — = I dont les
fibres sont munies de topologies et dont les foncteurs images inverses sont continus
pour ces topologies (alors que dans le cas des sites fibrés on exige de plus que ces
foncteurs images inverses soient des morphismes de sites (IV 4.9)).

2) On peut démontrer que la topologie totale d'un site fibré est la topolo-
gie la plus fine rendant cocontinus les foncteurs oy 2 Ci —> C (IITI 2).

3) Seit p : C ——= 1 un U-site fibr& au-dessus d'une catégorie &quivalent
& une cat@gorie U-petite. Alors le site total C est un U-site (II 3.0.2). En effer,
si pour tout objet 1 de I (XS)5 € p. ©St une petite famille topologiquement géné-
ratrice de Ci » la famille (KS)BQLL_B: est topologiquement génératrice pour C et
est U-petite. On appelle Topos tot%l et on note Top(C) le topos des faisceaux sur le
site total.

4) Seit p : € —— 1 un U-site fibré sur une petite catégorie. Comme le
foncteur agy ¢ €C; — C est cocontinu, il donne naissance i un morphisme de topos

1

a: = (a

0T
i f, a. ) de Ci dans Top(C) (IV 4.7). Comme de plus le foncteur ary d

ix

-

e - - -~
Ci — C est continu, le foncteur a: 1 Top(C) ————*—Ci admet un adjoint 3 gauche
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N
noté encore c:i! H &

(III 1.2 iv)).

g Top(C) qui prolonge le foncteur a., : Ci —_— C

Proposition 7.4.4. Soit p : C—— 1 un U-site fibré sur une petite catégorie I .

1) Un préfaisceau F sur C est un faisceau pour la topologie totale si

et seulement si pour tout objet i de I , le préfaisceau F o @.y = Flci est un

faisceau sur Ci ¥

2) Un foncteur m de C dans un site D est un foncteur continu du site

total € dans le site D si et seulement si pour tout objet i de I 1le foncteur

m|Ci =moa., ¢ Ci — D est continu.

Si F est un faisceau pour la topologie totale, le préfaisceau F o @,

est un faisceau sur Ci car o, C, —— C est continu. Supposons que pour tout
! i

T o5y soit un faisceau sur Ci . Soit X un objet de C au-dessus d'un ochjet

i de I . Pour tout crible couvrant R de CiIX »on a F(X)™~F 5 ai!{R) et par
suite F(X)™ F(ai!(R)) . Soit R"'"<——>% X 1le crible de C/X image du morphisme cano-—
nique de préfaisceaux mi!{R) — X . Le morphisme ni!(R) — R' est un épimor-
phisme de préfaisceaux et par suite F(R') — F(aiI(R)) est injectif. Comme

F(R'") —— F(ai!(R)) est aussi surjective, 1'application F(R') — F(gi!(R))

est bijective, et par suite l'application F(X) — F(R') est bijective. Comme les
cribles couvrants R' “—— X qu'on obtient ainsi sont cofinaux dans 1'ensemble des
ceribles couvrants X (7.4.2. 1)), le préfaisceau F est un faisceau, car en revenant

& la construction du faisceau associé (II 3) on constate que F est isomorphe i son
faisceau associ€ (II 3.3). La deuxiéme assertion se déduit immédiatement de la premiére

et de la définition de la continuité (IIT 1.1).

7.4.5. Seoient p : C ——= 1 un U-site fibré sur une caté@gorie 1 &quivalenre & une
Petite catégorie et
fii—s

une fléche de la catégorie d'indices I

. En motant encere f : C, - Ci le mor-—
phisme de topos déterminé par la structure de site fibré, on a2 (avec les notations de
7.4.3 4)) un diagramme de morphismes de U—topos
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L}
s
e

Top(C)

[

(7.4.5.1) f a

s

-

C.
J

oi Top(C) est le topos total (7.4.3.3). Le diagramme (7.4.5.1) n'est pas commutatif

en général. Nous allons définir un morphisme canonique de morphismes de topos :
(7.6.5.2) Pg oy ——-—b—aj o £ 3

Il suffit de définir un tel morphisme au niveau des images inverses, i.e. de d&finir

un morphisme de foncteurs :

%
CF ki 5433 5’,:.:t“ou.——->- o ;
ki 1
ol encore, en utilisant 1'adjonction entre les foncteurs f* et ft » 11 suffit de
définir un morphisme de foncteurs :
(7.4.5.4) § Y ity
S I BN 'yf.qj + % H

Soient donc Y un objet de Cj et F un faisceau sur le site total C , On a, par

(fi(Y))) , ol dans le deuxisme

T * = Fr, * -
définition, o5 F(Y) F(aj!(Y)) et f, ey F(Y) F(ui!

membre f£¥ ;: ¢, — Ci désigne le foncteur image inverse pour la structure fibrée.

]
Mais, par définirion de ce fonecteur image inverse, on a un morphisme cartésien cano—

nique :

(7.4.5.5) my : @y f — aj! -

d'oli, en appliquant le foncteur F » une application fonctorielle en Y :

(7.4.5.6) (F) (Y)

. * s i ¥
g F(mY) : &j F(Y) Ex ay F(Y) 3

application définissant un morphisme de faisceaux sur c. :
2

. % * ;
{744.5:7) Ye(F) = a; i f ooy F 3

d'oll le morphisme de foncteurs de (7.4.5.4).

Ye
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Soient alors f : i —> j et g : j — k deux morphismes composables

de I . On a un isomorphisme canonique :
: $ f
g, f 8, I T (s,

et on vérifie immédiatement la formule de compatibilité :

L -
(7.4.5.8) Cop ® g,(vg) o 25 Yot .
7.4.6. Introduisons alors le U-topos fibré pm’,I : CmfI —= 1 assoccié i

p:C——>1(7.2.6) et la catégorie fibrée sur I° correspondante

(p'\'l"l) i (c'\"f I-) '

— I° (7.1.3.2). Les considé@rations précédentes permettent

d'associer 3 tout objet F de Top(C) une famille F, = (a*i F) d'objets

i

i €ob(I)
des C;.\: et une famille de morphismes

yfF:Fj—)-f‘Fi , FEEFI(I) , £ : i — ]

cette famille de morphismesétant soumise aux conditions de compatibilités de (7.4.5.8).

i = s & E a i
On a donc associd 3 F un 1°-foncteur de la catégorie I dans la catégorie (C X
g Z

cmiI

)'
i.e. un objet E}C(F} de la catégorie HomIo(Io.( }') . Comme cette construction

est fonctorielle en F , on a en définitive un foncteur :

(7.4.6.1) EIC

Top(C)

Hiom_ o (1%, (¢ Ty 1) :

Proposition 7.4.7. Soit € —— I un U-site fibré avec I &guivalente & une petite

catégorie. Le foncteur GC (7.4.6.1) est une Equivalence de catégories.

Nous nous contenterons de décrire un foncteur quasi-inverse 3 C—)c . Soit

g € Homle(I“,(C%!I)'} i.e. un I°-foncteur i F— (i) de TI° dans (Ch_"f.[')'
Pour tout objet X de C au-dessus de p(X) =i € ob(I) , on dispose d'un faisceau
glp(X)) € obC'; ; d'oli un ensemble g{p(X))(X) . Seit m : X —— ¥ un morphisme de
C au-dessus du morphisme f : i ——= j de I . Le morphisme m se factorise d'une
maniZre unique en un morphisme m' : X —— *y de C, et le morphisme cartésien
canonique f (Y) ——= Y . De méme le morphisme o(f) se factorise de maniZre unique

en un morohisme 'ff{c} :olp(Y)) — fx o(p(X)) et le morphisme I®-cartésien cano-

Rique g(p(X)) — o(p(X)). On a donc une application de og(p{Y))(Y) dans
x
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o(p(X))(X) , obtenue en composant les applications :

TEC:U(Y) glp (X)) (m")
p(MI(Y) ————— £, (X)) (D) = o(p(X)) (£*V) s(p (X)) (X)

On a donc associ& & tout objet X de C un ensemble of(p(X))(X) et 3 tout morphisme
m: X ——Y une application o(p(¥))(Y) —— o(p(X))(X) . On vérifie qu'on a bien
déterminé ainsi un préfaisceau sur C , préfaisceau qui ne dépend pas du choix des
foncteurs images inverses utilisés pour le construire. Il résulte de 7.4.4 que le

préfaisceau X b—— o(p(X))(X) est un faisceau sur le site total C » et il est claiy

Cmfl

que ce faisceau dépend fonctoriellement de 1l'objet ¢ de HomI,{I“,( 21 5 Il esE

aussi clair, en revenant 3 la définition du foncteur GC

C%fl

» que le foncteur de
HomI,(I°,( )') dans Top(C) qu'on vient de construire est un foncteur quasi-

inverse de Ge -

Remarque 7.4.8. 11 résulte en particulier de 7.4.7 que la catégorie HomI,(I°,(CmXI]"
est un U-topos. Ce dernier fait peut se wvoir directement. On voit immédiatement, en
utilisant T 9.21.10, que les conditions a), b) et ¢) de IV 1.1.2 sont satisfaites, et

l'existence d'une petite catégorie génératrice résulte de I 9.25.

7.4.9, Soient p : C—> 1 et q: D —s I deux U-sites fibrés sur une petite
catégorie et seoit m un morphisme du site fibré € dans le site fibré D (7.2.2).

mwfl < @ g T DmiI

Notons le morphisme correspondant entre les U-topos fibrés

associlés. Le morphisme de topos fibrés mLfI est défini & isomorphisme canonique
prés (7.2.7). Il lui correspond un foncteur image directe mmj[ :(CNII)’ —_ (DmfI)'
%

(7.1.7) qui fournit, en passant aux sections sur I° ,» un foncteur :

(7.4.9.1) HomI,(I°,m:II) : §2E1°(I,=(cmfl)') s EEEID(Ioi(D%;I)')

Par ailleurs, le foncteur m est un foncteur continu entre les sites totaux
(7.4.4) et par suite fournit, par composition, un foncteur LR Top(C) — Top(D) .

En résumé&, on a un diagramme de foncteurs :
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=) '
Top(C) & —f-HomIgfln.(CmfI) )
|
(7.4.9.2) @ Hoquil“,m:"I) )
s L
Top(D) HomIo(I°,(D 3

Proposition 7.4.10. Le diagramme 7.4.9.2 est commutatif 3 isomorphisme prés. Lorsque

m est cartésien, m est un morphisme du site total C dans le site total D

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la commutativité 3 isomorphisme
prés du diagramme (7.4.9.2). Pour montrer que m est un morphisme entre les sites

totaux, il suffit, compte tenu de 7.4.7, de montrer que le foncteur adjoint & gauche

~ .
au foncteur HOqu<Ie,m‘fI) est exact 3 gauche. Nous allons tout d'abord décrire le

foncteur adjoint & gauche a Ham1°(1°,m:II) . Notons (mmfl}*

i

pMI g™ g,

foncteur image inverse du morphisme (7.2.7), et pour tout objet i de I ,

L 4

~ " s i L%
notons m ! Di E—— Ci le foncteur induit par (m

) sur les fibres en 1 .
Choisissons pour tout morphisme f : i —— j de I des morphismes de topos, notés
dans les deux cas (f‘,f*) ) C; ————*—C; et (f*,f*) : D; ————&-D? . Comme {mmfI}*

est un I°-foncteur cartésien, on a, pour tout f : i ——— j , un isomorphisme eano-

nique
(7.4.10.1) o £f —— * m’; ;
et comme les foncteurs f£' et f‘ sont adjoints, on a des morphismes canoniques
(morphismes d'adjonction)
%
¢ : id — ft £
(7.4.10.2) Y 8 ETF, ———iic 3 .

Considérons alors la suite de morphismes fonctoriels :

(7.4.10.3) mff* —-—£l1~—¥ & f‘m?f ——igl———h f mff*f ——*igl———+ F_m*
] * iT=x x 1 ® 1

ot le morphisme (1) est déduit de ¢ s le morphisme (2) est déduit de 1'isomor-—

Phisme (7.4.10.1) et le morphisme (3) est déduit de % . En composant les différents
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morphismes de la suite (7.4.10.3), on obtient un morphisme fonctoriel

(74.10.4) can,. : mf fo—_— m%

E ] * * 1
Soit alors T un objet de HomIa(In,{DmKI)*} - On a donc, pour tout objet i de I
un objet (i) de D; et pour tout morphisme f : i —— j |, un morphisme
(7.4.10.5) Yelt) = 1(§) —— £g T(L) 5

oi la famille des Yf(T) possé&de une proprié&té de compatibilité analogue 3 (7.4.5.8).

Posons alors o(i) = ﬁ; (7(i)) et notons

(7.4.10.6) YE(G) : a(j) ———————*-f* a(i)
€ .
- m, YE(T) - canf(T(l)) x
le morphisme composé mj T(3) N mj f* (i) = ﬁ$mi w(E)Y .

On wérifie que les Yf(d) possédent la propriété de compatibilité de (7.4.5.8) et

par suite qu'on a dé&fini ainsi un objet de HomIa(I°,(CmfI)') . Un adjoint functor

p/1 /1

chasing" mentre alors que le foncteur de HomIo(I°,( Y'Y dans Hom15(1°,{ bRS
qu'on vient de onstruire est adjoint & gauche au foncteur HomIa{I“,m:fI) . Reste 3

montrer que cet adjoint 3 gauche commute aux limites projectives finies, ce qui résulte
immédiatement du fait que dans les catégories de sections les limites projectives se
calculent fibre par fibre et que tous les foncteurs utilisss pour construire cet

adjoint 3 gauche commutent aux limites projectives finies.

Corollaire 7.4.11. Soient p : C —= I un U-site fibré sur une petite catégorie,
px!I Cm/I /1

— I 1le U~topos fibré associé (7.2.6), e.: C ————+—Cm

- le morphisme
C%/I

dans le U-site fibré C . Le morphisme ¢ induit

I
. "
une équivalence Top(eI) ¢ Top(C) —— Top(C ;I) entre les topos totaux correspondants.

canonique du U-site fibré

Résulte de la commutativité du diagramme (7.4.9.2) et du fait que le mor=

phisme EI fournit une &quivalence entre les U-topos fibrés associés.

Remarque 7.4.11.1. 1I1 résulte de 7.4.11 que dans les guestions concernant le topos

total on peut remplacer les sites fibrés par les topos fibrés correspondants.
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Lemme 7.4.12. Soient p : € — I un site fibré sur ume petite catégorie I et
Lemm=, =

i wun objet finmal de TI (I 10). Le foncteur o % C: ——> Top(C) (7.4.3.4) est

il

exact et pleinement fidéle. Les couples de foncteurs Bi - (ai,,u :} : Top(C) ——> C.;'
et o, = (u?, uit> : C;-————A Top(C) sont des morphismes de topos. Le morphisme com-
= i

P

Eosé 81 ui P

e

w 3 5 3 7
————*—Ci est isomorphe au morphisme identique.

Pour tout objet j de I , notons fj : j — i 1'unique morphisme de

j dans i . En utilisant 1'8quivalence ©_ : Top(C) ~—3L+-Hom10(1°,(c“f1}') (7.6.7)

en voit que pour tout objet X de Ci 4 uil(X) est la section J b———> f?(x) et

/T ., .

que pour toute section jhF—— o(j) € Homto{1°,(C i T ai( jF——= o(j)) est

w

1'objet o(i) . Par suite a est isomorphe & 1'identité. Donc = est pleine-—

o A
i !

il
. x* -
ment fid&le. Comme les foncteurs fj sont exacts 3 gauche, le foncteur Gy, est
i * E
exact & gauche. Done Ei est un morphisme de topos, et comme a; o, est isomorphe

ol

1'identit&, le morphisme Si a; est isomorphe au morphisme identigue.

Théoréme 7.4.13.1. Soient p : C ——=1 et g : D —— 1 deux U-sites fibrés sur

une petite catégorie I et m : D ——C un I-foncteur. Pour que m soit un mor-

phisme du site fibré C dans le site fibré D (7.2.2), il suffit que m soit un mor-

phisme du site total C dans le site total D .

7.4.13.2. 1I1 faut montrer que si un I-fonecteur m : D — C est un morphisme du

site total C dans le site total D , le foncteur m est un morphisme du site fibré

C dans le site fibré D , i.e. pour tout objet i de I , le foncteur

m, Di ————+—Ci induit par m sur les fibres em i est un morphisme du site Ci

dans le site Di . La démonstration de cette derniére assertion occupe les alinéas

T.4:,13.3 &8 7.4.13.7.

7.4.13.3. Montrons gue pour tout objet i de I

, le foncteur mi 2 Di-———+ L

est continu. En effet on a un diagramme commutatif :

m.
I -
i i
S | %
m
n ———
295
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et il suffir de montrer que pour tout ecrible couvrant R €— X de Ci{X ,» le mor-
rhisme m. , (R) ————%—mi(x) est bicouvrant (III 1.2 et 1.5). Mais, en vertu de la

commutativité du diagramme de la page 133 et du fait que les foncteurs ay et m
sont continus, le morphisme gi*mi'(R) e gi'mi(X) est bicouvrant. L'assertien

résulte donc de 7.4.2.2.

7.4.13.4., Réduction au cas ot C et D sont des U-topos fibrés. Comme les foncteurs

m, sont continus, ils admettent des prolongements naturele aux catégories de faisceaux

que nous noterons m; ) D; —_— C; (III 1.2 iv)). Soient Drbe et C'w,I les U-topos

fibrés associés aux sites fibrés D et C respectivement, et pour tout morphisme f

de I , notons f les foncteurs images inverses pour les quatre catégories fibrées

T ~
Gy B )G / et D AT . Comme le foncteur m est un I-foncteur, on a pour tout

L
e

— j un morphisme canonique

£* mj -—mm— mif’"

x

Comme les foncteurs £ , m; et mj sont continus, on en d&duit, en passant aux caté-

gories de faisceaux, des isomorphismes canonigques

“*

® z %
3 mj ———ty £

Ces isomorphismes possé&dent des propriétés de compatibilit&, permettant de construire

P * /I 5 i : s

un foncteur cartésien m Dw’I c / qui induit sur les topos fibres les fonc-
teurs me - De plus, le diagramme

D —_—m . ¢

EI 1EI
x
ST “\,
o™/ = 5 i

est commutatif & isomorphisme prés. Comme les foncteurs €1 induisent des équivalen—

ces sur les topos totaux (7.4.11) et comme m

taux, le foncteur mt H D'w'I —_— C%jI

est un morphisme entre les sites to—
est un morphisme entre les sites totaux. On
est donc ramené 3 démontrer 1'assertion de 7.4.13.2 lorsque D et € sont des U-topos

fibrés, ce que nous supposerons désormais.
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7.4.13.5. Pour tout objet i de I , le foncteur m., : D. — C

i . transforme
L i 1 e

1'cbjet final de D. en 1'cbjet final de C, . Notons m : D —=C le prolonge—

ment naturel de m aux topos totaux (III 1.2). Utilisant les &quivalences

ey * D" ————+—§EEI.(I°,D') (7.4.7), on vérifie immédiatement que m associe & toute
section o € HomI,(I°,D') la section (i+——m, o(i)) € HomIo(I°,C'} . Comme m
est un morphisme de sites, le foncteur m est exact 3 gauche et en particulier trans-—
forme 1'objet final de Eggi,(1°,n') en 1'objet final de EEEI,(I“,C') . Pour tout
objet i de 1 , notoens e; un objet final de D, . Un objet final de ﬁgmla(1°,n')
est la section 1 F———#—ei . Donc la section i.F———*—mi(ei) est un cbjet final de

HnmI,(I’,C') et par suite, pour tout objet i de I, m;(e;) est un objet final de

Ci i

7.4.13.6. Réduction au cas oli i est un objet final de I . Seit 1 un objet de

I . Le foncteur %y % Di ———= D se factorise en
loc(e.)
i

D. D D
i fei

=]
=
21

est le foncteur &vident et loc(ei) le foncteur d'oubli. Notons

e

mfi : D —_— C le foncteur qui associe 3 tout objet u : X —> e, de
fei fm(ei) i

N2 i y e
Dfe , 1'objet m(u) : m(X) ————+—m{ei) de Cfm<ei) . On a un diagramme commutatif

e
s

@l
[
o e g
=1
"

e, ©race)

Comme e, et m{ei) sont des objets finaux de Di et Ci respectivement (7.4.13.

5), les catégories D et C sont des U-topos fibrés sur 1 et le fonc-—
leg fm(ei) —

/i
teur m, . est un Ifi—foncteur. Comme la propriété pour un foncteur d'Etre un mor-
phisme de sites se localise (IV 4.9), le foncteur W est un morphisme du site

total C dans le site total D . On est donc ramemé & démontrer que m.
fm(eiﬁ / {ei} i

est un morphisme de topos lersgque 1 est un cbjet final de I , ce gque NOus sSupposerons
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désormais. |

i 4o a - M LY "I.-
7.4.13.7. Fin de la démonstration. Notons @y, ¢ Di —_— D , mY s Y — Y
a, ¢ Ci — C, les prolongements naturels aux catégories de faisceaux des foncteurs
a,y et m . On a un diagramme commutatif 3 isomorphisme prés :
g
D. C.
1 ‘ i
|
*it %
¥ I ¥
§5] —>»
\
. . a * i -
Comme i est un objet final, le foncteur a; @g, ¢ Ci —_— Ci est isomorphe 3

: S . 4 - “
1'identité (7.4.12) et par suite m, est isomorphe 3 a? m a,

i . De plus les fone-

= o] = & - e
teurs @y, m et &; Sont exacts a gauche (7.4.12). Par suite m, est exact 3

gauche et est donc un morphisme du site C; dans le site Di :

Exercice 7.4.14. Soient X = (Xi) i ey Uun topos fibré sur I et T un topos. Mon-

trer que les catégories Homtag(xi,T) sont les fibres d'une catégorie fibrée qu'on

notera HomtOpI(x.TxI} . Montrer que la catégorie des sections sur I de

HomtoEI(X,TwI} est canoniquement &quivalente 3 Homtop(Top(X),T) ol Top(X) est le

topos total de X .

Exercice 7.4.15. Seit X = (Xi) j€q un topos fibré sur I . Définir un morphisme [
cartésien m de X dans le topos fibré constant de fibre (Ens) . Montrer que le
topos total du topos fibré constant de fibre (Ens) est canoniquement &quivalent 3

I” . En déduire un morphisme de topos

Top(m) : Top(X) — > 1~ .

Soit F = (Fi) iel (ot I-‘i = F[Xi ) un objet de Top(X) (7.4.7). Montrer que

Top(m)(F) = (i —m> 1 (Xi,Fi))

Déduire de 7.4,12 que si F est abélien injectif, Fi est abélien injectif pour tout

i € ob I . En déduire que

R¥Top(m) (F) = ( i —08 Hq(xi,Fi)) "
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Montrer que la suite spectrale de Cartan-Leray du morphisme m (V 5) est

# Y (Top(x) ,F) &—— g;m("} B (X, F X)) .
I

g. Limites projectives de topos fibrés.

8.1. Généralités.

péfinition 8.1.1. Soient U wun univers et p : F —— 1 un U-topos fibr&. Unm cou-

ple (C,m) constitué par un U-topos € et un morphisme cartésien m : CxI —— F

de U-topos fibrés sur 1 est appelé une limite projective du topos fibré F si pour

tout U-topos D , le foncteur

(8.1.1.1) Homtop(D,C) —— Homtop m:t!,.l_.tIDXI,I-‘)

obtenu en composant le foncteur de changement de base

Homtop(D,C) —— HomtogI(DxI.CxI)

et le foncteur de composition avec m (7.1.8), est une 8quivalence de catépories.

(cf. 8.1.3.3 pour une formulation plus "géométrique).

8.1.2. On utilise les notations de 8.1.1. Soient D un U-topos et
m o DxI —— F un morphisme de U-topos fibr&s. En traduisant la dé&finition Balal;
on constate aussitdt qu'il existe un morphisme de topos n : D ——> C , et un iso-

morphisme de morphismes de topos fibrds sur I , vy : m, e mc(nxidI) » rendant

comnutatif le diagramme :

(8:1.2:1) m = idI

De plus, si (n',Y') est un autre couple possédant la propriété ci-dessus, il existe

un unigu isomorphi n : Lo
T que isomorphisme ¥ & R n tel gue
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(8.1.2.2) Yy ¢m {n¥id) = v' .

De 13 résulte que, si (D,ml) est une limite projective de F , n est une éguiva-
lence de U-topos (IV 3.4) et que la donnée supplémentaire de 1'isomorphisme Y
faisant commuter le diagramme (8.1.2.1) détermine le couple (n,¥y) isomorphisme ca-
nonique prés. L'existence de la limite projective sera démontrée en B.2.3 lorsque I

est cofiltrante.

8.1.3. On note

Limtop F ou Limtop F, ou encore F
T 1 . -

une limite projective du topos fibré F , u : (Limtop EXI —— F le morphisme cano-

nique, et pour tout objet i de I on note

FF 1 2
vy F x {1}—»—5‘1

x
le morphisme de topos induit par u sur les fibres en i .

Choisissons un biscindage de F (7.1.4) i.e. pour tout f : i ——= j un
morphisme de topos f. =(fx,fx) 5 Fi —_— Fj tel que £¢* goit un foncteur image in-
. = . f . g
verse pour la structure fibrée. On a alors, pour tout couple i — j k de

morphismes composables de I , un isomorphisme de morphismes de topos (7.1.3)

cf,g g .f. — (gf). .

Comme 4y est un morphisme carté@sien de topos fibrés, on a, pour tout morphisme

£ :i——=3 de 1, un isomorphisme de morphismes de topos (7.1.6)
AL S o 2 f.op. e
(8.1.3.1) bf f by ;J__.[ +

et la famille des bf satisfait 3 des relations analogues aux relations (7.1.6.2)

8.1.3.2. Soient D un U-topos , m : DxI ——> F un morphisme de topos fibrés,

m. ¢ D =D x{i}——s Fi les morphismes induits par m sur les fibres et pour tout

T e - S [
r.
bf.f.mi—ﬂﬂrmj

1'isomorphisme de tramsition. Il résulte de 8.1.2 qu'il existe un morphisme de topos

300

302



- 138 - VI

de topos n : D ——— F et une famille d'isomorphismes :

. i . e : i b1
Yy ] g & € o

tels que pour tout f : i —= j on ait :

bf o f. (Yi) = Yj ] b%
De plus, le morphisme n et la famille des Yy o i€ ob(I) sont déterminés & isomor-—
phisme unique prés (8.1.2).

Réciproquement lorsqu'on se donne un topos F , des morphismes
ug : E-————b Fi et des isomorphismes bf (8.1.3.1), satisfaisant aux conditions de
compatibilités usuelles, et lorsque toutes ces donndes possédent la propriété univer-—
selle décrite ci-dessus, il existe un unique morphisme 1y : E x* T — F de topos
fibrés qui donnent naissance aux ug et aux bf et (E,p) est une limite projective
du topos fibré F .

8.1.3.3. Soit V un univers tel que%}(é YV . Les considérations ci-dessus permettent
donc d'interpréter les limites projectives de topos fibrés comme des "limites projec-
tives", au sens des 2-catégories, des pseudo-foncteurs 3 valeurs dans la 2-catégorie
des U-topos fibrés &léments de V¥ déduits de la structure fibrée en choisissant les
morphismes f. . Toutefois le lecteur prendra garde de ne pas confondre cette notion
de "limite projective" au sens des 2-catégories (avec isomorphisme de commutation)

avec la notion stricte (ou naive) de limite projective (commutation stricte de diagram-
mes) . Méme lorsque la notion stricte a un sens (lorsque le pseudo-foncteur est un vrai
foncteur) les notions de "limite projective' généralisée et de limite projective

stricte ne coincident pas en général.

B.1.4. Soient P i F—>1 et g : G —— 1 deux U-topoes fibrés et m : F —= ¢
un morphisme de topos fibrés. Supposons que les topos fibrés F et G possaédent des
limites projectives (8.1.1). Il résulte dlors immédiatement de la définition 8.1.1

qu'il existe un morphisme de topos

(B.1.4.1) m: F =— "
- - -
€L un isomorphisme de morphismes de topos fibrés v ' m o v — g 2 m = iﬁi » rendant
301
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commutatif le diagramme

Ex1 S R
(B.1.4.2) m * idI ¥ - m
UV

G XL ———=5 W
-

De plus, si (m',¥"') est un autre couple possédant la propriété ci-dessus il existe

: . s s r ' .
un unigue isomorphisme n: m ——m de morphismes de topos tel que

Yy o wu (n x id) = '

8.1.5. Soient p : F——> I un U-topos fibrés &lément de V,% v I'"—>1 un
foncteur €lément de V , By ¢ F¢ — I' 1le U-topos fibré déduit de (F,p) par le
changement de base ¢ (7.1.9). Soit (E,p) une limite projective de F . On obtient

par changement de base un morphisme de topos fibrés sur 1I' :

u‘:E_XI'——wF .

Soit (E¢,u¢) une limite projective de F¢ . On a alors, par la propriété univer-—

selle de la limite projective (8.1.2) un morphisme de topos

F »
-9

et un isomorphisme de morphismes de topos fibrés sur 1I' :

¥ 2 u! —— u¢o (mdt)(idI') i

Le couple (mﬁ, Y) est déterminé 3 isomorphisme unique pras.

8.1.6. Spient p : F ——> I uun U-site fibré sur une petite catégorie I
F“!I

— 1 1le U-topos fibré associé& (7.2.6) et D un U-topos. On a tout d'abord

un foncteur

/

I} ——— Morsite

s
(8.1.6.1) Homtop . ., (DxI,F are/1P*LE) )
qui associe 3 tout m le foncteur composé de m* avec Sp/1 (7.2.7). Da plus, par
définition de la catégorie Morsite arth(DxI’F) (7.2.2.2), on a un foncteur
8.1.6. it e i
(8.1.6.2) Morsi ecart/I(Dxl’F) ——— Hom artII(F’DXIj
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Enfin, par définition de la Limite inductive (6.3), on a un fonecteur

3 R i e <
(8.1.6.3) Hom art/I(F'Dx ) — Hom(L;m F,D)
Notons
uf T . °
(B.1.6.4) @ : Homtop art”(DxI,F )— Hom{L;m F,D)

le foncteur composé de ces trois derniers foncteurs et
(8.1.6.5) I:F -———*LiImF . .

le foncteur canonigue.

Proposition 8.1.7. Le foncteur @ est pleinement fid&le. Son image essentielle est

1l'ensemble des foncteurs m : Lim F ———= D tel que le foncteur

{fmo T ,p) : F ——s DxI

soit un morphisme du site total DxI dans le site total F .

I1 résulte de 7.2.7 que le foncteur (8.1.6.1) est une &quivalence de caté-
gories, de 7.2.2 que le foncteur (8.1.6.2) est pleinement fiddle et de 6.3 que le

foncteur (8.1.6.4) est une Equivalence de catégories. Par suite @ est pleinement

fidéle. Un foncteur m : Lim F —— D est isomorphe i 1'image par
1

Hom 3rt:I(F,DxI)° — Hom(Lim F,D)® du foncteur (m o Il ,p) , et un tel foncteur

T
est dans 1'image essentielle de (8.1.6.2) si et seulement s'il est un morphisme du

site total DxI dans le site total F (7.4.13.1) ; d'eli la proposition.

8.2. Construction de la limite projective lorsque la catégorie d'indice est cofil-

trante.

Lemme 8.2.]1. Soient I et I' deux catégories cofiltrantes (I 8.1) et

¢ : I'" ——= 1 un foncteur tel que ¢° : I'° —— I° soit cofinal (I 8.1). Soient

de plus p : F——— T un U-topos fibré, D wun U-topos, m ¢ DxI ——= F un morphisme

cartésien de topos fibré, m' : DxI' ——= F le morphisme de topos fibrés déduitr de

M par le changement de base 4 (7.1.9). Le couple (D,m) est une limite projective

de F si et seulement si (D,m') est une limite projective de F'
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La démonstration n'est qu'une vérification de routine assez longue. Elle
est laiss@e au lecteur patient, qui pourra utiliser le point de vue des limites Projee-

tives de pseudo—-foncteurs (8.1.3.3).

Lemme 8.2.2. Soient p : F — I wun U-site fibré sur une perite catégorie cofil-

trante, f_ la Limite inductive de la catégorie fibrée F (6.3.9), = =+ F ——}f_

le foncteur canonique. Munissons F de la topologie la moins fine rendant continu le

foncteur = (III 1). Soit D un U-site et n : F——— D un fonecteur. Les pro-—

priétés suivantes sont &quivalentes :

i) n est un morphisme de sites D — = B,

ii) n o m est un morphisme de sites (oli F est muni de la topologie totale).

iii) (n o ® ,p) :+ F —— DxI est un morphisme du site total DxI dans le site

total F .

c:"'l
iv) Pour tout objet i de I , le foncteur composé Fi = F—2T oD est
un morphisme de sites.
On a i) == ii) d'aprds (6.6) et iii) —— iv) d'aprés (7.4.13).

Montrons que iii) === ii) . I1 suffit pour cela de montrer que le foncteur premiére
projection pr, DxI ——= D est un morphisme de sites. Notons D= 1le topos des

% - i i %
faisceaux sur D . Il résulte de (7.4.7) que (DxI) est quivalent au topos

N = o A, - )
Homla(1°.9 xI") = Hom(I",D ) . De plus, on constate immédiatement que le prolongement

o
naturel de pr, D¥I ——— D aux faisceaux (III 1.2) est le foncteur de Hom(I°,D )
dans D" qui associe au foncteur i —= g(i) Hom{I",D%} l'objet 1lim o(i). Comme

I
I° est filtrante, les limites inductives suivant 1I° sont exactes (II 4) et par

suite pr, est un morphisme de sites (IV 4.9). Il reste 3 démontrer que ii iv).

Traitons tout d'abord le cas o D est un U-topos et F wun U-topos fibré sur I .

Soit i wun objet de I . En raisonnant comme dans 7.4.13.6, on voit que le foncteur

@ 4y f Fi — F se factorise en un morphisme @yt Fi —_— F‘,Gi?(ei) et le fonc—

teur de localisation F/ai,(ei) —_— F , oil e, est un objet final de ‘Fi . 11 suf-
fit donc de montrer que le foncteur composé Efailfei) S T morphisme

de sites. Mais on a un diagramme commutatif 3 isomorphisme prés :
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n o ﬂfail(e.)

F/ai!(ei) =~ Dfnn oo W ai!(ei)

Comme la propriété d'@tre un morphisme se localise (IV 5.10), il suffit de montrer

que n o T © ui!(ei) est un objet final de D . Pour tout morphisme f : j —— k

de I, il existe un et un seul morphisme e; : aj!(ej) ———ﬁ+-ak!(ek) au—dessus de

f et ce morphisme est cartésien. On a donc une section cartésienne j F———a-bﬁl(ej)

de F sur I . Par suite le morphisme canonique n o 7 oai!(ei} R l%ﬂ n ovoaj!(ej)
est un isomorphisme, car 7 transforme les morphismes cartésiens en isomorphismes.

Par ailleurs liE.Q'[(Ej) » o0 la limite inductive est prise dams F~ , est un objet

final de F~ . Comme n o 7 est un morphisme, il transforme 1l'objet final de E

en un objet final de D . Par suite limn o 7 o uj|{e.) est un objetr final de D
i !

ce qui ach&ve la démonstration dans ce cas. Dans le cas général, le foncteur

(nm ,p) : F — DxI est cartésien et continu (7.4.4). De plus, le foncteur n o «

est le foncteur composé

pr
p—B1P) o 5 1L

En passant aux U-topos fibrés associ&s, on obtient un diagramme commutatif 2 isomor-—

phisme prés :

Pr
F — (om,p) DxTI ——cr D
| | |
= | | e
Sp/1 I l EDKId i_D
¥ v/ T . PT
T "
F /1 _iﬂllﬁl___7 D oxI —_ D )
/I e - ot ' = ' J“-’FI
Comme (nw,p) est cartésien, il est du type (n'w',p') o p' : F — 1 et
PP 5 . n i w1
7' ¢ F —» Lim F. sont les foncteurs canoniques. On a donc pr,of{nn,p) / =n' .
- :
Comme les foncteurs Er/ 15D induisent une &quiwvalence sur les topos de faisceaux
(?.ﬁ.L]), les foncteurs n et n' donnent des foncteurs isomorphes en passant aux

faisceaux associés (III 1.2) et par suite n' est un morphisme de sites. D'aprés ce

INs
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/1

qui précéde, le foncteur (nm,p) induit sur les fibres des morphismes de topos.

C'est donc un morphisme du site total F dans le site total D “xI (7.4.13). Comme

les foncteurs d induisent des &quivalences sur les topos totaux (7.4.11),

BT Ep"2

le foncteur (n7,p) est un morphisme de sites fibrés (7.4.13), d'oft 1'assertion.

Théoréme 8.2.3. Socient p : F —— 1 un U-site fibré sur une catégorie cofiltrante

essentiellement petite (I 8.1).

1) Notomns F le site dont la catégorie sous—jacente est la limite inductive

de la catégorie fibrée F ——> T (6.3) et dont la topologie est la topologie la moins

fine rendant continu le foncteur canonique n : F ———= F , Alors F est un U-site
B - —_

(3‘-P} :t F > F xTI

est un morphisme du site fibré E x 1 dans le site fibré F .

" A ~ 2 - . ——
2) Soit u : E ¥ =—> F = le morphisme de U-topos fibrés déduit de

(7,P) en passant aux U-topos fibrés associ&s. Le couple (Fm,u} est une limite pro-
-+
F%/I

jective de

Remarque 8.2.4.

1) Vu les notations introduites en 8.1.3, on peut poser

Limtop F = F
e

2) 11 résulte de 7.4.4 gque la topologie sur F est aussi la topologie 1la

. . - . m
moins fine rendant continue la famille des foncteurs Wj 3 Fj = S——— P

j€ob I.

Définition 8.2.5. Le site 5 introduit dans 8.2.3 est appelé le site limite projec—

tive du site fibré F .

A titre d'exercice, le lecteur pourra comme en 8.2.1 d&éfinir la notion de
limite projective d'un site fibré et vérifier que le site E est bien une limite pro-
jective du site F . La deuxi®me assertion du théoréme peut donc se paraphraser ainsi :

Le topos des faisceaux sur le site limire projective est 8quivalent 3 la limite pro-

jective du topos fibré assacis.
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8.2.6. DéEémonstration du th&or&me : Réduction au cas d'une petite catégorie d'indices.

Nous nous bornerons & donner des indicatioms. Soit I' une sous-caté@gporie

pleine de I telle que I'° soit cofinale dans I® . Notons F' —— I' 1la caté-
gorie fibrée déduite de F par le changement de base I' —> I , 7' ¢ F! — E'

le foncteur canonique. On constate tout d'abord que les catégories F et E' sont
gquivalentes et que la topologie sur E' déduite de la topologie de E par cette
gquivalence est la topologie la moins fine rendant continue le foncteur

' ¢+ F' — F' . L'assertion 1) du théoréme en résulte alors lorsqu'elle est démon-
trée dans le cas ol I est petite. L'assertion 2) dans le cas général se d&duit alors

de 1'assertion 2) dans le cas oi I est petite par le lemme 8.2.1.

8.2.7. Fin de la démonstration du théor@me. La premidre assertion résulte du lemme

§.2.2 appliqué au cas ot D = F et n=1id . Seit D un U-topos. On a un diagramme

commutatif 3 isomorphisme prés :

Homtop (D, (F)™) (1) Morsite(D,F) € (2) Hom(F,D)°

(3) (3)

Homtop o /g (O* T, (D) — o Morsice . (DxI, (B)* (5)

(&) [
MCart;I(D*I,_F:L!I) — D, Morsite ;rth(DXI.F) 2 ygc;rm(noxn"

ol les foncteurs du type (1) sont des €quivalences (IV 4.9.4 et 7.2.7), les foncteurs
du type (2) sont pleinement fiddles (IV 4.9.]1 et 7.2.2), les foncteurs du type (3)
sont des foncteurs de changement de base, les foncteurs du type (4) sont des foncteurs
de composition (avec v > Tesp. (m;p)) et le foncteur (5) est l1'équivalence déduite

de la propriété universelle de la limite inductive (6.3). Pour montrer que le fonc-

teur Homtop(D,(E)w) ) (3) - Homtop;I(DxI,meI) est une équivalence, 11 suf-

fit de montrer que le foncteur

Horsite(D.E) (&) o (3)

Horsite;I(DrI,F)
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est une équivalence de catégories ou encore il suffit de montrer que les deux fone-

teurs pleinement fidéles

Morsite(D,F) (5) = (2) > HomcartI(F,DxI)5

(2)

MorsiteII(DXI.F) HomcartI(F,DxI)°

ont mémes images essentielles, ce qui résulte immédiatement du lemme 8.2.2.

8.2.8. Seient p : F —— 1 un U-topos fibré sur une catégorie I , (LimtopFi,u)

une limite projective de F . On a donc un morphisme cartésien de U-topos fibrés sur
1 -

% : Limtop Fix I ————7F -

d'ol, en passant aux catégories fibr@es sur I° par les foncteurs images directes
(7.1.3), un foncteur cartésien :

u, : Limtop Fi*I° —_— s F
I

qui est le foncteur image directe par (7.1.7). On a donc, par définition de la

limite projective d'une catégorie fibrée (6.10), un foncteur canonique

) - 3 > = = 1
(8.2.8.1) 8 : Limtop Fi —— Lim Fi Hom arl:fI°(I % by
i I,f,

Théoréme 8.2.9. On utilise les notations de 8.2.8, et on Suppose que I est une ca-—

tégorie cofiltrante essentiellement petite. Alors le foncteur 2 est une équivalence

de catégories. Supposons I petite. Posons Limtop Fi ={£T“fce qui est licite d'aprés
I

8.2.3 et 8.2.4) et interprdtons la catépgorie Hom1=(1°,F') comme la catégorie des

faisceaux sur le site total F (7.4.7). Alors le foncteur composé

¥ o Li e o o agvas oV
(F) _Iz.;_mtop F, = Hom _ . /1o(1°F") &——s Hom o (I°,F)E F .

n'est autre que le foncteur image directe par le morphisme de sites défini par le

foncteur
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8.2.10. Quelques commentaires avant la démonstration du théoréme 8.2.9. A part la
solution du probléme d'existence des limites projectives dans le cas ol la catégorie
d'indices est cofiltrante, solution qui curieusement n'est pas triviale dans cette
théorie, les théor&mes 8.2.3 et 8.2.9 apportent deux informations supplémentaires essen-—
tielles pour le maniement dans la pratique des topos limites projectives. Tout d'abord le
théoréme 8.2.3 interpréte le topos limite projective comme le topos des faisceaux

sur un site donc la catégorie sous—jacente est la catégorie limite inductive des ca-
tégories Fi suivant le systéme des foncteurs images inverses. Dans les applications,
on saura interpréter concrétement cette caté@gorie et sa topologie. D'autre part, le
théoréme 8.2.9 affirme qu'un faisceau de la limite projective est connu lorsqu'on
connait le syst&me de ses images directes dans les topos Fi (qui fournit une section

meI

cartésienne sur I° de la catégorie ( )') . Ce théoréme affirme de plus que réci-—

proquement lorsqu'on se donne pour tout objet i de I un faisceau Xi sur Fi

et pour tout morphisme £ : i —— j de I un isomorphisme Xj Z.fxxi , ces iso-—
morphismes €tant soumis & des conditions de compatibilitd, il existe essentiesllement
un seul faisceau de la limite projective qui donne naissance par images directes au

systéme des Xi .

8.2.11. L'assertion 2) de 8.2,3 et la premiére assertion de 8.2.9 peuvent &tre résu-

mées dans la formule frappante :

> " 3 ~ 3 A
(8.2.11.1) Lim F. 2 Limtop F, = (Lim § Fi} :
Lf, I;E. I35E

B.2.12. Démonstration du théoréme 8.2.9. Pour démontrer la premi&re assertion, on

Se raméne au cas oii la catégorie T est petite en utilisant 8.2.] et un lemme ana-—
logue sur les limites projectives de catégories fibrées. Nous laissons les détails
au lecteur. Supposons désormais que 1 est une petite catégorie. On sait que le

foncteur

&St un morphisme de sites (8.2.2). Le foncteur image dirtecte
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* -I—uv-,- E

qu'il définit sur les topos est alors pleinement fidele, et son image essentielle est
1l'ensemble des faisceaux sur F qui transforment les morphismes cartésiens de F en
isomorphismes (6.6). Or il est immédiat que ces faisceaux correspondent dans 1'&qui-
valence F = _Ek:_mIO(I",F') aux sections cartésiennes de F' sur I° (7.4.7). De

plus, pour tout j € ob(I) , notons a5y * Fj — F le foncteur d'inclusion qui

. . ® ) ——
donne naissance aux trois foncteurs (Gj! s @, 5, @, ) 1 F, «—Z F (7.4.3). Il

] i%x J

résulte de la définition de 1'&quivalence F'~ HomI.,(I",I-‘} (7.4.7) qu'a un faisceau
m

z x L]
X sur Lim F, correspond par le foncteur Lim F. g ———  — F == Hom I F' 1a
—5'71 i (—u-lh-I 1} —_—1 ( a )

A g 3 = . " 5 g
sectlion cartésienne j b+—> a; n*(x) + Or il résulte de la description du fomecteur

u ¢ (Lim F.l)h‘ xIL ——= F donnée dans 8.2.3 que pour tout objet j de I , le fone-
ID
A Ly
teur pu: ¢ (Lim F.) " —— F. image directe par le morphisme e 4 ILE ) —= F.
PR j 8 & i iR ¥, 3

déduit de U par passage aux fibres en j ,» n'est autre que le foncteur a; T "
™

g . o
Par suite le foncteur (Lim F.) X F =~ Hom.o(I°,F') n'est autre que le foncteur
ol e
2 i g L 1 =l L] | R = =
{%u'u F]._) ——— Hom art!I’cI JE') s HomI.(I »F') , d'oll le théoréme.
8.3. Topologie du site limite projective : Cas des topos cohérents.
8.3.1. Dans ce numéro, p ¢+ F —— 1 est un H—site fibré sur une catégorie cofiltrant

. . . ) x
essentiellement petite, dont les foncteurs images 1lnverses f : Fi —_— Fj commutent

aux produits fibr&s. On se donme de plus, pour tout objet X d'une catégorie fibre
Fi » un ensemble Cov(X) de familles couvrantes pour la topologie de E‘i qui possé-—

dent les propri&té&s (PTO) et (PT1) de II 1.3 et qui engendrent 1la topologie de Fi .

Enfin on suppose que pour tout £ : i — j , tout Y € ob Fj » et toute famille

(¥, — ¥, de Cov(¥) , la famille (f:{‘fa) — 21 appartient a

xEA

Cov(f*(‘:‘)). Ces conditions sur Cov(X) sont vérifises par exemple si on prend

Cov(X) = {toutes les familles couvrantes de X dans Fi -
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On se propose d'é&tudier dans ce numéro le site limite projective de F sous des

hypothéses de finitude convenables (8.3.13).

B.3.2. BSoient m : F —— F 1le foncteur canonique et Y un objet de F . Désignons
n
r Cov(Y) l'ensemble des familles (Y —=2—— v) du type suivant :
pa o a €A X

11 existe un 1 € I , un objet X de 1:"i , une famille (}tlaL — 5 x}aéa

€ Cov(X) , un isomorphisme ¢ : n(X)=£ Y et une famille d'isomorphismes

¢ : -,(}(a) :’_Y:; » @« €& A, tels que pour tout &« € A on ait un diagramme commu-
a

tatif : %‘
~L
T (Xa) th
T
™ (na} na
(-]
™ (X) i Y .

Proposition 8.3.3.
1) L'ensemble des familles € Covw(Y) , Y € ob F , engendre la topologie du

site limite projective (8.2.5).

2) La famille Y bF—— Cov(Y) , Y€ ob I , posséde les propriétés (FPTO) et

(PT1) de II 1.3.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 8.3.4. Soient i un cbjet de I , n t X' —— X un morphisme gquarrable de

Pi tel que pour tout f : j ——= i , f*’(n) soit quarrable. Alors n(n) est gquar-—

rable, Les foncteurs :

v, : F,e o g T o p , i€ ob 1,

Sommutent aux produits fibrés.

Rappelons que tout ocbjet Y de F est &gal 3 un objet m(Z) , Z € ob F ,

et que tout morphisme m : ¥ — n(X) est de la forme :

I

(s 7(m'
w{Z) L n(Z") —‘—'(-—)—>- m(X)
%0 s est un morphisme cartésien de F . Par suite, pour montrer que 7(n) est
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quarrable, il suffit de montrer que le produit fibré de tout diagramme

T(X")
|
w{u)
1
n(z") s{nl) > 7 (X)
est représentable. Mais le morphisme m' : Z' ———= X se factorise en

1 m' " s' = " v - ' . - .
z X > X , ol p(m") est 1'identité& de p(Z') = j et ol s

est cartésien au-dessus de p(s') = f . Posons X"' = fx(X‘) !

=

un diagramme commutatif

X" 2 %
n' n
X" =2 ~ ;
d'ol un diagramme commutatif dans E :
(X" £ > 7 (X")
m(u') m(n)
(z') L34 i wEy — )

of n' est un morphisme quarrable de Fj - Pour montrer que w(n) est quarrable,

il suffit donc de montrer que le produit w(Z') =x T T(X"') est représentable,
et par suite il suffit de montrer que 5 : Fj‘ F F commute aux produits
fibrés.

Soient

i

un diagramme cartésien de Fj et W un objet de F au-dessus de k € ob I

. Om
a (6.5) :
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Hom(w (W) ,w(Y"')) == lim 5 HomF (gt{w},fx(Y'}) .
£ 2
8%k
Mais comme £* . Fj _— Ft commute aux produits fibrés, on a

Hom(g™ (W), £5(Y')) = Hom(g (W), £7(Y)) x Hom(gX (W), £X(x")) .

% *
Hom(g™ (W) ,f (X))
Utilisant alors la commutation des limites filtrantes aux produits fibrés (I 2) et la
formule (6.5) on obtient un iscmorphisme :

Hom(7 (W) ,w(¥")) == Hom(n (W) ,m(¥)) Hom(m (W) ,n(X')) ’

Hom (7 (W) ,m (X))
ce qui montre que le diagramme :

T(Y') ———————— 7 (X")

i

(YY) ———— 7 (X)

est cartésien dans E i

8.3.5. Démonstration de 8.3.3. Démontrons d'abord la deuxi&me assertion. Il résulte

de 8.3.4 que les familles de Cov(Y) , Y € E » sSont composées de morphismes quarrables,
d'oll la propriété (PTO). Pour montrer que ces familles poss&dent la propriéré (PTI1)
(stabilité par changement de base), on est ramené&, en procé&dant 3 une suite de réduc-—
tions comme dans la démonstration de 8.3.3, 3 démontrer 1'assertion suivante :

Pour tout i€ ob I , tout Y € ob Fi s tout (Ya S Y):;CA é Cov(Y) ,

et tout morphisme u : Z —— Y de Fi » la famille (7m(Z) = )ﬁ(Y} ——r7(Z)

(¥ o kA

appartient i Cov( (Z)).

g F = - ™
Cette derniére assertion résulte du fait que les LT F. ¢ ~— F ——=F
*

i
commutent aux produits fibrés (8.3.3) et que les familles X b——s Cov(X) de Fi

Sont stables par changement de base. Démontrons la premidre assertion. Il est clair

que les familles qui appartiennent aux Cowv(Y) s L& E » Sont couvrantes pour la tepdo-

gie T la moins fine rendant continu le foneteur = (III ). Dene la topologie T
€ngendrée par ces familles est moins fine que T . Pour montrer qu'elle est plus
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fine que T (et par suite égale & T ), il suffit de montrer que tout faisceau M
pour T' est tel que M o 7 est un faisceau sur F » ou encore (8.2.4) que Mo =g
est un faisceau sur Fi pour tout 1 ob I . Or,
comme les foncteurs LI ‘Fi — F commutent aux produits fibrés (8.3.4), M est
un faisceau pour T' si et seulement si (II 2.3 et I 2.12) pour tout i € ob I , pour

= i
tout Y € ob Fi s, pour tout {Y.3 e Y)ae ké. Cov(Y) , la suite d'ensembles

M (ﬁi(Y)) = H(ﬂi(Yn)) [ 1 H(ﬂi(Ya%YYs})
a€A (a,B)E AxA

est exacte, i.e. (loc. cit.) si et seulement si pour i Eob I , Mo M. est un

faisceau sur Fi =

Proposition 8.3.6. On utilise les notations et hypothises de 8.3.1 et 8.3.2. S5i pour

tout i € ob I , X Cov(X) est une prétopologie sur Fi (II 1.3) et si pour

tout X € ob Fi > les familles couvrantes de Cov(X) sont finies, alors pour tout

Y € _E > les familles couvrantes de Cov(Y¥) sont finies et Y I— Cov(¥) est une

prétopologie sur F .
-

B.3.7. La seule chose 3 démontrer est que les familles Y — > Cov(Y) possédent la
proprié&té (PT2) de (IL 1.3) (stabilité par composition). Soit i€ ob I s Y un objet

de By 5 (Y, —0)_ ﬁe Cov(Y) . Soient de plus i, a€ A, une famille d'objets

n
de I , pour tout o , Z{:l un objet de Fi et (zus . R za}asé Ba une

famille de Cov(zu) + Enfin donnons nous pour tout o€ A , un isomorphisme

».ba : '.'r(z:‘)ﬁg 'E(Yu) - En revenant & la définition des familles de Cov(X) , X€ ob F
-

(8.3.2), on woit qu'il s'agit de démontrer que la famille

v(na) o .1_:0= o “(“uB}

(“(zuB) W(Y)QB €] | B
el

appartient & Cov(n(Y)) ce que nous ferons apras ¢cing réductions.

8.3.8. Réduction au cas oii pour tout o €& A y 9N a d:g = 'I'-I(ma) s m Za i Ya-
Pour tout o€ A, cna ¢ = 'fr(mu} W(sm)_l

e (6.5) oi s, est un morphisme carté-

3

; —> i, - On a donc des diagrammes commutatifs

sien au-dessus de fc: s 4
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z “a8 *(z )
af [+1:]
af f:(nuﬁj
Yo £(z) , st € L LB
o o a . A'Cl

qui fournissent des diagrammes commutatifs

~ %
w(zaﬁ) w(rafzas))
x
mn ) " 1wcfa<mug)>
ﬂ(sa) * w(m )
7(Z) o n(£(z ) —2— (¥) ,
o 53 [} o
ab l_l'Bu x
A
£%(n )
e}

Comme les familles (f’(z b f*(z )) appartiennent 2 Cov(ft(z i 5
o aB a a = BN

on peut se ramener au cas ol pour tout o , on a ¢, = ﬂ(ma) .

8.3.9. Réduction au cas oii, pour tout o€ A , im =3j et p(ma) =K & J—4 .
Posans g& = p(ma} . Comme I est cofiltrante et comme A est fini, il existe un
cbjet j de I et des morphismes hu ¢ ] —— i tels que pour tout couple

(43

« ) c I *®
(z,a') on ait guhm_ gu'hu' =k . En utilisant les foncteurs images inverses ha

comme en B.3.8, on se raméne au cas décrit.

8.3.10. Réduction au cas oi i =3 et k : j ——= i est l'identité.

On a, pour tout g , un diagramme commutatif :

m' T

Z —_— k#(Y)Q—Y
(=3 a _:r.

|

i

K (n ) ‘n
(n § lﬂ

EELY) s ¥

ol les morphismes t et ta , o € A , sont cartésiens, ot m' est au—dessus de
1'identité i v cm' =m_ . < la famille (Y > Y) <
identité de j et ol I:!-1 o . En remplagant la famille ( N EJ.;EA
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par la famille (k*{&' ) —— k*(‘;')j & Cowv (k (Y)) , et les morphismes m
[+ § a €& A [+

par les morphismes m' , on est ramené au cas décrit.
(=3

Lemme 8.3.11. Soient j un objet de I et m: X' ——= X un morphisme de Fj

tel que n(m) _soit un isomorphisme. Il existe un morphisme & : j' —— 3 tel que

* g ; ;
2 (m) soit un isomorphisme.

Montrons qu'il existe un morphisme £ : i — j et un morphisme

q : f*(x) — f‘(x’) tels que f"(m) g = id f*(x) et tels que n(g) soit un
isomorphisme. En effet, il existe un isomorphisme n : w(X) —> m(X') tel que

s q
v{(m) ¢ n = idn(.‘&) . Il existe donec (6.5) deux morphismes X ! Yi L XY .,

ol s, est cartésien, tels que n = w(ql} 'rr(sl)_i

. On a donec 7n(m) o w(ql] = -.r(s])
Les morphismes mq, et s, de Y, dans X ont méme image dans F . Par suite

(cf. la d scription des morphismes dans la limite inductive (6.5)), il existe un mor-—

phisme cartésien s, : Yg — Yl tel que mq]52 = 5152 . Posons 9,8, = g9, et
notons Sy le morphisme cartésien S8, - On a done nq, = s, . Le morphisme
q, : Y2 — X' se factorise de mani&re essentiellement unique en
s
Y 1., Y & > X' on s, est cartésien et oli q est au-dessus de 1'identité

2 3

de p(Yz) + On a done un diagramme commutatif
e
3 1

| :

(8.3.11.1) s‘.l 3
X' = ~ X :
. " * k
Posons p(sé} = p(sg) =fil1l——=>3.0na £(x") ---"-"-‘1’3 . 3 (K)g‘fz set
ft(m} - Y2 1 Y3 rend commutatif le diagramme :
+
£ (m)
Ty 7]
* 5
X' —8 . x .
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on a donc 53 = 53(f*(m)g q) ; comme 53 est cartésien et comme fx(m)o g est
au-dessus de 1l'identité@ de p(Yz) ; on a f‘(m)o g = ide . De plus, il résulte de
1a commutativité du diagramme (8.3.11.1) que 7 (gq) est un isomorphisme.

Appliquons alors le résultat précédent au morphisme g : f‘(x) — flCK']

{1 existe un morphisme £' : j' ———= i et un morphisme gq' : £y — %),
tels que f‘i(q)q' = idf'*(f*{x'} . Mais en posant i * = £f' ; on a un isomorphisme
f"f* o~ E* . On a donc un morphisme f"{q) e -—rﬂr-itix') et un morphisme

. € * X £ g % = ¥
g' : £ (X') — 12" (X) , tels que & (m) £' (q) = ldﬂ*(x) et £'"(g)q' = ld1¢(xr) .

; % F :
Par suite L7 (m) est un isomorphisme.

8.3.12. Fin de la démonstration. Comme I est cofiltrante et A fini, il résulte

de 8.3.11 qu'il existe un foncteur image ilnverse ¥ gui tranforme tous les morphis-
mes m o, a€ A , en isomorphismes. On se raméne donc au cas ol les m sont des
o

isomorphismes. Mais alors les familles couvrantes (Z 2 —_—Z )uB c B sont déduites
[+ 1
a

par le changement de base m : Z — X, de familles couvrantes
a a

(YQS—} YG) (3 Cov{Ya) . On est donc ramené au cas oii Z o Y et

af € Ba o

s 3
0 n
= i 1 : <3 aB
@u 1dr(Yu) . Mais dans ce cas la famille {YaB ¥

| appar—
al € - Bu
tient & Cov(Y) (propri&té (PT2)). Donc son image par = appartient

@ Cov(m(Y)) (8.3.2).

Théoréme 8.3.13. Soient p : F —— I wun U-topos fibré sur une catégorie cofil-

trante essentiellement petite. 8i pour tout objet i de I 1le topos fibre Fi est

cohérent ({2.3) et si pour tout morphisme £ : i — j , le morphisme de topos

® .
f. = F ’ft) : Fi — F. est cchérent (3.1), alors le topos Limtop Fi est cohérent
3 1
et pour tout objet 1 de I , le morphisme canonique de topos
w4 Ld F, —— F.

Uy %1?top 5 Fl

est cohérent.
De plus, en notant Fcoh la sous—catégorie pleine de F définie par les

objets de F qui sont cohérents dans leur fibre (1.13), la catégorie Fcoh est
fibrée sur 1 et Ecoh est canoniquement équivalente & la catégorie des objets

cchérents de Limtop Fi
I
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Pour tout i€ ob I , norons (F;) y e U-site (muni de la topologie
& LiE

induite) des objets cohérents de Fi (1.13). Comme Fi est cohérent, Fi est le

topos des faisceaux sur (Fi) - Pour tout morphisme f : i ——= j , les morphis—

coh
.- = = i . < . .
mes f (f‘,f*) sont coh&rents et par suite f*(FJ)Coh (Fl)coh On a donc un
U-site fibré pcch i F P — I , dont les sites fibres sont les sites cFi)coh

et dont le topos £f£ibré associé& est équivalent i P+ F——T1, Par suite on a
(8.2.3) :

s

(8.3.13.1) &.%EEGP By = ad
= o

Comme les topos Fi sont coh&rents, les produits finis et les produits fibrés sont

) (2.2). De plus les foncteurs ft : (F.) — (F.)

représentables dans (F 12 ok o

i“eoh

sont exacts & gauche., Enfin, comme les objets de (Fi) sont quasi-compacts, les

coh

familles couvrantes finies forment une prétopologie. Il résulte alors de (8.3.4) que

les produits finis et les produits fibrés sont représentables dans Lim (Fi)cah
gl

(remord au lemme 8.3.4. : Montrer que les foneteurs canoniques

frip 4 e ;
{Fi)Coh E— E S6h transforment 1'objet final en 1'objet final) et de (8.3.6) gue
les objets de F coh Sont quasi-compacts. Par suite (2.4.5), Llﬁtop Fi est cohé-
rent. Enfin les merphismes cancniques P Limtop Fi _— Fi se déduisent, par

I
passage aux topos des faisceaux, des morphismes de sites (8.2.3) :

(F.)

G —
1" coh = coh

done (3.3) 1les morphismes u; sont cohérents.,

Démontrons la derni&re assertion. On a (8.3.13.1)

. s u
kl%tOP Fi anl (E coh} :

. 4 = & ) z .
Soit X un objet cohérent de (F ) . Comme X est quasi-compact, il existe une

coh

famille couvrante finie {Yu — X) oii Ya € op Ec (1.1). Quitte 3 prendre un

oh

indice i€ ob I assez petit, on peut supposer que les Y sont les images par
o

u, : F. : i ' d%d i :
ug i ik - — Ecoh d'une famille Y& d'oll, en prenant la somme directe des Ya
(1.15), on voit qu'il existe un indice i € ob I s, un Y' € Fi con &t un morphisme

surjectif ui(Y') — X . La relation d'équivalence R = ui(Y')xxui(Y') est alors
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"

un objet cohérent car ( ) est un topos cohérent (2.2). Montrons tout d'abord

gcoh
F
-

que R est un objet de

coh * Par définition R est un sous—objet de ui(Y'xY')

et comme R est cohérent, on peut, quitte 3 changer l'indice i , trouver une fléache

. L ' ] = a
m: 2 —=> (Y'x¥') de Fi Sk telle que Im(di{m)) R . Il en résulte que, Fi
étant cohérent, Im(m) est cchérent dans Fi (1.17.1) et par suite appartient 3
p
i coh I1 existe donc un indice i et un diagramme R —;l——# Y' de Fi . tel
2

u. (p,)
que ui(R) G 2 L “i(YI) solt une relation d'équivalence et tel gue

ui(PE)

X = ui{Y')jui(R) . Posons Ki = coker(pl,pz) et R' = Y'xY' . On a un morphisme
X!
1

canonique dans Fi i uwi R——R" . De plus u?(u) est un isomorphisme. Donc,

quitte & changer 1'indice i , on peut supposer que R = R' , i.e. que R est une

relation d'équivalence. Mais alors Xi appartient i Fi sok €1.17.1) et par suite
= u, (X. tient 3 F B
X ulcxl) appartient 3 F_

Corollaire 8.3.14. Soient 1 une catégorie cofiltrante essentiellement petite,

p: F——1 et q: G——= 1 deux U-topos fibrés sur I tels que pour tout

objet i de I les topos Fi et Gi soient cohé@rents et tels que pour tout mor-

his S | i les morphismes £. : F, ——= F. et G, ., sSoient
P me L v P e ; 3 ; = GJ n

cohérents. Soit de plus m : F —— G un morphisme cartésien de U-topos fibrés

tels que pour tout i € ob(I) , m x Fi ————7—Gi soit cohérent. Alors le morphisme

m déduit de m par passage 3 la limite projective est cohérent.

Pour tout objet i de I , le morphisme m, induit un foncteur
x

% : G, —_— F, "ol Esi = =
i,coh 5. eH i,eoh * d'ol un foncteur cartésien mcoh G‘mh *———+-Fcoh
qui est un morphisme du site fibré F dans le site fihré G (7:4.13). Le
coh coh
. = 4 ;
f ret Li S G i i i i
cncteur Im o oh Ilm ok — ?1m Fcoh est un morphisme de sites qui fournit

en passant aux topos correspondants le morphisme m . L'assertion résulte alors de
+

8.3.13 er de 3.3.

Exercice 8:3.15. Avec les notations de 8.3.13, montrer gue si les Fi , L €1,

sont algébriques (2.3) et si les morphismes f. : F. ———~4-Fj , £ € F1(1) , sont

1
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W

cohérents, Ei?cop Fi est algébrique et que (Limtop Fi}coh e o
L

8.4. Exemple : Topos locaux.

8.4.1. Spit X = {Ki} un topos fibré sur une catégorie I . On en déduit un

iel

topos fibré sur la catégorie Pro(I) (I 8.10) par la formule

(8.4.1.1) ?E = %?m:op Xia
(s 3
pour tout pro-objet g = (iu) de I (pour voir ceci on pourra généraliser aux pseudo-

foncteurs 1l'exercice I 8.2.8).

8.4.2. Soient E un topos et p : FI(E) ——= E 1le topos fibré considéré dans 7.3.
I. En prolongeant comme en 8.4.]1, on obtient un topos fibré FI(E) —= Pro(E) . La
catégorie Point(E) s'envoit par un foncteur pleinement fidile dans Pro(E) (IV 6.

8.5), d'oli, par changement de base (7.1.9), un topos fibré Loc(E) —— Point(E) .

La fibre Locp(E) en un point p de E est appelée le topos localisé de E en le
peint p . Ce topos dépend, d'aprds ce qui précéde, de fagon covariante du point p .

On a, par définition,

(8.4.2.1) Loc_(E) = Limtop

E .
XeVois(p) /X

ot Vois(p) est la catégorie des voisinages de p (IV 6.8).
8.4.3. Soit m : p' —— p un morphisme de Point(E) (IV 6). On en déduit, pour

tout X € Vois(p) un point pi de EfX » d'oli, par la propriété universelle de

Limtop (8.1) wum point ep(m} de Lccp(E) . On définit ainsi un foncteur
(8.4.3.1) ep : Point(E)}p *————7-Point(Locp(E}) 5

dont on constate immédiatement que c'est une Equivalence de catégories. Par suite
Point{Locp{E)) est canoniquement &quivalent 3 la catégorie des générisations de p

(IV 7.1.8). On a de plus une 8quivalence canonique de topos :

can . : (Loc_(E)) — Loc_,(E) »
P P

LocE(m)

qui s'ins@re dans un diagramme commutatif 3 isomorphisme pras
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Loe, (q y (Loc_(£)) s SO, Loc,

=

Locp(E)

oi ¢ est le morphisme canonique (8.4.2.1).

8.4.4. Les topos localisés ne semblent présenter un int&r@t que dans le cas des to-
pos provenant de la géométrie algébrique ou tout au moins que dans le cas des topos
possédant des propriétés de finitude convenables. Ainsi, lorsque E est le topos des
faisceaux sur un espace topologique séparé, on constate immédiatement (3 1'aide par
exemple de B.2.9) que les topos localis&s sont des topos ponctuels. Par ailleurs dans
ce cas, la catégorie Point(E) est discréte et la situation décrite en 8§.4.2 est
triviale. En revanche, soient E = Top(X) le topos des faisceaux pour la topologie de
Zarisky sur un schéma X , x un point de X , Ox 1'anneau local de X en x

»

Y = spec(Ox) . On constate que
Locx(E) = Top(Y) .

Pour d'autres exemples provenant de la topologie &tale, nous renvoyons 3 l'exposé VIII

du présent séminaire.

8.4.5. Lorsque E est localement coh&rent (2.3), les topes localisés Locp(E)
sont cohérents (on peut dans 8.4.2.1 se borner aux X € Vois(p) qui sont algébri-
ques et cohérents et appliquer alors 8.3.13). Pour tout morphisme de points

m:p' —>p , le morphisme de topos m. : Loc_,(E) ———*-Locp(E) est cohérent

(8.3.14).

8.4.6. On appelle topos local un topos X tel gque le foncteur [ (X,-) = "section
sur X" (IV 4.3) soit un foncteur fibre (IV 6). Le point correspondant 3 ce foncteur
fibre est appelé le centre du topos local. Lorsque E est localement cohérent,

les topos localisés sont des topos lacaux (1.2.3, 8.53.2 et 8.5.7). Le centre de

LOCP{E} est canonlquement isomorphe & ap(id?) (8.4.3.1). L'image du centre de

Locp(E) dans E est isomorphe & p . Le topos localisé Locp{E) muni du morphisme
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cancnique LOCp{E) —= E est la solution du probléme universel (2-uniwversel !) qui

Ll i1}

consiste A envoyer des topos locaux dans E de fagon 3 envoyer le centre "sur" p .

8.4.7. A propos des topos locaux, il se pose un certain nombre de problémes que les
rédacteurs n'ont pas abord&s. Ainsi, si X est un topos local, l'objet final e de
X posséde un ouvert maximal U # e . Le compldmentaire Y de U est un topos local
qui ne poss&de pas d'ouvert non trivial. Un tel topos est-il ponctuel ? Soit U um

topos et X = (U, ®: U— (Ens)) un topos obtenu par reccllement. Qualles sont les

conditions sur le foncteur de recollement & pour que X solt un topos local 7

8.5. Structure des faisceaux d'une limite projective filtrante de topos.

8.5.1. Dans ce numéro, F = (Fi) est un U-topos fibré sur une petite catégorie

ige1l
cofiltrante I . On choisit un biscindage (7.1.4) de F , i.e. pour tout
£ € F1(I) : i —> ] on choisit des morphismes de topos £f. : Fi ————+—?j tels que

f*

] Fj —_— Fi soit le foncteur image inverse pour la structure fibrée. On a alors

des isomorphismes canoniques ¢ possédant une propriété de cocycles (7.1.3). On

f.g
note F 1la limite projective du topos fibré F (8.2.3) et pour tout i € ob I , on

note

(8.5.1.1) By of B —— Fi ,

le morphisme canonique (8.1.3). On note Top(F) le topos total de F (7.4.3.3).

D'aprés 8.2.9, le foncteur canonique F — F définit un morphisme de topos
(8.5.1.2) Q : F ——— Top(F) 2

1z o = ° ' L i
Le topos F s'identifie 3 Hom 3rt]1°(1 »F') (8.2.9) et le topos Top(F) s'identi
fie a HomI,(I°,F'} (7.4.7). Ces identifications faites, le morphisme Q n'est

autre que le morphisme de plongement de Hom 2(I°,F') dans HomIa(I°,F') (8.

art/I

2.9).et pour tout objet M de F , on a

Sl M) = i - -
(8.5.1.3) Q‘{ ) (i —— “11(H))
D'aprés 7.4.3,4, on a pour tout i € ob I , un morphisme de topos

(8.5.1.4.) a; * Fi — Top(F) z
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Le diagramme

F i F.
- 1
(8.5.1.5) Q ay
Top(F)

n'est pas commutatif en général (mEme 3 isomorphisme pré&s). Mais on a, par définition

des morphismes en présence, un isomorphisme canonique
(8.5.1.6) o, Q = 4. .

Lorsque 1 est un objet fimal de I , ay est un plongement admettant une rétraction

B; * Top(F) —— E, (7.4.12) et le diagramme

(8.5.1.7) Q B

Top(X)

est commutatif 2 isomorphisme canonique prés.

Proposition 8.5.2. Seit j }—-»MJ un objet de Top(F) . Il existe un isomorphisme

fonctoriel
(8.5.2.1) S —M) = g M
e ] Evg; 33
Un objet de Top(F) (7.1.3) consiste en la donnée d'une application j k—— M. , M.

€ ob FJ. » et en la donnée, pour tout morphisme f : i —— j , d'un morphisme

(B.5.2.2) Sf : Mj —————+—ft Mi

ou de maniére équivalence par adjonction, d'un morphisme
" . E]
(8.5.2.3) Br # £ M, ——= M,
£ 3| i
les morphismes 5% &tant soumis 2 la condition que pour tout couple de morphismes

composables i ——— j —EB 5 ¢ , le diagramme ci-apré&s socit commutatif :
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(8.5.2.4) c

th
o=

—

At

(gf)*nk &f - M,

Rappelons de plus (8.1.3.1) que pour tout morphisme £ : i —>j , on a

X

un isomorphisme bf = E pp — uj » et que pour tout couple de morphismes compo-

sables 1 —E—+j — 8 k , on a un diagramme commutatif :

g,L

g-f. u; (gf) . g
(8.5.2.5) g (by) Sof

g. uj Uy
Soit alors f 1 ——— j wun morphisme de I . Notons
(8.5.2.6) e U gt (Hy 0¥ o

: £ 3 3 i i
*
x B %, % “T (8¢ *

le morphisme composé uj (Mj) _— ui(f (Mj)) — > u; (Hi) .

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la commutativitd des diagrammes
(8.5.2.4) et (8.5.2.5) entraine que pour tout couple de morphismes composables

i i k , on a