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Préface 2 la deuxidgme édition

1. Comme le lecteur le verra dams 1'Avant-propos de la premigre édition
(incomplate) du présent Séminaire(qui suit cette préface), le but initial

du Séminaire a été de développer la théorie de la cohomologie étale

des schémas. D'autre part, depuis 1'année ou a été développé le séminaire
oral, l'importance du langage des topologies et des topos en géométrie
algébrique est alléecroissant, tant pour fournir un cadre commode et
intuitif pour les techniques de la descente et le passage au quotient
(indispensables dans pratiquement toutes les questions de constructions

de schémas), que pour développer d'autres théories cohomologiques pour

les schémas, mieux adaptées & certaines questions que la cochomologie
étale (telles la cohomologie fppf, ou la cochomologie "cristalline"

des schémas). De plus, il semble maintenant probable que ce langage

va @tre appelé A rendre des services également zux algébristes et aux
topologues., C'est pourquoi le bescin d'un exposé assez systématique de
ce langage, avec des notations et une terminologie aussi proches que
possible de celles déja couramment utilisés ailleurs (directement ins-
pirés de la topologie), est allé également en croissant. La présente
édition vise (en plus de son but initial déja mentionné) 2 donner un
tel exposé, qui puilsse servir aussi bien comme texte de référence qu'au
mathématicien désireux de s'initier au langage des topos, en attendant
le jour od 1l'on disposera d'un traité plus complet, C'est ce changement

de perspective qu'exprime le changement dans le titre du Séminaire par




rapport au titre primitif "cohomologie é&tale des schémas".

Pour les raisons qui préc2dent nous avons entigrement
refondus les exposés I 4 VI du Séminaire primitif, consacrés au lan-
gage des topologies et des topos. Notre principe directeur a été de déve=
lopper un langage et des notations qui soient ceux qui servent déja
effectivement dans les diverses applications, de sorte 2 ne pas perdre
contact avec le contenu "géométrique'" (ou "topologique") des divers
foncteurs qu'on est amend a considérer entre sites, Pour ceci, les notions
de topos et de morphisme de topos semblent &tre le fil conducteur
indispensable, et il convient de leur donner la place centrale, la
notion de site devenant une notion technique auxiliaire, Cela nous a
amené en particulier 2 é&toffer considérablement 1'exposé IV consacré
2 ces notions, et 2 reprendre compl2tement la rédaction de 1'exposé VI
(consacré aux sites et topos fibrés) dans cet esprit. Nous avons égale-
ment augmenté 1l'exposé I consacré aux notions générales sur les catégories
et les préfaisceaux, pour fournir les références internes nécessaires

a la forme révisée du Séminaire.

2. En plus de ces modifications et additions substantielles par rapport |
au Séminaire sous sa forme initiale, signalons que la présente &dition
s'en distingue é&galement par la présence des exposés XVII et XVIII

sur la cohomologie & supports propres et le théordme de dualité globale,

Ces exposés, dos 2 P, DELIGNE, différent assez substantiellement des

exposés oraux de A. GROTHENDIECK, a divers titres. Ainsi, P, DELIGNE

utilise la méthode de J,L. VERDIER en topologie pour la construction
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directe du foncteur fz sans lissification préalable du morphisme £,

et il donne une méthode de construction directe du foncteur Rf! de
cohomologie 2 supports propres, sans compactification préalable du
morphisme f: X —> Y séparé du type fini, gr2ce a 1'utilisation de

l1a fort utile "théorie de la descente cohomologique'" ; cette dernidre,
qui reldve de la topologie générale, 2 fait l'objet d'un nouwvel exposé VIB 4
rédigé par B, SAINT-DONAT, et son application 2 la construction directe
de RE, est exposée par SAINT-DONAT en appendice 2 1'exposé XVII. D'autre
part, nous sommes redevables 2 P. DELIGNE d'une vérification soigneuse
de tras nombreuses compatibilités, qui avaient été admises purement

et simplement par son prédécesseur moins scrupuleux, ceci lui a fourni
d'ailleurs l'occasion, dans 1l'exposé XVII, de développer assez systé-
matiquement un certain nombre de compléments a l}algébre homologique

et au formalisme des catégories dérivées, en assouplissant notamment

le formalisme des foncteurs dérivés par l'utilisation systématique de

la technique des ind et pro-objets ; 2 ce titre, les paragraphes 1, 2, 4
de XVII doivent &tre regardées comme des références standard d'alggbre

homologique.

3, En plus de ces contributions de pré&sentation et de mise au point
de P, DELIGNE, cette réédition du Séminaire contient également un cer-
tain nombre de résultats qui lui sont dfis, dont wveoici les principaux :

a) La théorie de la descente cohomologique, d€j2 mentionnée,




[JETERT R

qui fait 1'objet de 1'exposé Vi, de SAINT-DONAT, Cette théorie s'est
déja avérée un instrument c¢fficace de "passage du local au global",

et de réduction de certaines propriétés cohomologiques des schémas a
singularités au cas des schémas réguliers (lorsqu'on dispose de 1la
résolution des singularités) ; le m@me principe doit pouvoir ftre
utilisé pour les espeaces analytiques de tous genres,(C'est ainsi qu'il
a pu 8tre utilis€é dans le développement recent, par P. DELIGNE, d'ane
théorie de HODGE pour des variétés algébriques complexes & singularités
quelconques, )

b) Un certain nombre de résultats de "topologie générale"
i.e. sur les topos, notamment : 1l'existence de suffisamment de points
pour un topos localement cohérent (VI 9 ) ; la stabilité de la notion
de platitude d'un Module sur un topos par les foncteurs image inverse
(V 8 ), qui lui donne 1'occasion de développer une utile technique
de "limites inductives locales" ; 1'existence de 2-produits fibrés de
topos (IV 15),

c) Une "formule de KUnneth symétrique" XVIT 5.5, 2.1, donnant
la cohomologie d'une puissance symétrique en cohomologie &tale ou
cohérente 2 1'zide des foncteurs dérivés du foncteur TS (produit
tensoriel symétrique), inspirée de la formule bien connue en topologie
(due 2 DOLD). Contrairement 2 ce qu'on pourrait supposer, la formule
en cohomologie étale ne résulte pas de "general non-sense'", et procdde
par réductions successives au cas de coefficients constants sur une

courbe propre et lisee sur un corps algébriquement clos, auquel cas
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un argument de spécialisation et le principe de Lefschetz permettent

de se ramener au cas transcendant, ol la formule résulte de la trian-
gulabilité de 1l'espace envisagé. La formule de Kunneth symétrique a

&té &tablie par P. DELIGNE en vue de diverses applications 2 des for-
mules de fonctions L dans des cas non couverts par les exposés primitifs
de SGA 5 (et qui seront sans doute inclus dans la réédition de SGA 5),
notamment pour le cas ol 1'anneau de base pour les coefficients n'est
pas un corps (tel E, ou QL)’ ol est le corps premier gp (p = car. du
corps de base de la variété).

d) Une théorie des "puissances symétriques de torseurs’ XVII 6.3,
développée en vue de définir la trace d'un torseur par un morphisme fini
localement fibre f: X —> Y, sous des conditions plus générales que les
conditions habituelles (Groupe G sur Y lisse, ou f étale).

e) Une théorie "d'intégration des torseurs'" XVIII 1.3 ,
et une formule "des coefficients universels', qui sont présentés comme
des éléments d'une théorie de dualité pour des coefficients continus,
relative 2 un morphisme f: X —> S lisse et de dimension relative 1 .
Signalons que les notions introduites par P. DELIGNE sugg2rent divers
raffinements de formules du type Riemann-Roch en comologie étale,
obtenus en écrivant des isomorphismes canoniques dans des catégories
"d'objets stables" convenables form&es avec des faisceaux €tales cons-
tructibles, et des généralisations possibles en dimensions supérieures,
et ouvrent ainsi un intéressant champ de recherches. Signalons aussi
qu'a titre d'outil technique, P. DELIGNE démontre un intéressant théoreme

de structure pour certains torseurs sur certains schémas relatifs lisses




£: X —> S, comprenant notamment les fibrés projectifs (XVITI 1.2.2),

théoréme qui soulive également des questions intéressantes, liées notam-

ment 4 la théorie des déformations des torseurs sous un schéma en

groupes plat.

Bures, Novembre 1969
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AVANT-PROPOS

1. Le but principal du présent Séminaire est de développer le formalisme
de la "cohomologie de WEIL" des schémas. A partir essentiellement des
résultats qui sont démontrés ici, des arguments bien connus, d'ailleurs
dfts & WEIL lui-mdme, permettent de déduire une partie des conjectures
de WEIL sur les fonctions L des variétés projectives non singuliéres
sur un corps fimi (¥#) (¥¥), Cette déduction sera d'ailleurs présentée
dans un séminaire qui fera suite & celui-ci (SGA 5 XIII).

Dans le présent séminaire, nous nous bornons 2 1'&tude de

1la cohomologie des schémas, relativement & la topologie étale., Cette

topologie, par sa description, est fort proche des topeologies des
wvariétés topologiques habituelles, et on verra que la plupart des
résultats classiques concernant la cohomologie des espaces topologiques
ordinaires (suites spectrales variées, théorgmes de finitude, KUnneth,
dualité, théordmes de Lefschetz) peuvent se formuler et se démontrer
dans le nouveau contexte, a condition de se borner le cas échéant aux

faisceaux de torsion premiers aux caractéristiques résiduelles des

(#) Au moment d'écrire ces lignes, il n'est pas prouvé que les valeurs
propres de 1'homomorphisme de Frobenius opérant sur les Hi(x,zzi} sont

des entiers algébriques, ni a fortiori que leurs wvaleurs absolues sont
égales 2 qilz .

(%) (Rajouté Octobre 1968). Pour un exposé faisant le point de 1'état
actuel des conjectures de WEIL, cf. l'exposé de KLEIMAN, Algebraic cycles
and the Weil conjectures, in J. GIRAUD et Al., Dix exposés sur la cohomo-
logie des schémas, MNorth Holland Pub, Cie,

[Ajouté en Aofit 1969]., Le fait que les valeurs propres soient des entiers

algébriques a &té prouvé récemment par P. DELIGNE (Cf. SGA 7 XXI 5).
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schémas envisagés. On obtiendra une théorie cohomologique "2 coefficient
de caractéristique 0" (comme demandée par WEIL) par un passage & la
limites projective essentiecllement trivial (cf, SGA 5 V1), permettant

de définir une cohomologie 3 coefficient dans 1'anneau Z des entiers

L
i~adiques 3 partir des coefficients Z/L"Z s VW —> + ® , Lorsque 4 est
premier aux caractéristiques résiduelles, cette cohomologie possade
toutes les bonnes propriétés habituelles dans la cohomologie 3 coeffi-
cients Z classique (et se prete donc 2 la formulation des conjectures de
WEIL), D'ailleurs, lorsque les schémas envisagés sont de type fini sur
le corps des complexes £, nous verrons que la cohomologie (& coefficients
de torsion) est essentiellement identique & la cohomologie classique des
espaces analytiques correspondants, Cela permettrait d'une part d'appli-
quer les résultats obtenus par voie purement algébrique & la cohomologie
habituelle des variétés algébriques définies sur C, et de généraliser
par cette voie divers résultats classiques, démontrés généralement par
voie transcandante sous des conditions de non singularité, et parfois
de simplifier certaines démonstrations (notamment en théorie de Lefschetz),
D'autre part, cela permettrait d'appliquer le cas échéant les résultats
transcendants 2 la cohomologie des variétés algébriques en caractéristique
P qui "se rel2vent" en caractéristique O .

En revanche, les phénom2nes essentiellement nouveaux, originaux
2 la caractéristique p > 0, et concernant des coefficients de p-torsion
(qui devraient jouer un r8le essentiel par exemple dans les théorie

du corps de classe local ou global), échappent 2 peu pr2s totalement
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au point de wvue de la cchomologie étale, adopté dans ces notes. Leur

&tude demandera sans doute l'utilisation d'une topclogie plus fine,
probablement de "topologie fppf" dont 1'étude n'a £té abordée que dans

un cas tras particulier par SCHATZ [ Cohomology of artinian group schemes
over local fields, Annals of Math. Vol 79, n®3, May 1964, p.411-449] (%),
Cela semble 8tre 3 1'heure actuelle l'extemsion la plus urgente a apporter
3 1a théorie cohomolegique étale (¥#*), Signalomns également le probléme
d'étendre aux schémas 1'étude des invariants d'homotopie tels les T
(tent cdu point de vue de la topologie étale que de la topologie fppf) ;
il est permis d'espérer que des théorémes du type d'Hurewicz qui restent
3 formuler, joints & notre assez bonne connaissance de la c¢ohomologie et

du groupe fondamental, permettront d'obtenir des résultats dans cette

voie (¥¥¥),

2., En plus de 1'influcnece, é&vidente, des idées de WEIL, signalons aussi
les liens de ce séminaire avec diverses recherches antérieures qui ont
influencé 1l'un ocu 1'autre de nous :

a) La théorie de J. TATE de la dimension cohomologique des

corps [CG], d'ailleurs motivie par le point de vue de la cchomologie

(*) Cf, aussi A, CROTHENDIECK, le groupe de Brauer III § 11, in Dix

—

exposés sur la cchomologie des schémas (North Holland Pub. Cie).

(*#) Depuis la rédaction de ces lignes, il est apparu que la topologie
fppf ne satisfait pas 2 toutes les propriétés espérées, et 'l 'extension
la plus urgente" serazit plutd8t dans le développement de la "cchomologie
cristalline", initiée dans A. GROCTHENDIECK, Crystals and the De Rham
cohomelogy of schemes, inspirde par les travaux de MONSKY-WASHNITZER
et de MANTIN.

(%) Cf, note (*) de la page suivante,

10
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étale, a été 2 son tour un outil et un mod2le pour la théorie de la
dimension cohomologique des schémas.

b) Les travaux de IGUSA sur les "vanishing cycles" (dont
il ne sera question que dans un séminaire ultérieur (1), et 1la
démonstration par Igusa de 1'inégalité de Picard p=Db, , en toute
caractéristique, que nous obtenons ici de fagon assez formelle (en
méme temps gque le théor2me de finitude de Néron-Sévéri), une fois
en possession d'une théorie cohomologique explicite (¥8%)

¢) Les résultats de OGG et CHAFAREVITCH sur la cohomologie
des corps de fonction d'une variable 3 coefficient dans des variétés
abéliennes., Ces auteurs obtiennent en particulier un é€quivalent du
théoréme de dualité pour les courbes algébriques, en m&éme temps qu'une
formule de caractéristique d'Euler-Poincaré, (Pour un exposé en termes

de cohomologie étale, cf, M. RAYNAUD, Sém. Bourbaki, décembre 1964 (¥#%e#)

(*) Le probl2me de 1'étude du "type d'homotopie &tale" signalé plus
haut a é€té résolu en principe, depuis la rédaction de cette introduc-~
tion, par les travaux récents de MM, Michael ARTIN et Barry MAZUR
(voir leur séminaire 1966 a ce sujet, publié dans M. ARTIN et B, MAZUR,
Etale homotopy, Lecture Notes n°l00, Springer (1969)).

(*#) cf. SGA 7 III, IX ...

(#%%) Cf, SGA 6 XIII 5,2, 5.3,

(¥#33%) Reproduit dans la collection citée en note 3 la page (ix).

11
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3, Les exposés I & VI reprennent la théorie des faisceaux du point

de vue des sites, ou mieux, des topos, en complétant le séminaire

ARTIN 1962 (Harvard) sur de nombreux points. La présentation, et les
résultats non contenus dans ARTIN, sont dfis pour l'essentiel 2 J. GIRAUD
et J.,L. VERDIER.

Les exposés VII et VIII développent les premi2res définitions
et propriétés relatives 2 la topologie étale et la cohomologie étale.

Les exposés IX, X donnent les premiers résultats quantitatifs
&lémentaires relatifs aux coefficients de torsion, concernant en particulier
la cohomologie des courbes algébriques, la dimension cohomologique, la
notion de faisceau constructible.

Les résultats des exposés XII a XVI (2} sont centrés autour
des deux "théor2mes de changement de base'", qui techniquement consti-
tuent le résultat central de ce séminaire, La clef pour 1'un et l'autre de
ces théordmes se trouve dans certaines propriétés du groupe fondamentazl,
qui dans notre contexte s'énoncent le plus naturellement en termes
de l-cohomologie & coefficients dans des faisceaux de groupes non
nécessairement commutatifs, Aussi, dans 1'énoncé des résultats cchomo-
logiques principaux, avons-nous systématiquement pris en considération
également la cohomologie non commutative, ce qui permettrait de retrouver,
sous une forme parfois plus générale et plus commode du point de wvue

technique, les principaux résultats sur le groupe fondamental de

8SGA 1961 (¥),

{2) obtenus entre Septembre 1962 et Mars 1963 par M. ARTIN et A, GROTHENDIECK

(*) Cf. l'exposé de Mme M. RAYNAUD, dans SGA 1 XIII.

12
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Les exposés XVII et XVIII (3} présentent la théorie de la

cochomelogie "2 supports compacts" et le théordme de dualité globale,

qui impliquent la dualité de Poincard pour les vairétés algébriques

non singuliéres,
Enfin 1l'exposé XIX présente certains résultats locaux (&)

centrés sur le "théor2me de pureté cohomologique", dont la plupart

utilisent la résolution des eingularités, et jusqu'a nouvel ordre

ne sont donc applicables qu'en caractéristique nulle,

4, Nous utiliserons courarment les résultats de EGA I 2 IV, et de

5GA 1 et SGA 2,

(3) cbtenus en Février-Mars 1963 par A, GROTHENDIECK, en méme temps
que le "théorzgme de dualité locale" qui sera exposé dans SGA 5

(4) obtenu par ARTIN en 1964,

13
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SGA 4

EXPOSE I

PREFATSCEAUX

(avec un appendice de N, Bourbaki)

Dans les numéros 0 & 5 de cet exposé, on présente les propriétés
élémentaires, et le plus souvent bien connues, des catégories de préfais-
ceaux (#).Cespropriétés sont utilisées constamment dans la suite du séminaire
et leur connaissance est essentielle pour la compréhension des exposés
suivants, Les démonstrations sont immédiates ; elles sont le plus souvent
omises, Dans les numéros 6 2 9 sont abordés quelques themes utilisés a
différentes reprises dans la suite, Le lecteur pressé pourra les omettre
en premigre lecture, Le numéro 10 fixe la terminologie employée, L'appen-

dice 1l est d0 & N, Bourbaki.

Q. Univers

Un univers est un ensemble non-vide U qui jouit des propriétés

suivantes :

(U1) Si x €U et siy€x alorsy € U.
(U 2) Six, y €U, alors {x,v} € u.

(U 3) Si x € U, alors 9°(x) € U.

(U 4) si (xi, 1 €1 €U) est une familled'éléments de U, alers J x, €U,
i€l

(*) Le lecteur pourra aussi consulter SGA 3 I §§ 1 2 3.
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Des axiomes précédents on d&éduit facilement les propriétés :

- Si x €U, l'ensemble {x} appartient 2 U.

- Si x est un sous-ensemble de y € U, alors z € u.

- 51 x,y € U, le couple (x,y) = {{x,y}, x} (définitdion de Kuratowski)
est un &lément de U.

- 8i x,y € U, la réunion x U y et 1le produit x X y sont des é&éléments de 1.
- Si (xi, i €I € U) est une famille d'éléments de U, le produit QEE x,
est un €lément de U.

- S8i x € U, alors card(x) < card(U) (strictement). En particulier 1la
relation U € U n'est pas vérifiée,

On peut donc faire toutes les opérations usuelles de la théorie
des ensembles 2 partir des éléments d'un univers sans, pour cela, que le
résultat final cesse d'€tre un 6lément de l'univers,

La notion d'univers a pour premier interer de fournirt une défi-
nition des catégories usuelles : la catégorie des ensembles appartensnt
2 l'univers U (U-Ens), 1la catégorie des espaces topologiques appartenant
2 l'univers U, la catégorie des groupes commutatifs appartenant & 1'univers
U W-4b), la catégorie des catégories appartenant 2 l'univers U ... .

Cependant le seul univers connu est 1'ensemble des symboles du
type {{8}, {{@}, 1) etc. (tous les €léments de cet univers sont des en-
sembles finis et cet univers est dénombrable). En particulier, on ne
connalt pas d'univers qui contienne un élément de cardinal infini. On est

donc amené 3 ajouter aux axiomes de la théorie des ensembles 1'axiome :

(UA) Pour tout ensemble x il existe un univers U tel que x € U.
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L'intersection d'une famille d'univers étant un univers, on en
déduit immédiatement que tout ensemble est &lément d'un plus petit univers,
On peut montrer que 1'axiome (UA) est indépendant des axiomes de la théorfie
des ensembles.

On ajoutera aussi 1'axiome :

(UB) Secit R[x} une relation et U un univers, 5'il existe un élément y € U '

tel que R{y}, alors = R{x} € u.

La non-contradiction des axiomes (UA) et (UB) par rapport aux
autres axiomes de la théorie des ensembles n'est pas démontrée ni d&mon
trable, semble-t-il.

Soit U un univers et c(U) la borne supérieure des cardinaux des
é1éments de U (c(U) = card(U)). Le cardinal c(U) jouit des propriétés
suivantes :

(FI) Si a < c(U), alors 27 < c(U).
(FII) si (ai, i€I) est une famille de cardinaux strictement inférieurs 2

c(U) et si card(I) est strictement inférieur a e(U), I a, < c(U).

i€l
Les cardinaux qui possiédent les propriétés (FI) et (FII) sont

appelés cardinaux fortement inaccessibles.

Le cardinal O et le cardinal infini dénombrable sont fortement

inacessibles
L'axiome (UA) implique :

(UA') Tout cardinal est majoré strictement par un cardinal fortement

inaccessible,

On peut montrer (11) gue réciprogquement la non contradiction

de (UA') implique la non contradiction de (UA), et que la non contradic-

tion de ces axiomes entralne celle de l'axiome (UB).
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Appelons ensemble artinien tout ensemble E tel qu'il n'existe

€ x_ . On peut

ini EN : e x £ E, 3
pas de familles infinies (xn, nEN) celle qu x, € E, X1 a

alors montrer [loc., cit, ] qu'il v a une correspondance biuniveque entre
les cardinaux fortement inaccessibles et les univers artiniens, définie

ainsi 7 2 tout cardinal fortement inaccessible ¢ on fait correspondre

l'unique univers artinien Uc tel que
card(U ) = ¢ .
—C
Soient .¢ < ¢' deux cardinaux fortement inaccessibles, Oa a :

u €,
S =c
En particulier les univers artiniens de cardinaux inférieurs 3 un cardinal
donné forment un ensemble bien ordonné (pour la relation d'appartenance).

L'axiome (UA') est é&quivalent 2 1'axiome :

(UA"). Tout ensemble artinien est élément d'un univers artinien.

Remarquons que tous les ensembles usuels ( Z,9, ...) sont

des ensembles artiniens,

l. U-catégories. Préfaisceaux d'ensembles

1.0. Dans la suite du séminaire et sauf mention expresse du contraire,

les univers considérés posséderont un élément de cardinal infini. Soit U

un wvnivers, On dit qu'un ensemble est U-petit (ou, quand aucune confusion
n'en résulte, petit) s'il est isomorphe a un élément de U. On utilise
aussi la terminologie : petit groupe, petit anneau, petite catégorie. ..
On supposera Souvent, sans mention explicite, que les schémas, espaces

topologiques, ensembles d'indices... avec lesquels on travaille sont € u,
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ofi tout au moins ont un cardinal € U;cependant, de nombreuses catégories

avec lesquelles on travaillera ne seront pas € 1§

péfinition 1.1, Scient U un univers et C une catégorie, On dit que C est
Y £33

une U-catégorie si pour tout couple (x,y) d'objets de C, 1'ensemble

Homc(x,y) est U-petict.

1.1.1. Soient C et D deux catégories et Fonct(C,D) la catégorie des fonc-
teurs de C dans D. On vérifie immédiatement les assertions suivantes :
a) 81 C et D sont &léments d'un univers U (resp. U-petites) la catégorie
Fonet(C,D) est un élément de U (resp. est U-petite),

b)Si C est U-petite et si D est une U-catégorie, Fonct(C,D) est une

U-catégorie.

Remarque 1.1.2. Soit D une catégorie possédant les propriétés suivantes :
(€1) L'ensemble ob(D) est contenu dans 1'univers U.

(€2) Pour tout couple (x,y) d'objets de D, 1'ensemble Homn(x,y) est un
élément de U.

(Les catégories usuelles construites 3 partir d'un univers U possédent

ces deux propriétés : U-Ens, U-Ab, ... ). Soit C une catégorie apparte=-
nant & U. Alors la catégorie Fonct(C,D) ne possgde pas en général les
propriétés (Cl) et (C2). Par exemple la catégorie Fonct(C,U-Ens) ne posside
aucune des propriétés (Cl) et (C2). C'est ce qui justifie la définitien
adoptée de U-catégorie, de préférence & la notion plus restrictive par

les conditions (Cl) et (C2) ci-dessus,

w
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Définition 1.2, Soit C une catégorie. On appelle catégorie des préfaisceau

d'ensembles sur C relative 3 1'univers U (ou, lorsqu'aucune confusien n'en

résulte, catégorie des préfaisceaux sur C) la catégorie des foncteurs con-

travariants sur C & valeur dans la catégorie des U-ensembles,

On désigne par Cﬁ (ou plus simplement, lorsqu'aucune confusion

n'en résulte, par C*) la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur C rela

tive & l'univers U, Les objets de Cﬁ sont appelés U-préfaisceaux (ou plus

simplement préfaisceaux) sur C, Lorsque C est U-petite, la catégorie CU

est une U-catégorie. Lorsque C est une U-catégorie, Cﬁ n'est pas nécessai-

rement une U-catégorie,

Construction-définition 1.3, Soit x un objet d'une U-catégorie C. On appel!

U-foncteur représenté par x le foncteur hu(x) : C° ~> U-Ens dont la cons-
truction suit (¥), Soit y un objet de C.

a) Si Homc(y,x) est un élément de U, alors :
hU(x)(y) = Hamc(y,x)

b) Supposons gque Hamc(y,x) ne soit pas un élément de U et soit R(Z,x,y)
la relation : "L'ensemble Z est but d'un isomorphisme HomC(y,x) AL

On pose alors :
ﬁg(x){y) = T,R(2) .

(En vertu de 1'axiome (UB), hU(x)fy) est un £lément de U). Soit R'(u,x,y)

la relation : "u est une bijection

u Homc(y,x} —— ﬁg(x)(y} .

—ee
(*) c° désignera toujours la catégorie opposée a C,
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On pose alors :
oly,x) = "l',uR'(u) i

On remarquera qu'on a, dans les cas (a) et (b), un isomorphisme

canonigue
wly,x) : Homc(y,x} —— hﬂ(x)(y) 3
(Dans le cas a) wp(y,x) est 1'identité). Soit alors u : y — y"' une fléche
de C. Le morphisme u définit, par la composition des morphismes, une
application :
: ' —
Homc(u,x} : Homc(y '3 Homc(y,x) .

On pose alors
l)‘_J(xJ(u) = oy , x) Hom.(x,u) oy, %)t .

On vérifie immédiatement que l'ﬁ_’(x), ainsi défini, est un foncteur

¢c* — U-Ens.

1.3.1, De méme, on définit, 2 1'aide des isomorphismes ¢ , pour tout mor-

phisme y : ¥ — x' un morphisme de foncteurs :

hU(y) : hq(x) —7'hu(x')

et on vérifie immédiatement qu'on a définit ainsi un foncteur

hU:C—-—i'Cﬁ.

1.3.2, Soit maintenant V un univers tel que U< ¥, On a alors un foncteur

canonique pleinement fidele :

U-Ens “— V-Ens

d'ot un foncteur pleinement fidéle :

‘v "
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et le diagramme :

c > G
G

h l
%

<

est commutatif 3 isomorphisme canonique prés. Lorsque C est un &lément de

U, cet isomorphisme canonique est 1'identité.

1.3.3. Dans la pratique, 1'univers U est fix& une fois pour toutes et

n'est pas mentionné. On utilise alors les notations C° {pour la catégorie

des U-préfaisceaux d'ensembles) et

h: €—>¢C" .

Pour tout objet x de C, le préfaisceau h(x) est appelé le préfaisceau

représenté par x et nous identifierons toujours la valeur en y € ob(C)

du préfaisceau h(x) avec HomC(y,x).

Proposition 1.4. Soient C une U-catégorie, F un préfaisceau sur C et X

un objet de C. Il existe un isomorphisme fonctoriel en X et en F

i : Hom,.(h(X),F) <= F(X) .

1'application i n'étant autre, lorsque F est de la forme h(¥), que 1'appli-

cation :

h : Hom(h(X),h(¥)) <— Hom(X,V¥) 2

En particulier le foncteur h est pleinement fid2le,

1.4.1. Cette proposition justifie les abus de langage habituels identi-

fiant un objet de C et le foncreur contravariant correspondant, Un préfais-
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ceau isomorphe 2 un objet image par h (ou, en utilisant 1'abus de langage

signalé ci-dessus, isomorphe 2 un objet de C) est appelé préfaisceau repré-

sentable.

1.4.2, Soit V un univers contenant un univers U. La catégorie des U-préfais-
ceaux est une Sous-catégorie pleine de la catégorie des V-préfaisceaux et
par suite un U-préfaisceau est représentable si et seulement si son image

dans la catégorie des V-préfaisceaux est un V-préfaisceau représentable.

2., Limites projectives et inductives

Soient C une U-catégorie et I une petite catégorie. Notons
Fonct(I,C) la catégorie des foncteurs de I dans C. La catégorie Fonct (I,C)
est une U-catégorie. A tout objet X de C associons la sous-catégorie X de C
ayant pour seul objet 1'objet X et pour seule fléche 1'identité de X,
Désignons par iK : X —> C le foncteur d'inclusion. Il existe un et un seul

foncteur ey i I — X, et nous désignerons par kX : I — C le foncteur

ix o By . ( On dira que kx est le foncteur constant de valeur X).
La correspondance X F—> k.x est visiblement fonctorielle en:X,ce qui nous

permet de définir,pour tout foncteur G : I —> C,le préfaisceau
X b—
HomFonct(I,C)(kX’G)'

Définition 2.1. On appelle limite projective de G et on note lim G le
1

préfaisceau :

X HomFonct(I,C)(kx’G) -

Lorsque le préfaisceau lim G est représentable, on désigne encore par lim G
~1 I
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un objet de C qui le représente, L'sobjet lim C n'est donc défini qu'a
I

isomorphisme prés. Lorsgu'aucune confusion n'en résulte on emploie la

notation abrégée lim G.

Pour G wvariable, %im G est un foncteur de la catégorie Fonect(I,C)

4 valeurs dans C~.

2.1.1. On définit de meme par symétrie (renversement du sens des flaches
dans C) la limite inductive d'un foncteur : c¢'est un foncteur covariant sur
C & valeur dans la catégorie des U-ensembles. Nous emploierons les notations
lim G ou bien lim G,
I
On notera que les produits, produits fibrés, noyaux sont des limit

projectives. De meme les sommes, sommes amalgamées, conoyaux sont des limite

inductives,

Définition 2,2, Soient I et C deux catégories et G : I —> C un foncteur,

On dit que la limite projective de G est représentable 8'il existe un

univers U tel que :

1) La catéporie I soit U-petite.

2) La catégorie C soit une U-catégorie.

3) Le préfaisceau %im G & valeurs dans la catégorie des U-ensembles soit

représentable,

I1 résulte au n® 1 que l'objet %if G représentant le préfaisceau
iiE.G ne dépend pas, a isomorphisme pres, de 1'univers U. Notons aussi
qu'il existe un plus petit univers U' possédant les propriétés (1) et (2),
et que le préfaisceau LEE G est nécessairement & valeurs dans la catégorie

.
des U'-ensembles,

10
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2.2.1, Socient I et C deux catégories. On dit que les I-limites projectives

dans C sont représentables si pour tout foncteur G : I —> C, la limite

projective de G est représentable. Enfin scient C une catégorie et U un

univers, On dit que les U-limites projectives dans C sont représentables

si pour toute catégorie I U-petite et pour tout foncteur G : I —> C, la

limite projective de G est représentable,

Proposition 2.3, Soient C une catégorie et U un univers nom vide. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

i) Les U-limites projectives dans C sont représentables.

ii) Les produits, indexés par un petit ensemble sont représentables, et

les noyaux de couples de fléches sont représentables.

iii) Les produits, indexés par um petit ensemble sont représentables, et

les produits fibrés sont représentables,

Preuve. Il suffit de remarquer qu'il existe un isomorphisme fonctoriel en

6 limG=Rer { TT e6(i)— TT G(but(u))), le couple de fliches
= i€ob(1) uEF1(1)

&tant définl par les morphismes

pr
Tre(e) ——2utla) o o e ttu))

i€ob(1)

pr
TT G(i) ————EEEEEEL;) G (source (u)) —Ei&lb-G(but(u)) i

i€ob(1)
u
De plus, il est clai — =
P i air que Ker (X — Y) QYX s les deux morphismes

de X da i
ns XxY &tant idqu et 1dxxv_

2.3.1. 1l existe évidemment des définitions et assertions analogues pour

les limites inductives que nous n'expliciterons pas. De meme pour les limites

11
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projectives et inductives finies (i.e, relatives 2 une catégorie I finie),

Corcllaire 2.3.2. Désignons par U-Ens 1la catégorie des U-ensembles et par

U-Ab la catégorie des ocbjets groupes abéliens de U-Ens. Les U-limites pro-

jectives et inductives dans U-Ens et dans U-Ab sont représentables.

Proposition 2.3.3. Scient I une petite catégorie, F : I —> U-Ens un foncte:

GEob I un petit ensemble d'objetsde I tel que pour tout objet X de I il

et

existe un objet YE€G et un morphisme Y —> X (resp. X — ¥). Alors

lim F (resp. lim F) est représentable et on a card(lim F) = T7 card(F(Y))

1 I YEG
(resp. card(lim F) = T card(F(Y))).
I YEG
Preuve. On vérifie immédiatement que lim F' (resp. lim F') est isomorphe
——— —_
I
4 un sous-objet (resp. un quotient de TT F(Y) (resp. 1L F(Y)) ; d'on
YEG YEG
la proposition.
Définition 2.4.1. Scient C une catégorie ot les limites projectives

(resp. inductives) finies soient représentables et u : ¢ —> C' un fonc-

teur. On dit gue u est exact 4 gauche (resp. 2 droite) s'il "commute” aux

limites projectives (resp. inductives) finies. Un foncteur exact 3 gauche

€t & droite est appelé un foncteur exact,

2.4.2. 11 résulte de 2.3 que, pour qu'un fonecteur soit exact, il faut et
il suffit qu'il transforme 1'objet final (= produit vide) en 1l'objet final,
le produit de deux objets en le produit des deux objets images, et le
noyaux des couples de deux fl2ches en le novau des couples images ou encore
qu'il transforme 1'objet final en 1'objet final et les produits fibrés en

produits fibrés. (On suppose que dans C les lim finies sont représentables.
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2.5.0. Soient I,J et C trois catégories, G : I X J —> C un foncteur (i.e,

un foncteur de I & valeur dans la catégorie des foncteurs de J dans C).

Supposons que les limites projectives des foncteurs
G ¥ T ——C icob (1)
jF/— 64 x 1)
soient représentables, et que le foncteur :
P> 1lin Gi

admette une limite projective représentable. Il est clair qu'alors le

foncteur G admet une limite projective représentable et gqu'on a un ise-

morphisme canonique :

lim ¢ ————> lim lim G, ,
Txa3 T x =

et que par suite on a un isomorphisme canonique

—

lim lim G, — 1lim 1lim G.
= 2 T J

4

Nous dirons par la suite plus briévement que les limites projectives
commutent aux limites projectives. On voit de méme que les limites induc-
tives commutent aux limites inductives, Mais il n'est pas vrai en général

que les limites inductives commutent aux limites projectives.

Définition 2.5. Soient C une catégorie & produits fibrés représentables,

I une catégorie, G : I — C un foncteur, g : G — X un morphisme de G

dans un objet de C (i.e. un morphisme de G dans le foncteur constant

associé 3 X), m : Y —> X un morphisme de C,
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Soit G X,Y : I — C le foncteur

i pb— :HihXY

On dit que la limite inductive de G est universelle si pour tout objet X,

tout morphisme g : G —> X, tout morphisme m : Y —> X,

a) la limite inductive du foncteur G XY est représentable,

b) le morphisme canonique 1im(G XXY) — (Iiﬂ G) XXY est un isomorphisme.

Proposition 2.6. Soit U un univers. Les limites inductives dans U-Ens gqui

sont représentables (en particulier, les U-limites inductives (2.2.1) dans

U-Ens) sont universelles.

Nous utiliserons aussi un autre résultat de commutation entre

limites projectives et inductives que nous allons présenter maintenant,

Définition 2.7, Une catégorie I est pseudo-filtrante lorsqu'elle posséde

les propriétés suivantes ;

PS 1) Tout diagramme de la forme :

peut etre inséré dans un diagramme commutatif :

i/j\\‘)k
St

PS 2) Tout diagramme de la forme :

14
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peut etre inséré dans un diapramme :

u W
i ——% § ~———3R
A
tel que
Wt = W,V

Une catégorie I est dite filtrante si elle est pseudo-filtrante, non vide et

connexe, i.e. si deux objets quelconques de I peuvent 8tre reliés par une

suite de flaches (on n'impose aucune condition sur le sens des fléches) ;

cela signifie aussi, en présence de PS 2, que I # @ et gque pour deux objets a,b

de I, il existe toujours un objet ¢ de I et des fléches a c et b c. O

dit aussi gu'une catégorie I est cofiltrante si I° est filtrante.

Exemple 2.7.1. Si dans I les sommes amalgamées(resp. les sommes de deux
objets) et les conoysux de doubles fl2ches sont représentables, alors I

est pseudo-filtrante (resp. filtrante),

Proposition 2.8, Soit U un univers. Les U-limites inductives filtrantes

dans U-Ens commutent aux limites projectives finies.

On se ram?ne immédiatement a démontrer que les U-limites filctrantes
commutent aux produits fibrés., La démonstration est laissée au lecteur. On

pourra utiliser la description de la limite donnée par le

Lemme 2.8.1. Soient I une petite catégorie filtrante, i —> xi un foncteur

de T dans U-Ens. Sur 1'ensemble somme 11 X,, soit R la relation :
ifob I

(R) Deux éléments x, € X, et %5 € KJ sont reliés s'il existe un objet

k€ob I et deux morphismes u: i —> k et v : § — k tels que les images

dans Xk de Xy et de xj par les applications de transitionm u et v respec-

tivement soient égales,
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1) I est une relation d'équivalence.

2) Le guotient 1l  X_ /R est canoniquement isomorphe 2
i€ob 1

lim X_.
T °

3) Deux &lémentsx . €X. et x
———————=Ti i == Ty
X

£X, sont respectivement équivalents suivant R
J
4 deux éléments d'un méme -

k

4) Pour tout i€ob I, deux &léments & et B de Xi sont é&quivalents suivant

R si et seulement s'il existe un morphisme u : i —> j tel que ula) = u(8),
tel que

L'assertion 1) résulte de (PS 1) (2.7). Pour démontrer 2), on
vérifie que 11 inR posséde la propriété universelle de la limite
i€ob 1
inductive (on n'utilise que (PS 1)). L'assertion 3) résulte du fait que I

est connexe, L'assertion 4) résulte de (PS 2).

Corcllaire 2.9, Soit ¥ une esp2ce de structure algébrique "définie par

limites projectives finies". (Le lecteur est prié de donner un sens ma-

thématique & la phrase précédente. Notons seulement que les structures

de groupes, groupes abéliens, anneaux, modules ,etc... sont de telles

structures), Désignons par U-Y¥ la catégorie des y-objets de U-Ens. Le

foncteur qui & chaque objet de U-Y associe 1'ensemble sous-jacent, commute

aux U-limites filtrantes. Par suite les U-limites filtrantes dans U-vy com-

mutent aux limites projectives finies.

Corollaire 2.10. Les U-limites pseudo-filtrantes dans U-Ab commutent aux

limites projectives finies,

(On se ram2ne aux limites filtrantes en décomposant la catégorie

d'indices en composantes connexes),
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Notons maintenant un résultat que nous utiliserons constamment :

-
Soient C et C' deux U-catégories, u et v deux foncteurs C f::::; C', u ad-
u

joint & gauche de v. Rappelons que ceci wveut dire qu'il existe un isomor-

phisme entre les bifoncteurs 2 valeur dans U-Ens :

Homc,(u(X},K') —_— Homc(x,v(x')) :

Proposition 2,11, Le foncteur u commute aux limites inductives représen-

tables ; le foncteur v commute aux limites projectives représentables,

Cette assertion signifie que pour toute catégorie I et tout
foncteur G : I —> C' tel que la limite projective de G soit représen-
table, le foncteur v,G admet une limite projective représentable et que

l'on a un isomorphisme canonique :
v (Lim G} — lim (veG) ¥
— —
Le lecteur explicitera de lui-méme 1'assertion coucernant le foncteur u.

Signalons enfin un calcul de limites projectives dans le cas ol

la catégorie d'indices admet des produits,

Proposition 2,12, Soient I et C deux catégories, V un univers. On suppose

que les V-limites projectives dans C sont représentables et qu'il existe

,0 A est un élément de V telle que

d i "ob ]
ans I une fsmille d'objets (ia}uEA

soient représentables pour tout couple (a,B)€AxA,

1) les produits i, X1

B

2) tout objet de 1 s'envoie dans un au moins des i&.

Alors pour tout contra foncteur F de I dans C

F: I —— 0,

la limite projective de F existe et il existe un isomorphisme fonctoriel

en F
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les deun fléches étant définies par les projectiens des produits L. ® ok

48]

sur les facteurs,

3. Propriétés d'exactitude de la catégorie des préfaisceaux

Soient C une U-catégorie, C~ la catégorie des préfaisceaux sur C,

Les propriéctés d'exactitude de C~ se déduisent toutes de la proposition

suivante :

Proposition 3.1, Les U-limites projectives et inductives dans C~ sont

représentables. Pour tout objet X de C, le foncteur sur C~ :

F — F(X) F € ¢~

Commute aux limites inductives et projectives,

En d'autres termes, "les limites inductives et projectives dans

C” se calculent argument par argument". Citons quelques corollaires.
2

Corollaire 3.2, Soit ¥ une structure algébrique définie par limites pro-

jectives finies. La catégorie des foncteurs contravariants 3 valeurs dans

U-Y est équivalente & la catégorie des y-objets de C-,

Corollaire 3.3, Un morphisme de C~ qui est 2 la fois un monomorphisme et

un épimorphisme est un isomorphisme. Un morphisme de C~ se factorise de

manidre unique en un épimorphisme suivi d'un monomorphisme. Les limites

inductives dans C~ qui sont représentables, sont universelles. Les U-limites

inductives filtrantes dans C* commutent aux limites projectives finies., Le

foncteur canonique C —> €~ commute aux limites projectives représentables.
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Plus généralement on peut dire que la catégorie C~ hérite de
toutes les propriétés de la catégorie des U-ensembles faisant intervenir

des limites inductives et projectives.

3.4.0. Scoit F un objet de C°, On désigne par C/F la catégorie suivante
Les objets de C/F sont les couples formés d'un objet X de C et d'un mor-
phisme u de X dans F. Soient (X,u) et (Y,v) deux objets. Un morphisme de
(X,u) dans (¥,v) est un morphisme g de X dans Y tel que le diagramme

ci-aprés soit commutatif :

Proposition 3,4, Avec les notations de (3.4.0), le foncteur source

C/F —> C* admet une limite inductive représentable dans C~, Le morphisme

canonique :

lim source (.) —=> F
C/F

est un isomorphisme.

Corollaire 3.5, Scient F et H deux objets de C~, Il existe un isomoxrphisme

canonique :

Hom (F,H) ——= 1lim H(X) 3
A
(X,u)€ob (C/F)

Preuve. Le corollaire se déduit immédiatement de 3.4 et de 1.2,
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Proposition 3.6. Soient C une U-catégorie, V un univers contenant U et

: CE e C% le foncteur d'injection naturel des catégories de préfais-

ceaux correspondantes (1.3), Le foncteur i commute aux limites inductives

et projectives. De plus, pour tout objet F de Cﬁ, tout sous-objet de i(F)

est isomorphe & 1'image par i d'un unique sous-objet de F (de sorte qu'on

obtient ume bijection de 1'ensemble des sous-objets de F avec 1'ensemble

des sous-objets de i(F)).

4, Cribles
 —  — —

Définition 4.1, Soit C une catégorie. On appelle crible de la catégorie C

uné sous-catégorie pleine D de C possédant la propriété suivante : tout

objet de C tel qu'il existe un morphisme de cet objet dans un cbjet de D

est dans D. Soit X un objet de C ; on appelle (par abus de langage) cribles

de X les cribles de la catégorie C/X.

Seit U un univers tel que C soit une U-catégorie. Soit €~ la caté-
gorie de préfaisceaux correspondante., A routr crible de X on associe un
sous-objet de X dans €~ de la mani2re suivante : A tout objet Y de C, on
fait correspondre 1l'ensemble des morphismesf : ¥ —> X rels que 1'ocbjet

{Y,f) appartienne au erible,

Proposition 4,2, L'application définie ci-dessus, €tablit une bijection

entre 1'ensemble des cribles de X et l'ensemble des sous-objets de X dans  §c

»
Preuve., Montrons seulement gu'elle est 1'application inverse. A tout sous-
foncteur R de X on associe la catégorie C/R des objets de C au-dessus de R

(3.4). On vérifie immédiatement que C/R est un crible de X
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Remarque 4.2,1. On voit de méme que les cribles de C sont en correspon-
dance biunivoque canonique avec l'ensemble des sous-foncteurs du "foncteur

final" sur C (objet "final" de C~).

4.3. Soit C une U-catégorie, Par abus de langage nous appellerons aussi
cribles de X, les sous-objets de X dans la catégorie C". Cet abus de lan-
gage nous permet pour tout préfaisceau F et teut crible R de X de définir
Homc-(R,F) comme étant 1l'ensemble des morphismes du foncteur R dans F. On
a d'ailleurs un isomorphisme canonique fonctoriel en F (3.5) :

Homc_{R,F} —— 1lim F(.) )
T/R

ce qui permet d'en donner une définition directe. De méme,la proposition
4.2 nous permet de transposer aux cribles les opérations usuelles sur les

foncreurs, Citons :

4.3.1. Changement de base. Soit R un crible de X et f : ¥ — X un morphisme

d'objets de C. Le produit fibré R XxY est un crible de Y qu'on appelle

crible déduit de R par changement de base. La sous-catégorie correspondante

de C/Y est 1'image inverse de la sous-catégorie de C/X définie par R par

le foncteur canonique C/Y —> C/X défini par £.

4.3.2. Relation d'ordre, intersection, réunion. La relation d'inclusion

sur les sous-foncteurs de X est une relation d'ordre. On peut définir la
réunion et l'intersection d'une famille de cribles indexés par un ensem-
ble quelconque comme étant la borne supérieure et la borne inférieure de

la famille de sous-préfaisceaux correspondante,

37




- 22 - I

4.3.3. Image, crible engendré. Soient (Fg}aca une famille de préfaisceaux

et pour chaque @ € A, un morphisme fa : F& —> X ol X est un objetr de C.
On appelle image de cette famille de morphismes la réunion des images

des fg . L'image de cette famille est donc un crible de X. En particulier
si tous les F, sont des objets de C, le crible image sera appelé le crible
engendré par les morphismes fa . La catégorie C/R est la sous-catégorie
pleine de C/X formée des objets X' —> X au-dessus de X tels qu'il existe
un X-morphisme de X' dans un des Fo -

Le lecteur pourra, & titre d'exercice, traduire en termes des
catégories C/R les relations et opérations définies ici sur les sous-foncteurs,
Il constatera alors que ces relations et opérations ne dépendent pas de
l'univers U tel que € soit une U-catégorie, et qu'elles sont par suite
définies pour toute catégorie, sans que 1l'on soit obligé de préciser l'uni-
vers auquel les ensembles de morphismes appartienment ; ce qu'on pouvait

d'ailleurs prévoir a priori grace a 3.6,

5. Fonctorialité des catégories de préfaisceaux

5.0. Soient C, C', D trois catégories et u : C —> €' un foncteur. On

désignera par u* le foncteur :

u®* : Hom (C'®,D) —> Hom(C®,D) , G = Geou

»
obtenu en composant avec le foncteur u, Le foncteur u® commute aux limites

inductives et projectives,.
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oposition 5.1. Supposons que C soit petite, et que, dans D, les U-limites

FPropositioo

inductives (resp. projectives) soient représentables. Le foncteur u® admet
e ——

un adjoint 2 gauche u, (resp. 2 droite ug). On a donc un isomorphisme

HomHom(C°,D)(F’u*G ) = Homﬂom(ﬁ",ﬂ)(ufF’G )

+* 2.5
{resp. Homﬁom(c°,D)(u G,F) HomHomIC”,D)(G'u*F} B
Preuve. Nous n'indiquerons que la démonstration de l'existence du foncteur
adjoint 2 gauche, La partie resp, de la proposition s'en déduira alors

formellement grace aux isomorphismes :

—

Hom (C*,D) ——> Hom (C,D°)® —— Hom <{(C®°)°,D%)* .

Soit Y un objet de C', Désignons par IZ la catégorie suivante :

Les objets de IE sont les couples (X,m) olt X est un objet de C et m un

morphisme ¥ — u(X). Scient (X,m) et (X',m') deux objets de II . Un

morphisme de (X,m) dans (X',m') est un morphisme £ : X — X' tel que
m'=u(E)m . La composition des morphismes se définit de la mani2re &vidente,

Soit £ : Y — ¥Y' un morphisme de C'. Le morphisme f définit par

i £ Y !
composition un foncteur Iu : I[‘_l —_— 1u

On a de plus ua foncteur pr, : IE —> C qui, 2 l'objet (¥X,m) associe

g

l'objet X. Notons qu'alors le diagramme :

L]

'[Y——}-

f )4
_
u I'IJ- IU
=
™) pr\ /,Y_
C

est commutatif.

[
i)
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Soit maintenant F un préfaisceau sur C et posons :

(5.1:19 u:F(Y) = lim F er(.)

IY

u
La commutativité du diagramme (*) et la fonctorialité de la limite induc-
tive font de u,F un préfaisceau sur C'. Montrons que le foncteur u, est
un adjoint & gauche du foncteur u®, Pour cela montrons que pour tout pré-
faisceau G sur C', il existe un isomorphisme fonctoriel
Hom(u,F,6) ——— Hom(F,u®G). Soit £ & Hom(u ,F,G). Pour tout objet X de C,

on a donc un morphisme :

Ex ! u, (u(X)) — glul(X)) 2

Mais (u(x),idu(x)) est un objet de IE(X), et par définition de la limite

inductive, on a un morphisme canonique :

F(X) — u,Flu(x)).

On en déduit pour tout objet ¥ de C un morphisme :

ﬂx ;o F(X) —— g{ulx))

qui est visiblement fonctoriel en X, D'od un morphisme
mn 1 F — u¥g .

Réciproquement, scoit 1 € Hom(F,u®G). On en déduir, pour tout

objet Y de C, un morphisme de foncrteur :

-

d'ol, en composant avec le morphisme évident du foncteur (u*G)pr,, dans le

Y

Fpr, — {u*C)er i

Y

foncteur constant G(Y), un morphisme ;

EY i u,F(¥Y) —= G(Y)

qui est fonctoriel en Y . D'oll un morphisme :
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E: uF—>cC ;

Le lecteur vérifiera que les deux applications ainsi définies

sont inverses l'une de 1'autre, et achévera ainsi la démonstration.

Proposition 5.2. Supposons que dans D, les U-limites inductives soient

représentables, les limites projectives finies soient représentables et

que les U-limites inductives filtrantes commutent aux limites projectives

finies. Supposons de plus que dans C les limites projectives finies soient

représentables et que le foncteur u soit exact & gauche (2,3,2). aAlors les

limirtes projectives finies sont représentables dans Hom(C®,D) et dans

Hom(C'®,D), et le foncteur u, est exact 3 gauche.

Preuve. La premiére assertion est triviale. Démontrons la seconde. D'aprés

la démonstration de 5,1, pour tout préfaisceau F sur C et tout objet Y de

C' on a
u:F(Y} ——= lim Fer .
Y
I
u

I1 suffit donc de montrer que la catégorie (IE)° vérifie les
axiomes (PS 1) et (PS 2) (2,7) et que cette catégorie est connexe. La véri=-

fication est laissée au lecteur.

5.3. En particularisant ces résultats au cas od D est la catégorie des

U-ensembles, on obtient une suite de trois foncteurs :

qui est une "suite de foncteurs adjoints" dans le sens que pour deux fonc-

teurs consécutifs de la suite celui de droite est adjoint A droite de 1'autre.
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Leurs propriétés essentielles sont résumées dans la :

Proposition 5.4. Soient C une petite catégorie, C' une U-catégorie, et

u : C—> C' un foncteur.

1) Le foncteur u¥ ; C' =~ —>C~ commute aux limites inductives et projectives

2) Le foncteur u, : C° —> C'" commute aux limites projectives. Pour tout

préfaisceau F sur C et tout objet ¥ de C', on a :
u, F(Y) = Hom . (u*(Y),F)

3) Le foncteur u, : C° —> C'~ commute aux limites inductives. Le fencteur

u, n'est défini qu'd isomorphisme prids, mais on peut toujours le choisir

tel gque le diagramme

g —2 = g

h h'

u,

CF s O F®

(h et h' sont les foncteurs d'inclusion canonique) soit commutarif,

Pour tout préfaisceau F sur C, on a :

u,F —=—> Jim h'u P
’ c?g’

4) Si les limites projectives finies sont représentables dans C et si u

est exact 3 gauche (2,3,2), le foncteur u, est exact a gauche .

Preuve. L'assertion (1) est triviale. L'assertion (2) se déduit du faitbt
que u, est un foncteur adjoint 2 droite par (2.11) et (1.4). Il en est
de méme pour 1'assertion (3) mais on applique en plus (3.4)., Enfin 1'asser-

tion (4) n'est autre que 5.2 qu'on peut appliquer grace 2 (2.7).
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v
Proposition 35 5. Scient C et C' deux petites catégories et C &—— > C' un
FropoSL L2h - - e —

u
couple de foncteurs, od v est adjoint & gauche de u. Il existe alors des

jsomorphismes, compatibles avec les isomorphismes d'adjonction

i —T——a g
—_—
vy u#®
Preuve., 11 suffit d'exhiber un isomorphisme v —— yu, ;

; 1'autre isomor-
phisme s'en déduira par adjonction. Soient F un préfaisceau sur C et Y un

objet de C'. On a alors :

v*F(Y) ——— Hom(v(Y),F)

Puis en utilisant (3.4)

Hom(v(Y) ,F) ——— 1lim Hom{wv(Y),.)

c/F
Mais v est adjoint 3 gauche de u et par suite

1im} Hom(w(Y),.) —> 1lim Hom(Y,u(

)
c/F C/F
Utilisant alors 5.4 3), il wvient :
lim Hom(Y,u( . )) = Hom(Y,u,F) = u,F(Y)
c/F . :

On a donc déterminé, pour tout objet Y de C', un isomorphisme

vHF(Y) — u ,F(Y) qui est visiblement fonctoriel en Y et en F, cqfd.

Corollaire 5,5.1., Soit u :

C — C'" un foncteur qui admet un adjoint a

gauche., Le foncteur u, : C° —> (€'~ commute aux limites projectives

(rappe-
lons qu'il

commute aux limites inductives par (1,4, 3)).
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Remarque 5.5.2. On trouve ainsi une "suite de quatre foncteurs adjoints "

fcE. 5.3) :
1 #*

dont les trois premiers (resp. derniers) commutent donc aux lim (resp. lim).
—— €«

Proposition 5.6. Les hypothé&ses sont celles de 5.4. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

i) Le foncteur u est pleinement fid2le,

ii) Le foncteur u, est pleinement fidéle.

iii) Le morphisme d'adjonction idC“ — u¥u, est un isomorphisme.

iv) Le foncteur u, est pleinement fidele,

v) Le morphisme d'adjonction u*u, —> idcﬁ est un isomorphisme.

Preuve., Il est clair que ii) <= iii) et iv <> v) (propriétés générales
des foncteurs adjoints) et que ii) = i) (5.4 3)). Montrons que i) == iii).
Les foncteurs idcﬂ, u®* et u, commutent aux limites inductives, D'apriés (3.4).
il suffic donc de démontrer que H —3> u*u,H est un isomorphisme lorsque H
est représentable ce qui est évident. Montrons que iii) est équivalent & w).
Pour tout objet H (resp. K) de C~ désignons par &(H) : H —> u*u,H (resp.

3,

par ¥(K) : u*u, —> K) le morphisme d'adjonction, On a alors un diagramme

commutatif :

Hom(H,¥ (K))

Hom . (H, u™u, K)
2

Homc_(u:H,u*K)
2] Hom(3(H),K)

Homc,(H,K}
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par suite 2(H) est un isomorphisme pour tout H si et seulement si ¥(K)

est un isomorphisme pour tout K, cqfd,

Remarque 5.7. a) Les équivalences ii) <= iji) <—>jv) <e==p> y) sont

des résultats généraux sur les foncteurs adjoints,

b) La forme explicite de u, resp. u, donnée dans la démons-
tration de 1.4 montre aussitdt que, sous les hypothéses générales de 1.1,
si u est pleinement fid2le, alors le morphisme d'adjonction id —= u¥*u,

*

(resp. u*u, —> id) est un isomorphisme, i.e. que u, (resp. u,) est

pleinement fidale,

5.8.0. Scient Y une espéce de structure algébrique définie par limites
projectivesfinies U-vy-Ens la catégorie des Y-objets de U-Ens,

esj : U-y¥-Ens —> U-Ens le foncteur ensemble sous-jacent (pour simplifier
nous supposons que 1'esp2ce de structure envisagée a un seul ensemble

de base). Soit C une catégorie. La composition avec esj fournit un foncteur

noté
esj~ Hom(Cg,H—Y—Ens} — C".

Comme dans C”, les limites projectives se calculent argument par argument,
le foncteur esj” se factorise en une équivalence,

(5.8.1) Hom(C®,U-Y-Ens) ——> ¢y ;
ou C; est la catégorie des Y-objets de C~, et un foncteur encore noté

esj” C; "

et appelé le foncteur "préfaisceau d'ensembles sous-jacent".
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5.8.2. Supposons que le foncteur esj : U-yY-Ens — U-Ens admette un adjoint
a4 gauche Lib : U-Ems —> U-v-Ens (¥) (on peut montrer en fait que cette
condition est toujours satisfaite). La composition avec Lib fournit un
foncteur

Lib~ : € ——> Hom(C®,U-Y-Ens)
et en composant avec 1'équivalence (5.8.1), un foncteur encore noté

Lib” : E° ————~ C;;
et appelé le foncteur "préfaisceau de Y-objets libres engendré". Le fonc-

teur Lib™ est adjoint 2 gauche au foncteur esj~.

Proposition 5,8.3. Soient ¥ une esp2ce de structure algdbrique définie par

limites projectives finies telle que dans la catégorie des Y-objets de

U-Ens, les U-limites inductives soient représentables (**), C une catégorie

appartenant 3 U, C' une U-catégorie, u : € —> C' un foncteur. Désignons
appartenant a U, une LU-categorie,

par C; (resp. C';} la catégorie des Y-olbjets de C~ (resp, C'") et par

u*y le foncteur sur les Y-objets déduit du foncteur u¥, Il résulte de 5.1

et de 1'équivalence 5.8.1 gqu'il existe un foncteur adjoint 2 gauche (resp.

a droite) au foncteur u¥' . Ce foncteur est noté u, (resp. uy, ).
Y Yy

1) Le foncteur U*Y commute auxX limites inductives et projectives, Le diagramr

st

C'; - C:r
(*) esj"' esj”
cr= U* > c°

(*) Le foncteur Lib est le foncteur "v-objets libre engendré&". Exemple
groupe libre, groupe commutatif libre, A-module libre, etec... .

(**) On peut montrer que cette condition est toujours satisfairte,
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" et esj” désignent les foncteurs "ensemble sous-jacent'),

yviest commutatif (esj'” et
——

2) Le foncteur ug,, commute aux limites projectives, Le diagramme

u

oy
- [
CY y

(%) esj” esj'”

U
ce —> '

est commutatif & isomeorphisme prés.

3) Le foncteur Uiy commute aux limites inductives. Supposons que esj” (resp.

esj'~) admette un adjoint & gauche Lib~ (resp. Lib'") (5.8.2). Le diagramme

u,
c~ . e c'~
(L) Lib~ Lib"
u,
=Y -
c c’
Y Y

est commutatif 3 isomorphisme pris,

Supposons que u, commute aux limites projectives finies (5.4 &)

et 5.6). Alors le diagramme

L]
- i -
cg cs
() esji” esj'"
u, v
c” - c'=

est commutstif & isomorphisme prés, et u

ry commute aux limites projectives

finies.

Preuve. L'assertion (1) est évidente. L'assertion (2) aussi car Uy est un
adjoint a droite et par suite (2.11) commute aux limites projectives et,
én particulier, aux limites projectives finies ; d'odi la commutativité du

diagramme (¥¥), La commutativité du diagramme (¥*¥) se déduit de 1'unicirté,
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4 isomorphisme prés du foncteur adjoint & gauche, et enfin la commutacivité
du diagramme (**¥¥) ge déduit immédiatement du fait qQue u, commute aux

limites projectives finies.

Notation 5.9. Par abus de notation, les foncteurs u®’ et u, , Seront souvent
notés u® et u,,ce qui ne risque pas d'apporter des confusions en vertu de
la commutativité des diagrammes (%) et (*¥), En revanche, lorsgue u, ne
commute pas aux limites projectives finies, le diagramme (¥**) plest pas
commutatif 3 isomorphisme prés, et les notations u, et u, devront &tre

employées pour éviter des confusions.

5.10. Soit C une petite catégorie. Pour tout objet X de C~, on désigne par
C/X la catégorie des fléches de but X et de source un objet de C. Le foncteur
source définit un foncteur ig ¢ C/X —> C. Soitm : Y —> X un morphisme de (*
La composition des morphismes définit un foncteur jm + CfY —> CIX. Le

diagramme :

c/Y

c/x

ly

[

X
Cc
est commutatif. Il résulte de 5.1 que pour tout objet F de (C/X)"~ et tout

objer ¥ de €, on a

(5.10.1) ECEY = | Flu) .

uEHomc-(Y,K}

Ixs

La formule (5.10.1) permet de définir igr lorsque C est une U-catégorie,et

on vérifie que le foncteur jx, ainsi défini est toujours adjoint & droite
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au foncteur j; : Cc~ —= (Cc/X)~ (5.0).

Proposition 5.11. Soit C une U-catégorie, X un préfaisceau sur C,

1) Le foncteur

jz, 1 ({C/X)” — = ¢~

se factorise par la catégorie C~/X :

e
(c/x)~ R C /X ——— ™ .

Le foncteur e, est une €quivalence de catépories.

2) Le foncteur exaj§ : €° — C°/X est canoniquement isomorphe

T
au foncteur H —= (Hx¥ _._F_’...?._b.x}_

Preuve. 1) Soit f 1'objet final de (C/X)". On a un isomorphisme canonique

f = lim Y et par suite j_,(f) = lim i (¥) (5.4). or j.,(f) = X ;
YsobC/X e YeobC/X 5 *

d'od la factorisation. Pour montrer que ey est une équivalence nous nous
contenterons d'exhiber un foncteur qQuasi-inverse : A tout objet H — X

de C"/X on associe le préfaisceau sur C/X :

R
(y X)) — HomCAfX

2) Le foncteur exoj* est adjoint a droite au foncteur d'oubli

Yy —=x), (H — X)) i

X

et par suite le foncteur exoj* est canoniquement isomorphe au foncteur o |

PE, i
H+— (B ——=—> x). b
5.12. Soit m : Y —> X un morphisme de C~, D'aprés (5.11), le morphisme m
&St canoniquement isomorphe 2 1'image par ey d'un objet de (C/X)~ que nous
noterons [m], Le foncteur ex définit, par restriction aux sous-catégories,
une équiwvalence

e
(c/X)/[m] —B—s c/y

[}
!
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Le diagramme

e
(c/x)/[m] ———= c/y

Iim] \ mﬁm

est commutatif 2 isomorphisme canonique pras,

5.13. Signalons un résultat qui nous sera utile dans Exp. VI. Soit u : € — O

un foncteur entre petitescatégories, Pour tout objet H de C~ désignons par

u/H : C/H —> C'/u,H le foncteur qui associe 2 tout morphisme m : X —> H
“u,m
le morphisme u,X ———> u,H (on sait (5.4) qu'on peut toujours poser

u,X = uX). Le diagramme ci-apr2s est commutatif :

u/H
C/H c'/u,H

(5.13,1) Iy ju.a

c > gt

On a donc un diagramme commutatif 2 isomorphisme pras :

(uIH). &
(c/a)- - (C'/u'H)
(5.13.2)
(ig?, gk
u,
ok - — (el s

et comme (u/H), transforme l'objet final de (C/H)"~ en 1'objet final de

(C'"/u,H)*, le diagramme
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(u/H),
(c/H)" - > (c'fu_,n)“
(5.13.3) eu ®u,H
u,/H W

C"J’H > C'",‘rulﬁ

est commutatif 2 isomorphisme prés (6.1).

Proposition 5.14, Soit u : € —> C' un foncteur entre petites catégories,

On suppose que u poss2de la propriété suivante :

(PPF) Pour tout objet X de C le foncteur u/X : C/X —= C'/uX est pleine-

ment fidéle.
Alors :
1) Scit f l'objet finmal de C~. Le foncteur u se factorise en

ju,f
> C'/u,f ———> ('

u/f

G =ClE

Le foncteur u/f est pleinement fidale,

2) Le fomcteur u, : C~ —= ('~ se factorise en

' (u/£), n
c-=(c/f)" . > (C'fu,f)~ —=— C!*fu £ —> C'"

oii_le foncteur (u/f), est pleinement fidéle, le foncteur e, une équiva-

Tf

lence, et le foncteur C'"/u,f —> C'~ le foncteur d'oubli,

3) En particulier le foncteur u, est fid2le et par suite le morphisme

" &
d'adjonction id — u™u, est un monomorphisme., De plus, pour tout mor-

phisme @ : H —> K de C~, le diagramme :

1< 2 (H) > u¥*u H
e
a l | u.u”(x)
]
z v
K C (k) > uty K
£st cartésien.
I
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Preuve. 1) La factorisation provient du diagramme (5.13.1), Le foncteur u
est fidele. Donc u/f est fidele., Montrons qu'il est pleinement fidale.
Soient X et Y deux objets de C, can, : uX — u,f (resp. can, : u¥Y = u,f)

les morphismes canoniques et

u¥ — Y

canx - canY

u'f
un merphisme de C'fu,f . On a u,f = 1i uZ et par suite (3.1) :
E 3 ZeobC
Homc,,(ux,u,f) = 1lim Homc,(ux.uz) i
E ZEobC

Par définition de la limite inductive, dire que cany, m = cany équivaut 3
dire qu'il existe
a) une suite finie d'ocbjets de C, X, , iefo,n], X, =% X =Y,

b) pour tout i, un morphisme m, : uX —> uX, (m = idx m_ = m),
i o i

g 8

c) pour tout couple (i,i+l) un morphi sme fi : Ki — xi+1 ou bien
: e —-

fi xi+1 hi il

tels que les diagrammes

uXx uX
:3//’/// \\\Eizi o Dize T}///"\\\\\:?+1
ulf, ) u(fi)
ux . = > uX, ul, <— e ;
i i+l i i+l

soient commutatifs,
On démontre alors immédiatement, par récurrence sur i et en
utilisant la propriété (PPF), que m, est de la forme u(pi). En particulier

m = u(p) et par suite u/f est pleinement fidele,
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2) La factorisation est immédiate, Le foncteur (u!’f}.| est pleinement fidele
en vertu de 5.6, Les autres assertions résultent de 5.11.

3) Le foncteur u, est composé du foncteur d'oubli qui est fid2le, et de
foncteurs pleinement fide2les. 11 est par suite fidele. Il en résulte, d'aprés
les propriétés générales des foncteurs adjoints, que le morphisme d'adjonc-
tion id —> u¥u, est un monomorphisme. D'aprés 2) le foncteur u, apparait
comme le composé d'un foncteur pleinement fid2le v : C~ —= C'~/u,f et du
foncteur d'oubli. Le foncteur u®, adjoint 2 droite de u, , est donc le com-
posé du foncteur "produit par u,f", adjoint 2 droite du foncteur d'oubli,

et d'un foncteur w adjoint & droite de v. De plus, v é&tant pleinement fidéle,
le morphisme d'adjonction id —> wv est un isomorphisme. La dernidre asser-

tion en résulte aisément,

wh
4
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6. Foncreurs fidéles et foncteurs conservatifs

Définition 6.1. Soient E une catégorie, (;k T E—= F.). une famille
de foncteurs
@, ¢ E—>F, .

On dit que la famille de foncteurs {cil est fidéle si pour tout couple

d'objets X,Y, de E, et tout couple de flaches u,v: X —— Y, la relation

ci(u}=¢iiv} pour tout i € I implique u=v (en d'autres termes, si 1'appli=-

-

cation Hom(X,¥) — [I Hom(ﬁiix),:&(Y)) définie par (qi) est _injective),
pl— i

On dit que la famille de foncteurs (mi} est conservative si toute fléche

u de E, telle gue @i{u) soit un isomorphisme pour tout i £ I, est un

isomorphisme. On dit que (mi} est conservative pour les monomorphismes

(resp. pour les épimorphismes, resp. ,...) si la condition précédente

est vérifide chaque fois que u est un monomorphisme fresp. un épimor-
phisme, resp. ....J).

6.1.1. 5i on introduit le foncteur unique

o E—=F= T P
ier *

défini par la famille de Ffoncteurs (mij, il est clair que celle-ci est
fidéle (resp. conservative, resp. conservative pour les monomorphismes,
resp. ...) si et seulement si le foncteur « est fidele (resp. conservatif

resp. ...) (par quei on entend que la famille réduite au seul objet o
est fidéle, resp. conservative, resp. ...). On pourrait donec sans incon-
vénient majeur nous bormer par la suite au cas d'une famille réduite 2 un

seul foncteur, Pour la commodité des futures références, nous donnerons

néanmoins les énoncés suivants pour les familles,
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Les notions de 6.1 sont surtout utiles lorsque les w; satis-

font & des propriétés d'exactitude convenables, et dans ce cas ont une

tendance 2 cofncider :

Proposition 6.2. Les notations sont celles de 5.1.

(i) 5i les noyaux de doubles fl2ches, ou les conoyaux

de doubles fléches, sont représentables dans E, et si les ©0; ¥ commutent,

alors on a l'implication

(r_"i) conservative —> {:;.i) fidale :
(ii) Supposons que les produits fibrés (resp. les sommes

ms!gamées) soient représentables dans E, et que les 0 y commutent,

Supposons (w_i) fidele ou conservative ; alors pour toute fl&che u de F

u est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seulement si pour

tout 1 € I, il en est ainsi pour ;_-;.i(u).

(iii) Supposons que dans E les produits fibrés et les sommes

amalgeanicos sont représentables et que les c;i ¥ commutent, et que toute

fléche dans E qui est un bimorphisme (i.e. un monomorphisme et un

gpimorphisme) soit un isomorphisme, Alors on a 1'implication

(rr_)i) fidale =—> (cgi) conservative )
Civ) Supposons que dans E les produits fibrés (resp. les

Bommes amalpamées) soient représentables, et que les ©; y commutent.,

Alors, si (rpi) est comservative pour les monomorphismes (resp. pour

les épimorphismes) slors ($i) st mBme conservzative,

(vl Soit D un type de diagramme, F: d —=> F(d) un diagramme

de type D dans E, X un objet de E et u=(ud}dED une famille de flaches
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X —> F(d) (resp. F(d) — X)

Supposons que (miJ soit conservative, que les limites projectives

(resp. inductives) de type D soient représentables dans E, et que les

®. ¥y commutent. Alors, pour que u fasse de X une limite projective
A

(resp. inductive) de F dans E, il faut et il suffit que pour tout i € I,

=

ci(u) fasse de g&(x) une limite projective (resp. inductive) de mi(D)

dans El "

Démonstration., (i) Pour 1'énoncé non respé, il suffit, pour une

double fl2che donnée u,v: X ==Y, d'exprimer 1'égalité u=v par la
condition que 1'inclusion Ker(u,v) —> X est un isomorphisme, Ici et

par lz suite, on se dispense de répéter 1'argument dual pour 1'énoncé dual,

(ii) Si (¢E) est fidéle, on exprime la condition que u:X —= ¥
soit un monomorphisme par 1'égalité pr;=pr, pour le produit fibré XXYX .

Si (@i} est conservatif, on 1'exprime par la condition gque le morphisme
diagonal &:X —=> XXX soit un isomorphisme.

(iv) Comme dans ce dernier argument, le morphisme & est un
monomorphisme, on voit qu'il suffisait en fait de supposer (Qi) conser=
vative pour les monomorphismes. Mais ceei implique alors que (gi) est
conservative tout court, En effet, si u € f1 E est telle que les wi(u)
soient des isomorphismes, on en conclut que ce sont des monomorphismes
d'aprés ce qui précide, donc des isomorphismes d'aprés 1l'hypoth2se sur (¢3J.

(iii) Est une conséquence triviale de (ii).

(v) Est une conséquence triviale des définitions.

Notons la consfquence suivante de (i) (ii) (iv) :
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Coreollaire 6.3. Supposons que dans E les produits fibrés et les sommes
-—-—-—_-_-

smalcamées soient représentables et que les ¢; ¥ commutent, et que les

noyaux de double fléches ou les concyaux de double flaches soient repré-

sentables et que les Q; ¥ commutent, (Il suffit par exemple que les limites

projectives finies et les limites inductives finies soient représentables

dans E, et que les @y soient des foncteurs exacts,) Alors les conditions

suivantes sont €quivalentes :

a) (¢i) est fidale.

b) (miJ est conservative.

c) (c&) est conservative pour les monomorphismes.

c') (mi} est conservative pour les épimornhismes.

| Signalons aussi pour mémoire :

=

f Proposition 6.4. Scient ¢ : E —> F un foncteur admettant un adjoint a

droite ¥ (donc Hom(ep(X),¥) == Hom(X,¥(Y))). Pour que ¢ (resp. ¥) soit

fidele, il faut et il suffit que pour tout &lément X de E (resp. tout

| €lément Y de F), le morphisme d¢'adjonction X —> ¥ o(X) soit un mono-

morphisme . Pour que ¢ (resp. ¥) soit pleinement fiddle, il faut et il

suffit que le morphisme d'adjonction précédent soit un isomorphisme.

En effet, si X', X sont deux objets de E, l'application

{*) Hom(X',X) —= Hom(en(X'), (X))

s'identifie 2 1'application déduite de

(%) X —> § o (X)

par application du foncteur Hom(X',-). Donc pour que (#) soit un monomor—
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phisme (resp. un isomorphisme) pour tout X', X &tant fixs, il faut et
il suffit que le morphisme d'adjonction (¥##*) soit un monomorphisme

(resp. un isomorphisme).

Propesition 6.5. Soit p: E' —> E un foncteur., Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) p est fidéle, conservatif et fibrant (5CA 1 VI 6.1).

(idi) p est un foncteur fibrant a fibres des catégories discrates,

£ G . : y
(iii) Pour tout X' € ob E', le foncteur Elgr —> E/p(X} induit

par p est une équivalence de catrégories, surjective sur les objets.

(iwv) (Lorsque E est une U-catégorie), Il existe un &lément

F € ob & et une €quivalence de catégories sur E (SGA 1 VI 4.3)

' = _ 3 %
E' = E . (ot E,p @St la sous-catégorie pleine de E,p formée des

fléches X —> F dont la source est dans E).

6.5.1. Rappelons qu'une catégorie C dite est discréte si c'est un groupofde
(i.e, toute fldche y est inversible) et si elle est rigide (i,e. le groupe
des automorphismes de tout objet est ré&duit au groupe unité) ; il revient
au m2me de dire que la catégorie est équivalente 2 la catégorie C' définie
par un ensemble I (avec ob C' = I, et comme seules flaches les flaches
identiques). Quand on suppose déji que C est un groupofde, alors dire

que C est discrite revient a4 dire que pour deux objets X,Y de €, il

existe au plus une fléche de X dans ¥, i.e. que C est isomorphe i 1la

catégorie définie par un ensemble préordonné.
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L'équivalence des conditions (i) et (ii) de 6.5 est une consé-

quence immédiate des rappels précédents et du

Lemme 6.5.2. Soit p: E' —> E un foncteur fibrant. Alors :

(i) Pour que p soit conservatif, il faut et il suffit que

ses catégories fibres soient des groupoIdes.

(ii) Pour que p soit fidzle, il faut et il suffit que ses

catégories fibres soient des catépories ordonnées,

Démonstration de 6.5.2. (i) Supposons p conservatif, Pour toute flache

u d'une fibre Ei , plu) = idx est un isomorphisme, donc u est un isomor-
phisme dans E', donc aussi dans Ei {(car un inverse de u dans E' sera
Svidemment un inverse dans Ei). Donec Eﬁ est un groupoTde. Inversement,
supposons les Ei des groupoTdes, et soit u' une fléche de E' telle que
p(u') soit un isomorphisme, prouvons que u est un isomorphisme., Pour
ceci on note que, p étant fibrant, on peut factoriser u': X' —> Y!
-en un composé X' —2> u¥(¥') —> Y', ol la premire flache est un
X-morphisme (NB X=p(X'), u=p(u')) et la deuxi2me est un morphisme
cartésien au-dessus de u, La premi2re flache est un isomorphisme puisque
E£ est un groupoTfde, et la deuxi2me l'est, car un morphisme cartésien
d'une catégorie fibrée est évidemment un isomorphisme d&s que sa pro-
jection l'est,

(ii) Supposons p fid2le, et soient X', ¥Y' deux objets ¢'une
catégorie fibre EX . Alors deux fléches de X' dans ¥' sont au-dessus de

le mBme fléche idx de E, donc sont identigques, donc EX est ordonnée.
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Inversement, supposons lz2s catégories fibres ordonnées, et prouvons

que p est fidele, Soient donc u', v' : X' ”=Y' des fléches de E'
au-dessus d'une m2me fl2eche u: X —> Y de E, Elles se¢ factorisent alors
en X' =22 u¥(Y) —> ¥', oa les deux flaches X' =3 u*(Y') sont des

flaches de Ei de mBme source et méme but ; celles-ci sont donc égales,

donc u'=v', cqfd.

Revenons & la démonstration de 6.5. On a prouvé (i) &> (ii).
D'autre part (ii) & (iv) est assez claire : en effer, d'une part la
catégorie EfF est fibrée sur E a catégories fibres les catépgories
discriétes définies par les ensembles F(X), comme il résulte aussitdt
des définitions ; d'autre part, si p est comme dans (ii), alors en
vertu du sorite SGA 1 VI 8 la catégorie fibrée E' sur E est E-&quivalente
4 la catégorie scindée sur E définie par le foncteur E —> (Cat) définie
par le foncteur F: E —> (Ens), associant & tout X € ob E 1'ensemble
des classes d'isomorphie d'objets de Ei . Or cette catégorie scindée

est E-isomorphe 2 la catégorie E . . Comme (iv) ==>(iii) est claire,

il reste a prouver (iii) —=> (i), Or il est clair que pour que p soit
fidele (resp. comservatif) il faut et il suffit que les foncteurs induits
I 3 s - . o = i

E/X' —. Efp(x} le soient, a fortiori il suffit que ceux-ci soient plei
nement fideles ; donc il reste & prouver seulement que (iii) impligque
que p est fibrant, Mais on wvoit encore qu'un foncteur p est fibrant si

* i i L v
et seulement si les foncteurs induits E!X’ ——b-hjp(x,)

est en particulier ainsi si ce sont des équivalences de caténories

le sent., Il en

sur jectives sur les objets,
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7. Sous=catégories génératrices et cogénératrices

Définition 7.1. Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine de [,

On dit que C est une sous-catégorie de E génératrice par épimorphismes

stricts (resp. par épimorphismes) si pour tout objet X de E, la famille

des fléches de E de but X, de source X' € ob C, est €pimorphique {(resp,

épimorphique stricte) ( 1,3 ) . On dit que C est une sous-catégorie

de E génératrice {resp. génératrice pour les monomorphismes, resp.

génératrice pour les monomorphismes stricts) si pour toute fléche

u: ¥ —> X (resp. tout monomorphisme de E, resp, tout monomorphi sme

strict de E ( 10.5 3) , telle gue pour tout X' € ob C, 1'application

correspondante Hom(X',¥) — Hom(X',X) soit bijective, u est un isomor-

phisme. Enfin, on dit qu'une famille (Xi} d'objets de E est génératrice

par épimorphismes stricts {resp. .....) si la sous-catéporie pleine C

de E engendrée par cette femille est pénératrice par épimorphismes

stricts (resp. .....).

7.1.1. MNotons qu'en termes de la famille (hx,} des foncteurs

X'€ ob C
hey : E—> (Ens) (X' € ob C)
représentés par les X' € ob C, on peut exprimer la condition que C soit
génératrice (resp. génératrice pour les monomorphismes, resp. génératrice
pour les monomorphismes stricts) par celle que la famille (hﬁ.) soit
conservative (resp. conservative pour les monomorphismes, resp, conser-
vative pour les monomorphismes stricts) (6.1). Il résulte également

immédiatement des définitions que C est génératrice par épimorphismes
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. est fidaéle (6.1). On

3 . ; -
si 2t seulement si la famille {RK"K' € ob T

donnera aussi ci-dessous (7.2 (1)) une interprétation analogue pour 1=z

condition sur C d'@tre génératrice par épimorphismes stricts.

7.1.2. Comme pour les notions introduitcs dans 6.1, les notions de 7.1
sont surtout utiles lorsque E posséde des propriétés d'exactitude
convenables, auquel cas lzs diverses notions introduites ont une nette
tendance a ®tre toutes équivalentes (7.3). Clest pourquoi la question de
savoir laquelle de ces notions 7,1 doit B8tre considérée comme la plus
importante ne se pose gudre ; dans les cas les plus importants, cecs
notions cofncident et le terme "sous-catégorie génératrice'" peut donc
8tre interprété indifféremment comms se rapportant 3 n'importe laquelle
des propriétés envisagées dans 7,1 (par exemple 1la premi2re, qui est

la plus forte de toute comme nous allens voir (7.2 (ii))).

7.1.3. Supposons que E scit une U-catégorie, et considérons le foncteur

canonique

o

= Hom(C, U-Enc)

(7.1.3.1) A Hom
composé des foncteurs E —> F —> E, ot le premier foncteur ect la
foncteur canonique ( 1.3.3 ) , et le deuxi®me le Ffoncteur restriction & ¢,
Notons qu'il est &évident qu'il revient au méme de dire gue le foncteur
précédent o est conservatif (resp. fid2le), ou de dire que la famille

des foncteurs bey ¢ X — Hom(X',X) = g(X)(X'), pour X' € ob C variable,

est une famille conservative (resp. fidele), c'est-3-dire aussi (7.1.2)

que C est pénératrice (resp. génératrice par épimorphisme). De m@me g
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est conservative pour les monomorphismes (resp. pour les monomorphismes
stricts) si et seulement la famille des hg, (X' € ob C) est conservative
pour les monomorphismes (resp. pour les monomorphismes stricts), i.e.

si et seulement si la sous-catégorie C de E est génératrice pour les

monomorphismes (resp. pour les monomorphismes stricts).

Proposition 7.2. Soient E une U-catégorie, C une sous-catégorie pleine.

(i) Les conditions suivantes sont €quivalentes :

a) C est une sous-catégorie génératrice par épimorphismes

stricts.

b) Pour tout X € ob E, désignant par Cfx la sous=catégorie

pleine de EfX formée des fléches X' —> X de source X' € ob €, 1a fliéche

naturelle du foncteur d'inclusion j: C —> E dans le foncteur constant

/X

sur CIX de valeur X fait de X une limite inductive de j :

¥ &= 1im X!
Crx

c) Le foncteur canomique w de(7.1.3.1) est pleinement

fidele.
(ii) ©On a entre les notions de 7.1 les implications suivantes :
1) C génératrice par épim, stricts
(p pleinement fid2le)
2) C gé&nératrice par épimorphismes 3)C génératrice

(o fidele) {tp comservatif)

4

4) C génératrice pour monomorpnismes

(¢ conservatif pour mom.’

5) C génératrice pour mom, stricts)

(e conservatif pour mom. stricts) .
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(i1i) On_=2 les implications conditionnelles suivantes :

2) Si dans E les familles épimorphigues de fléches sont

épimorphiques strictes, on =2 2) —=1). 5i dans E les monomorphismes

sont stricts, on a 5) —=}4).

b)

(7 ]

i dans £ les noyaux de couples de fléches (rasp.

les produits fibrés) sont représentables, alors on a 3) =—>2) (resp.

L) ==>3¥).

c) Si dans E toute famille de morphismes Xi — X

de m@me but X se factorise en une famille épimorphique stricte (resp.

épimorphique) X; —> Y suivie d'une monomorphisme (resp. d'une monomor-

hisme strict) Y —> X, alors on a 4) =—1) (resp. 5) —>13)).
Signalons tout de suite le

Corollaire 7.3, Toutes les notions envisagées dans 6.1 (et reprises dans

le diagromme d'implications de (ii) ci-dessus) sont équivalentes dans

chacun des deux cas suivants :

(i) Dans E, les noyaux de doubles fldches et les produits

fibrés sont représentables, les monomorphismes sont stricts et les

familles épimorphiques de fléches sont épimorphiques strictes.

de fléches de mPme

(ii) Dans E, toute femille (Ki === %J €1

but X se factorise en une famille épimorphique (Xi —> Y} suivie d'un

monomorphisme Y —> X, tout monomorphisme de E est strict, et toute

famille épimorphique de flaches de E est stricte,
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En effet, dans le cas (1) on a 4) = 3) et 3) =D 2) grace
a b), et 5) =>4) et 2) =P1) grlce 2 a). Dans le cas (ii) on a grace
a c), les implications 4) =—=1) et 5) =3 2), On conclut donc grace

au diagramme d'implications 6.2 (ii).

Démonstration de 7.2, (i) L'implication b) —»a) résulte aussitdt

des définitions. Prouvons a) —>b). Donc sous 1'hypoth2se a), il faut

prouver que pour tout X,Y € ob E, tout systeéme de flaches

Ugy d X' —= ¥
indexé par les X' € ob CJ”: s telle gque l'on ait uX'f = Uy, pour toute
fléche f: X" —= X' dans C/x » se factorise par une fleche (nécessaire-

ment unique par 1'hypoth&se a)) X —> ¥, D'aprds 1'hypoth2se a), i1

suffit de vérifier que pour tout objet Z de E et tout couple de

/%
morphismes v' : Z —> X', v" : Z —> X" dans E,-"X’ avee X' et X" dans C!K’
en a ux,\r'=ux,,v". Or, grace a 1'hypothése a), la famille des flaches

wi X"* —= 2, avec X"' € ob C, est €pimorphique, et il suffit donc de
vérifier que pour toute telle w, on a ('ux,v')w = (ux,,v")w, ce qui
s'éerit aussi ux,(v’w) - ux,,(v”w) et résulte aussitdt de 1'hypothdse
faite sur la famille des u .

Prouvons maintenant 1'équivalence des conditions b) et ¢). Pour

ceci notons que pour tout X £ ob E, l'objet w(X) de C est lirite induc—

tive dans C du foncteur canonique C —= T (3.4) ; or C/eo(x)

Jeo(X)

est canoniquement isomorphe 2 Cf){ s de sorte qu'on a dans C

w(X) = lim Xt Z
G
/X
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oh on identifie 1'objet X' de C avec le foncteur € C qu'il représente,
On a par suite, pour un deuxi2me cbjet Y de E, un isomorphisme canonique

Hom(eo(X),@(¥)) = 1im Hom(X',en(¥)) = lim e(¥)(X') (1.4)

Cx rx

() ‘=kéim Hom(X"',Y) p
/c

Ceci posé, 1l'application
Hom(X,Y) —= Hom((X),w(Y))

définie par o n'est autre, via 1'isomorphisme entre les membres extrfmes
de (#), que 1'application
Hom(X,Y) —> %im Hom(X',¥)
/%X

déduite du systéme inductif de flaéches X' —> X indexé par C envisagé

/E
dans 7.2 (i) b). Donc la premidre application est bijective pour tout Y
(X étant fixé) si et seulement si X est une limite inductive du foncteur

d'inclusion j: C/x ™ E, ce qui prouve l'équivalence de b) et c).

(ii) Les implications 1) —>2) et 3) —» 4) —>5) sont
triviales en vertu des définitions. L'implication 1) = 3) s'obtient
en interprétant la propriécté 1) par la pleine fidélité de ¢ grace a (i),
et en observant qu'un foncteur pleinement fideéle est conservatif. Or on

a déja observé (7.1.1) que 3) signifie que o est conservatif.
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(iii) L'assertion a) est une tautologie. L'assertion b)
résulte de 6.2 (i) (resp. 6.2 (iv)) appliqué eu foncteur o, compte
tenu que ce dermier est exact 2 gauche., Prouvons enfin c). Considérons,
pour un X € ob E, 1la famille de tous les morphismes Xi —> X, avec
xi € ob C ; par hypothése sur Eelle se factorise en une famille
X, —> Y épimorphique effective (resp., épimorphiqome) suivie d'un mono-
morphisme (resp. d'un monomorphisme strict) Y —> X. Alors 1'hypothase
4) (resp. 5)) implique que Y —> X est un isomorphisme, donc la famille

envisagée est épimorphique stricte (resp. épimorphique), cqfd.

Proposition 7.4, Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine

de E, X un cbjet de E. On suppose C génératrice dans E (resp. C généra-

trice pour les monomorphismes, et que le produit fibré de deux sous—objets

de X sur X est représentable dans E). Alors un sous-objet strict (10.11)

(resp. un sous-objet) X! de X est connu quand on connatt, pour tout

T €ob C, 1a partie de Hom(T,X) image de Hom(T,X'). Par suite, le

cardinal de 1'ensemble des sous-objets stricts (resp. de 1'ensemble des

sous-objets) de X est majoré par I [ 3%2=2 BomlT,X)

T € ob C

, et si X € ob C,

T O
il est majoré par anrd e &

Prouvons d'abord 1'assertion respfe., Soient X',X" deux sous~
objets de X tels que pour tout T € ob C, les images de Hom(T,X') et
Hom(T,X") dans Hom(T,X) soient égales. Elles sont donc aussi égales 2
1'image de Hom(T,X"' ), o X"' est le produit fibré fibré de X' et X" sur X.

Comme C est génératrice pour les monomorphismes, il s'ensuit que les

un
—
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monomorphismes X'"!' —= X! et X"' —= X" sont des isomorphismes, donc

X' et X" sont égaux, €étant séparément égaux au sous-objet XM de X .
Prouvons 1'assertion non respée. Par définition de la notion

de sous-objet strict, il suffit de vérifier gque la connaissance de la

partie Hom(T,X') de Hom(T,X) pour tout T € ob C implique la connaissance

de celles des doubles fléches X 2523 T telles que ui = wi, ot i:X' —> X

est l'injection canonique. Or comme C est génératrice, la relation

ui = vi équivaut & la relation (ui)f = (vi)f pour tout f

i

Rom(T,X'),
i.e. & ug = vg pour tout g € Hom(T,X) provenant de Hom(T,X') (i.e. de

la forme if, avec f € Hom(T,X")), ce qui prouve notre assertion.

Corollaire 7.5. Scient E une catégorie, C une sous-catsporie pleine

génératrice, X un objet de C. Alors un gquotient strict (10.8) X' de

X est connu gquand on connaft, pour tout T € ob C, la partie de HOm(T,X)L

formée des couples (u,v) tels que qu = gqv, ol q: X —> X' est le morphisme

canonique. Donc le cardinal de 1l'ensemble des quotients stricts de X

card Hom(T,x)?2

est majoré par l ] 2
T €ob C

En effet, par définitions, un quotient strict X' de X est connu
quand on connait, pour tout objet Y de E, la partie de Hom(Y,X)xHom(Y,X)
formée des couples (u,v) tels que qu = gqv, o q: X —> X' est le morphisme
cenonique. Or la relation qu = qv équivaut a la relation (qu)f = (qv)f
pour tout morphisme f: T —> Y de source T dans C, puisque C est génératrice,

Cette relation s'écrit encore q{uf)=q(vf), ce qui prouve la premiére

assertion de 7.5. La seconde en résulte aussitdt,

wn
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7.5.1. On peut généraliser 7.5, en introduisant, pour une famille

d'objets (Xi)i €1 de E, la notion de quotient strict dans E de la
fanille, par quoi on entend une famille épimorphique stricte
famil_ €

(p. : X, —> 1) de morphismes de E, - &dtant entendu, comme pour
F i

i1
les quotients ordinzires, qu'on identifie deux telles familles

(Pi : Xi — ¥') et (qi : Xi —= X") si on peut trouver un isomorphisme
v : X' —=> X" (nécesszairement unique) tel que l'on ait fpi = q; pour

tout i € I, Avec cette terminologie, la démonstration de 7.5 s'appligque

ne varietur pour donner la

Variante 7.5.2, Soient E,C comme dans 7.5, et {xi}iEI une famille d'objets

I
quand on connaft, pour tout T € ob C, et tout couple (i,j) € IXI, la

de E. Alors un quotient strict X' de (Ri)ie dans E {7.5.1} est connu

partie de Hom(T,Ki)XHom(T,Kj) formée des couples (u,v) tels que p;u = pjv,

oli pour tout i€I, 12 A Xi —> X' désigne le morphisme canonique, Par

suite, le cardinal de 1l'ensemble des quotients stricts de (Xi}i dans

€I
5 Lo |
E ést majors par | T 1 pcard Hom(T,X;)xcard Hom(T,X;)

T € ob C i, €I

7.5.3. On voit tout de suite que la conclusion analogue est vraie si

on suppose seulement que C est génératrice pour les monomorphismes stricts,
pourvu que l'on suppose que les produits xixxj sont représentables et

que l'on se borne aux quotients effectifs de la famille fxiJiEI + H e,
sux quotients stricts X' tels que les produits fibrés XixX'xj soient

représentables dans E (ce gmd n'est pas une restriction si E est stable

par produits fibrés).
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Proposition 7.6. Soient E une catégorie, C une Sous=catégerie pleine

de E génératrice par épimorphismes (7.1), T, = 4n cardinal infini = card Fl C

ﬂzﬁo un cardinal, (ui : Xi — X}iﬁl une famille épimorphique universelle
—_— e

(10.3) dans E formée de morphismes quarrables (10.7) a sources Xi € ob C,
et telle que card I s 7 , Alors card F1l C,x < o “

Soit T € ob €, il suffira de prouver qu'on a

C7.6513 card Hom(T,X) < v ©

Car on en conclura successivement

card ob C,. < (70) X cord ob Cre S (mO)x T, =1 , enfin

card F1 €, < ((mM©)%)y r = ™o, pulsqie pour deux objets §,T de C,, ,
s P q
/X o /X
on a card Homc (8,T) s car HomC(S,T) < M, + Pour prouver 7.6,1, notons
/E
d'abord 1le

Lemme 7,6,2, Soit J un ensemble tel que card J = T, « Pour tout objet

T de C, et tout homomorphisme £ : T —s X, il existe une famille
fvj - —-,'T)jEJ €pimorphique, a sources Sj € ob C, et pour tout
€

J

J
- L] =
Jun i(j) € I et un By Sj ——ﬁ-xi{j) tels que l'on ait ui(j)gj fvj .

En effet, la famille des xixXT T est épimorphique par hypothase,
d'autre part, comme C est génératrice par €pimorphismes stricts, pour
tout i, la famille des flaches 5 — XixxT de source 5 € ob C est épimor-
phique, donec Par transitivité la famille des fléches v: S —> T de
source dans ob C qui se factorisent par un des XixXT est épimorphique,
Or ce sont les fleches V: 8 —> T de source dans C pour lesquelles il

existe un 1 € I et un g8 : 8§ —> Xi tel que u.g = fv . Comme 1'ensemble
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de ces flaches v: S —> T est contenu dans Fl1 C, donc de cardinal = T, s
il peut s'indexer par l'ensemble d'indices J, d'ol le lemme.

Notons maintenant qu'un morphisme f: T —> X est connu quand
on connait les fvj , qui sont connus quand on connait les g, . Donc
card Hom(T,X) est majoré par le cardinal de 1l'ensemble des familles
(i(3), Sj, vj, gj)jEJ : comne le cardinal de l'ensemble des applications
§ —> I est S ©, et comme pour une telle application j —= i(j) fixée,

le cardinal de l'ensemble des familles correspondantes 5,,f,,v, est

e il
majoré par celui de l'ensemble des applications de J dams F1 C X Fl1 C,
\
qui est STBU puisque card(Fl C %X F1 C) = noz = T, on trouve que le
premier membre de (7.6.1) est majoré par me x ﬂbﬂo = ﬂﬂb, ce qui achiwve

l2 démonstration de 7.6,

Proposition 7.7. Solent E une catégorie ol les produits fibrés sont

; ' o "
représentables, (XGJGEA une famille d'objets de E génératrice, (¢i)iEI

une femille de foncteurs ¢p, : E —> E, commutant aux produits fibrés,

Pour que (”i) soit comservative (5.1), il faut et il suffit que pour

tout @ € A et pour tout sous-objet X' de xa distinct de Xa, il existe

un 1 € I tel gque q&(x’} e Q{(XG} ne soit pas un isomorphisme. Dans

ce cas, si E est une U-catégorie et si A est U-petit, il existe une

partie U-petiteJ de I telle que (ij)jEJ soit déja une famille conser-

vative de foncteurs.

La nécessité de la condition envisagée de conservativité &étant
évidente, prouvons sa suffisance, En vertu de 6.1 (ivj, il suffit de

prouver que (mi) est conservative pour les monomorphismes. Soit
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u: ¥Y' —= Y un monomorphisme dans E qui n'est pas un isomorphisme,

il faut prouver qu'il existe i € I tel que :i(u} n'est pas un isomorphisme,
Par hypcthése sur (XQJ, il existe un @ et un morphisme xa —> Y qui

ne se factorise pas par Y', en d'autres termes, tel gque 1l'image inverse

K' de Y' soit un sous—objet de X distinct de X, - Par hypothése, il

existe un i € T tel que @i(x’J —> ©(X) ne soit pas un isomorphisme,

Comme cpi(K') = gi(xa)x q;i(Y'), il s'ensuit bien que c-_:i{Y') - c;i(‘f)

Pi ()
n'est pas un isomorphisme,

La deuxi®me assertion de 7.7 résulte aussitdt de la premigre,

compte tenu de 7.4,

Corollaire 7.7.1. Soient E une U-catégorie ol les produits fibrés sont

représentables, et admettant une famille pénératrice d'objets qui soit

U-petite. Alors pour toute famille génératrice (YijiEI de E, il existe

(card Jeu).

une sous-famille génératrice U-petite {Yj)jEJ

I1 suffit en effet d'appliquer 7.7 & une U-petite famille

génératrice (KG}GEA de E et 3 la famille des foncteurs . (i€I) repré-

i

sentés par les Yi .

Proposition 7.8. Socient E une catégorie, C une Sous-catégorie pleine

Zénératrice par épimorphismes stricts, D une catédsorie, Hom'(E,D) ls

_—

sous~catéporie pleine de Yom(E, D) formée des foncteurs gqui commutent

n

aux limites inductives du type C/x » o4 X est un objet quelconque de [ ,

Alors le foncteur F —> FIC induit un foncteur pleinement fidéle

Hom'(E,D) — Hom(Z,D) :
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par suite, si Hom(C,D) est une U-catégorie (l.1.), par exemple (1.1.1. b))

i C est U-petite et D est une U-catépgorie, alors Hom(E,D) est également

une U-catégorie.

Soient F,G: E —> D deux foncteurs dans le premier membre,
et u:F —> G un homomorphisme, S8i X = EEE;X1 dans E et s5i F et G commutent
2 la limite inductive envisagée, alors u(X): F(X) —> G(X) s'identifie
2 la limite des morphismes u(Xi): F(Xi} i G(Ki), et est donc connu

quand on connatt les u(X, ). Ceci montre que le foncteur envissgé dans 7.8

i
est fid2le, compte tenu de l'implication a) —='b) dans 7.2 (i). Soit
inversement v : F]D ——hy G]D un homomorphisme, prouvons qu'il provient
d'un homomerphisme u: F —> G. On définira, pour tout X € ob E,
u(X) : F(X) = élm F(Xi) —=> G(X) = élm G(Xi)
/X /%
comme la limite inductive des V(KiJ. Il est immédiat que 1l'on obtient

bien un homomorphisme fonctoriel en X, donc un u: F —> G, en enfin que
le morphisme induit par u de F|C' dans G|C' est v, ce qui ach2ve la

démonstration.

7.9, Familles et sous—catépgories cogénératrices, Scoient E une catégorie,

C une sous-caté&gorie pleine de E. On dit que C est cogénératrice par
monomorphismes stricts (resp. cogénératrice par monomorphismes, resp,
cogénératrice, resp. cogénératrice pour les é&pimorphismes, resp. cogéné-
ratrice pour les épimorphismes stricts) si la sous-catégorie pleine &>
de E° est génératrice par épimorphismes stricts (resp. .....). Termino-

logie analogue pour les familles. Tous les résultats du présent numéro

n
|
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concernant la notion de soms-catégorie g€nératrice et ses variantes
(7.1), redonnent donc des résultats correspondants pour les notions
duales, gque nous laissons au lecteur le soin de formuler pour sa

satisfaction personnelle.

Proposition 7.10. Scient E une catégorie, C une sSous-catégorie pleine

génératrice (7.1), D une Sous-catégorie pleine de E , Pour que D soit

cogénératrice (7.9), il faut et il suffit que pour toute double fléche
u,v
T : X dans E de source T € ob C, avec u#v, il existe une flache

w: X —>1 de but T € ob D, telle que wu # wv ,

Par définition, dire que D est cogénératrice signifie que
pour toute double flache Y é}x dans E telle que u#v, il existe.
une fléche w: X —> I, avec I € ob D, telle que wu # wv, Donc 7.10
signifie simplement qu'il suffit de tester cette propriété lorsque
Y € ob €. Or comme C est génératrice, 1'hypothése u#v implique qu'il
existe £f: T —> Y telle que uf # vf, d'on par hypoth2se 1l'existence

d'une w: X —> I de but I € ob D telle que w(uf)#w(vi), d'od wu = wv, cqfd,

Corollaire 7.11. Les notations &tant celles de 7.10, supposons que les

objets I de D sont des objets injectifs de E, i.e. tels que pour tout

monomorphisme X —> Y dans E, 1'application Hom(¥,I) —> Hom(X,I)

correspondante soit surjective. Supposons de plus que toute double flache
o,v
T ——=X dans E se factorise en une double fléche épimorphique (resp.
L} L}
u',v

épimorphique effective) T ——=% x! suivie d'un monomorphisme i: X' —= X ,

Alors dans le critdre 7,10 E--o-ur que D soit cogénératrice, on peut se
borner sux doubles flaches (u,v) qui sont épimorphiques (resp. &pimor-

phiques effectives),
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On en conclut :

Corollaire 7.12, Soit E une U-catégorie admettant une petite sous-catégorie
Corollaire s =

énératrice C, et telle que tout objet de E soit source d'un monomerphisme
g——-———-——

dans un objet injectif de E. Supposons de plus que pour tout T € ob €,y
dans un_ our

12 somme TUT dans E soit représentable, et gque tout morphisme de source

TUT se factorise en un épimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme.

Alors E admet une petite scus—catégorie pleine D cogénératrice. De fagon
2
1__""——T‘ d T, TLT
précise, on peut prendre D telle que card ob D < gcax EHGE o .
T,T'€ ob C
En effet, en vertu de 7.11, il suffit pour tout T € ob C et

pour tout quotient effectif X de TLT, de choisir un plongement de X
dans un objet injectif I de E, et de prendre pour D la sous~-catégorie

pleine de E engendrée par ces I. La conclusion résulte alors de 7.5.

Exemples 7.13. Pour construire de petites sous-catégories cogénératrice
en termes de petites sous~catégories génératrices, on est donc amené 2
chercher des conditions pour qu'une U-catégorie E admette "suffisamment
d'injectifs", i.e. que tout objet se plonge dans un objet injectif (par
un monomorphisme)., Il est bien connu [Tohoku] que cette condition est satis-
faite dans une U-catégorie abélienne 2 (petites) limites inductives
filtrantes exactes (axiome AB 5 de loc. cit,) admettant une petite
famille génératrice. La construction de loc. cit, n'est d'ailleurs pas
lige de fagon essentielle aux catégories abéliennes, et marche &galement
dans la catégorie des faisceszux de U-ensembles sur un espace topologique
X € U. Nous n'énoncerons pas ici les propriétés d'exactitude qui font

marcher la construction en question, et nous bornerons & signaler que
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dans le cas particulier de la catégorie des faisceaux d'ensembles sur X,
on se raméne immédiatement au cas de lec. cit, de la fagon suivante,

On note que si EX est un Anneau sur X, alors tout objet injectif I de
la catégorie des QX~Hodules est aussi injectif en tant qu'objet de la
catégorie des faisceaux d'ensembles. En effet, si F est un faisceaux
d'ensembles, et QXLF} le "gx-ﬁndule libre engendré par F ", on a par

définition un homomorphisme de faisceaux d'ensembles

(%) F ——> gx[F]

donnant lieu & un isomorphisme, fonctoriel en F
Hom, (0 [F], 1) == Hom(F,1) .

Comme le foncteur F P—*-QR[F] transforme manifestement monomorphisme en
monomorphisme, il s'ensuit aussit8t que si I est un gx—Mcdule injectif,
c'est aussi un faisceau d'ensembles injectif, Il s'ensuit que si le
morphisme (*) est un monomorphisme (ce qui est le cas si on prend pour
gﬁ un Annesu constant de valeur um anneau A # 0), alors un plongement
de QKEF*]dans un gx—Mbdule injectif I donne un plongement de F dans le
faisceau d'ensembles injectif sous=jacent a I .

Le m@me argument s'applique, sans changement, au cas de la
catégorie des Eaisceaux de U-ensembles sur un U-site, qui sera introduite
dans 1l'exposé suivant.

L'intéret de 1l'existence d'une petite sous-catégorie cogéné-
ratrice réside surtout dans le critére de représentabilité

8.12.7 plus bas.
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8, Ind-cbjets et pro-objets
el = —

8.1. Foncteurs cofinaux et sous-catégories cofinales

péfinition 8.1.1, Seoit

{(8.1:1.1) $p: IT—=T1'

un foncteur, On dit que o est un foncteur cofinal si pour toute catégorie

fonect : I' —> C, considé t lim . e
C et pour tout eur u » idéran im & et lim uep comm

des objets de Hom(G(E—-Ens))o (2.1, 2.3.1) (ot V est un univers tel que

I,I'e V, et que C soit une V-catégorie), le morphisme canonique

(8.3..1.2) lim wegg ———= lim u

est un isomorphisme. Lorsque o est le foncteur d'inclusion d'une sous-—

catégorie de I', on dit que I est une sous-catégorie cofinale si o

est cofinal.

8.1.2,Remarquons que pour &,u données, la bijectivité de (8.1.1.2) ne
dépend pas du choix de l'univers V.

Revenant 2 la définition des termes figurant dans (8.1.1.2)
(2.1, 2.3.1), on voit que dire que ¢ est cofinal signifie aussi que

pour tout univers V tel que I et I' soient U-petits, et tout foncteur

v i1 —s (V-Ens)

1'homomorphisme canonique

(8.1.2.1) lim v — lim wveg
= e

est un isomorphisme i.e. une bijection. Pour voir que cette condition est
) . o TR .
bien nécessaire, on observera, nosant u=sv , qu'elle signifie aussi que

la condition de la définition 8.1.1 est remplie quand on y fait C = (_‘_J’_—Ens)o
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{ce qui implique que les limites inductives envisagées dans (8,1.1.2) sont

représentables dans C).

B8.1.2,2. Il est immé&diat sur la définition que le composé de deux foncteurs

cofinaux est cofinal,

Proposition £.1.3, Soit © : I —> 1I' un foncteur,

a) Pour que tp soit cofinal, i1 faut que Y satisfasse 1la
25 4ue @ satisfasse la

condition :

F 1) Pour tout objet i! de I', il existe un objet i de I tel que w(i)
majore i' (i.e. tel que Hom(i',wn(1)) # @),

b) Supposons I filtrante. Pour que ¢ soit cofinal, il faut

et il suffit que © satisfasse la condition F 1) ainsi que la condition

suivante :
ff,gl
F 2) Pour tout objet i de I et toute double fliache i! —=3w(i) dans 1!

de but (i), il existe une fliche h: i —>j damns I telle que w(h)£'=p(h)g’,

De plus, si p est cofinal, I' est filtrante,

<) Supposons I' filtrante, et o pleinement fidéle. Pour goe

® soit cofinal, il faut et il suffit qu'il satisfasse la condition F 1) de a),

Cela implique que I est filtrante.

Démonstration. Pour la nécessité dans a) et b), on utilisera la définition

£.1.1 dans le seul cas ol u est le fonecteur d'inclusion canonique (1.3,3

@ IIL.A_,EI
(un univers U tel que I,I' soient U-petits étant choisi). On peut alors

interpréter (8.1.1,2) comme une fléche de 1! (3.1), dont le but est le
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foncteur final sur I' (3.4). On voit immédiatement que la condition F 1)
exprime que cette fléche est un épimorphisme de f', i.e. est surjective sur
chaque argument (compte tenu que les limites inductives dans 1' se cal-
culent "argument par argument "). Cela prouve a). Supposons mazintenant

I filtrante et ¢ cofinal. Alors I est filtrante : en effet, la condition

que deux objets de I' soient majorés par un troisidme résulte aussitdt

de la m@me condition sur I, et de F 1), et il faut seulement encore

prouver la condition PS 2) de 2.7, i.e. que pour toute double £lache

fr’gi . 4t —-—'),jl

dans I', il existe une fléche h' : j' —> k' de I' telle que h'f'=h'g!',
Or en vertu de F 1) on peut supposer k' de la forme o(i). Mais comme

par l'hypothse ¢ cofinal, pour tout objet i' de I!' l;EpHom(i',m(i))

est l'ensemble réduit 2 un élément, il résulte de 1la ;escription standard
des limites inductives filtrantes dans (Ens) (2.8.,1) que cela implique
l'existence d'une fli2che h: { —> j dans I telle que w(h)f' = olh)g' .
Cela ach&ve donc de prouver que I' est filtrant, et prouve en m@me temps

la condition F 2),.

Pour prouver que les conditions &noncées dans b) sont suffisantes
pour que ¢ soit cofinal, on utilise la forme 5.1.2 de la définition. On
constate aussitBt que la condition F 1) implique que (8.,1.2.1) est un
monomorphisme i.e. est injectif sur chaque argument, tandis que la
condition F 2) (jointe 2 F 1) assure qu'il est bijectif (compte tenu

du calcul des limites projectives dans 1'° argument par argument). Cela

prouve donc b),
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Enfin, si I' est filtrante et t pleinement fidéle, aleors il
est immédiat que la condition F 1) implique que 1 est filtrante, et

implique la condition F 2). Donc c) résulte de 2) et de b).

3.1.4, Lorsque I' est une catégorie filtrante, I une sous—-catégorie

pleine de I', on voit donc par 8.1.3 ¢) que la condition que I soit

cofinale dans I' ne dépend que de la partie Ob I de 1'ensemble préordonné

OB I' (pour la relation de préordre " x < y" é:::?" Hom{x,y) # @ "), [
Si J' est un ensemble préordonné, J une partie de J', on dira parfois

que J est une partie cofinale de J' lorsque tout &lément de J' est

majoré par un élément de J , Lorsque J' est filtrante, cela signifie
donc que le foncteur d'inclusion ic;h; J' pour les catégories associées

est cofinal,

t.1.5. Dans la suite, nous n'utiliserons la notion de foncteur cofinal
que dans les cas oa les catégories I et 1' sont filtrantes, Classiquement,
on se bornait meme 2 des catégories associées 2 des ensembles préordonnés
(i.e. dans lesquelles il existe au plus une fl2che de source et de but
donnés). Il epparatt cependant que cette restriction est g@nante dans

les applications, les catégories filtrantes "naturelles" qui s'intro-
duisent dans de nombreuses applications n'é&tant pas des catégories
ordonnées, Le résultat suivant, dO a P. DELIGNE, montre cependent qu'il

n'y a pas de différence essentielle entre les deux points de wue
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Proposition 8.1.6. Soit T une petite catégorie filtrante, Alors il existe

un _petit ensemble ordonné E, et un foncteur cofinal » : E—> 1, ou E

désigne la catéporie associée i E,

Supposons d'abrod que l'ensemble préordonné Ob I n'ait pas de
plus grand élément. Appelons sous-diagramme de I un couple D = (Q,F)
formé d'une partie F de FL (I) et d'une partie O de Ob I, tel que pour
toute f € F, la source et le but de f appartiennent 2 0 . Un élément e
de 0 est appelé objet final du sous-diagramme D si pour tout x € D',
l'ensemble Hom(x,e)NF des fleches de D de source x et de but y a exacte-
ment un €lément fx » 8i pour toute fléche g: *x —> y de D, on a fx = fyc-g ¥
et si fe = 1de . Soit E l'ensemble des sous~diagrammes finis D de 1
ayant un €lément final unique (D), et ordomnons E par inclusion. Si
D,D' sont deux &léments de E et D < D', alors il existe une unique
fl2dche (D',D) de D' de source (D), de but w(D'), et si on a des
inclusions D C D' C D" dans E, on a évidemment (D",D) = o(D",D'")e(D',D) ;
on a également w(D,D) = idm(l}) - On trouve done un foncteur ¢ : E —> 1 ,
et tout revient a prouver que E est filtrant et que ¢ est cofinal, Compte
tenu de 8.1,3 b), on doit faire trois vérifications :
1) Condition F 1) de 8.1.3 : pour tout i € I, on prend pour D le
sous—-diagramme de I réduit 2 l'objet i et sa fliche identique, alors
i = o(D) =i . Cette condition F 1) montre en meme temps que E # @ ,
2) Condition F 2) : Pour tout i € Ob I, tout D € E et toute double
fléche i :)>m{ﬁ), trouver un diagramme D' € E, contenant D, tel que

o(D",D) : (D) —> (D') égalise la double flache, Or comme I est filtrant,
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il existe un objet j de I et une fl2che f: (D) —> j qui égalise la
double fleche, Comme I n'a pas de plus grand £€lément, on peut Supposer
que j est un majorant strict de (D), ce qui implique qu'il est distinct
de tous les autres objets de D , Soit alors D' le sous—diagramme de I
dont l'ensemble d'objets est OU{j}, et 1'ensemble des flaches est formé
des fl2ches de D,plus les composés x _EE__5 (D) ——2—4» j , o x est un
objet de D et fx est 1l'unique fl2che de D de source x et de but (D),

et idj « Il est clair alors que D' est un sous-diagramme fini de T ,
qu'il admet j comme unique objet final, donc D' € E, et D' satisfait

2 la condition voulue,

3% Deux sous-diagrammes D,D' < E sont contenus dans un m@me D" € E .

On peut en effet trouver un majorant strict j de (D) et de «(D'),

(D)

P

ew(D") P
et on prend pour D" le sous-disgramme dont 1'ensemble des objets est la
réunion de 1l'ensemble des objets de D, de D' et de {j}, et 1'ensemble
des fl&ches est la réunion de l'ensemble des flaches de D, de D', de
1'ensemble des composés fnfx (x objet de D) et f'ﬂf'x, (x'" objet de D'),
et {idj} - On obtient bien asinsi un sous-diagramme fini de E, montrons
que, quitte 2 remplacer j,f,f' par j',gf,gf' avec g:j —> j' convenable,
on peut obtenir que j soit un objet final de D' , Il revient au méme
de dire que pour tout x qui est A la fois objet de D et de D', on a

ffx = E'f;, . Or c'est 12 d'un ensemble fini de doubles-fléches qu'il
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s'agit d'égaliser par un g: j —> ', ce qui est possible puisque I
est filtrante.

Cela achgve la démonstration dans le cas envisagé, On ram2ne
le cas général & celui-ci, en introduisant la catégorie filtrante W
associée 3 l'ensemble ordonné I des entiers naturels, et en notant que
la catégorie W X I est filtrante, qu'elle n'a pas de plus grand &lément,

et que la projection N X I —> I est un foncteur cofinal,

Corollaire B,1.7. Soit I une U-catégorie. Pour qu'il existe un petit

ensemble ordonné filtrant E , et un foncteur cofinal E —> I, il faut et

il suffit que I soit filtrante et que 0Ob I admette une petite partie

cofinale I' (8. 1.4).

C'est nécessaire en vertu de 8.1.3 a), et suffisant en vertu

de £.1.6 =a2ppliqué a la sous-catégorie pleine de I définie par 1'

Définition 8.1.8. Soit I une catégorie filtrante, On dit que I est

essentiellement petite si I est une U-catégorie, et si elle satisfait

aux conditions équivalentes de 8,1.7.

8.2. Ind-objets et foncteurs ind-représentables.

8.2.1. Nous fixons dans la suite une U-catégorie C, gque nous considérons
toujours comme plongée dans la catégorie C des U-préfaisceaux 2 1'aide

du foncteur canonique (1.3.1)

(8.2.1.1) h: cC—> ¢

Nous appelerons ind-objet de C (ou systdme inductif de C), tout foncteur
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(8.2,1.2) w: I —>C .

od 1 est une catégorie filtrante (2.7), appelée la catégorie d'indices

du ind-objet. (I est par ailleurs quelconque, et nous n'exigeons pas,
notamment, que I soit une U-catégorie.) Il sera souvent commode de
désigner un ind-objet ¢ par la notation indicielle (xi)iEOb 1

méme (par nouveau abus de notation) (X.). s ou (X.). ou (X_.), oun
i“iel i“i i

ou

X; = o(i) pour i € ob I, Cette notation n'est ni plus ni moins abusive
que la notation utilisée classiquement pour les systémes inductifs
indexés par les ensembles ordonnés filtrants (ot la mention des morphismes
de transition est &galement absente). Les X, s! ellent les cobjets
g e i app n
composants du ind-objet X. On fera attention que dans le cas général

envisagé ici, les "morphismes de transition' wo(f) du systéme inductif

sont indexés par l'ensemble F1 I des fl2ches de I, qui ne s'identifie
pas en général a une partie de Ob I X Ob I ; en d'autres termes, pour
i et j donnés, j majorant i, il peut exister plus d'un morphisme de

transition de Xi dens Xj %

$.2.2. Les ind-objets X = (xi)iEI de C les plus utiles sont ceux pour

lesquels la catégorie d'indices I est essentiellement petite (8,1.8) ;

un tel ind-objet est appelé essentiellement petit. Si (xiJiEI est ainsi,
utilisant le fait que dans C les petites limites inductives sont repré-

sentables (3.1), on peut considérer

dfn

(8.2.2,1) L(X) =— 1lim hex = €obC
& o

lim X,
-1

ot la derniére limite est prise dans C , Donc L(X) est le préfaisceau
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(8.2.2.2) L(X) : Y —> ].i.m Hom(Y,){i}

sur C. On dit que ce préfaisceau est le préfaisceau ind-représenté par

le ind-objet X = (xi}iEI de C . Un préfaisceau F sur C est appelé un

préfaisceau ind-représentable s'il est isomorphe 3 un préfaisceau L(X)

ind-représenté par un ind-objet essentiellement petit. Il résulte d'ailleurs
de 8.1.6 que dans cette définition, on peut supposer que I est une petite

catégorie, et mBme que I est zssociée 3 un ensemble ordonné € L.

5.2.3, Considérons un ind-objet X = (Ki>i€I s donné par un foncteur
@ ¢+ I —>C, et soit

u: It — Y
un foncteur, ol I est une deuxi2me catégorie filtrante. Alors le foncteur
eu est un ind-objet X' de C de catégorie d'indices I' , qui en notation
indicielle s'é&crit (xu(i'))i'ﬁl‘ ; qu'on appelle le ind-objet de C

déduit de (xiJiEI par changement de catégories d'indices 3 1'aide du

foncteur u , 81 I et I' (i.e, X et X') sont essentiellement petits, on

trouve un morphisme canonigque

(8.2.3,1) L(X') =1 nX gy —> L(X) = 12:-111 X,

[t | e

entre les préfaisceaux ind-représentés par X' et X respectivement, Lorsque
u est un foncteur ceofinal (8,1.1), alors X est essentiellement petit si
et seulement si X' l'est (8.1.7), et 1'homomorphisme pré&cédent (3.2.3.1)

@st un isomorphisme

(8.2.3.2) LK) = L@ .
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8,2.4, Scient

(B.2,4,1) X=X Y = (v.),

iel °?

deux ind-objets de C essentiellement petits, indexés par des catégories
(filtrantes et essentiellement petites) I et J . On appelle morphisme

du ind-objet X dans le ind-objet Y tout morphisme
(8.2.4,2) LX) — 1.()
entre les préfaisceaux qu'ils ind-représentent., On pose

(6.2.4.3) Ho (X,¥) = Homa (L(X),L(¥)) .

“ind-eb
(On supprime 1l'indice ind-ob au Hom si on ne craint pas de confusion).
On définit la composition des ind-objets de L comme la composition des
morphismes des préfaisceaux qu'ils ind-représentent, Si YD U est un
univers contenant U, et si on se borne aux ind-objets essentiellement
petits qui sont € V, ceux-ci forment donc 1'ensemble d'objets d'une
catégorie, dont l'ensemble des fliches est formé des triples (X,¥, u),
ot X et ¥ sont des imd~objets essentiellement petits € Yet oh u: X -
est un morphisme de ind-objets, i.e. un morphisme L(X) —> L(Y¥). La

catégorie ainsi obtenu est notée

(8.2.4.4) Ind,(C,1) ;

Lorsque V = U, on la note simplement

(8.2.4.5) IndU(C) ou Ind(C)

¥

et on 1l'appelle catégorie des ind-objets de C relativement a U, en

supprimant la mention de U quand aucune confusion n'est 3 craindre.
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Evidemment, si V C V' sont deux univers contenant U, Ind,(C,0)

est une sous-catégorie pleine de I“dvI(!H) ;3 11 résulte alors de 8.2.3 que

le foncteur d'inclusion est une équivalence de catégories :

(8.2.4.6) Ind (C,U) ——> Ind,(C,U) :

Cela montre en particulier que tout ind-objet essentiellement petit de C

définit un €lément de Ind(C), 2 isomorphisme unique prés. Cette cons-—

tation justifie 1'abus de langage, assez courant en pratique, consistant
2 identifier tout ind-objet essentiellement petit de C & un objet de Ind{(cC).
I1 résulte aussit8t des définitions que pour tout univers V.

nous avons un foncteur canonique

(8.2.4.7) L : Ind (C,U) —> C
qui est pleinement fid2le. Ces foncteurs sont évidemment connus 2
isomorphisme unique prés, gr2ce a (8,2.4.6), lorsqu'on connatit 1'un

d'eux, et en particulier lorsqu'on connatt le foncteur canonique
(8.2,4.8) L : Ind(C) —>C .

Comme ce foncteur est pleinement fid2le, on 1'utilise fréquemment pour
identifier un objet du premier membre avec le foncteur qu'il pro-représente,
voire pour identifier Ind(C) avec son image essentielle dans €, formée

des préfaisceaux ind-représentables. On fera attention cependant que

cette identification présente nettement plus d'inconvénients que 1'iden-
tification analogue de C & une sous-catégorie pleine de o par le foncteur

h (8.2.1.1), car contrairement 2 ce dernier, le foncteur (8.2.4.8) n'est

pPas en général injectif sur les objets,
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65.2.5. Explicitons la définition (8.2.4.3) en termes des expressions
indicielles (8.2.4,1) des ind-objets considérés. On trouve, compte tenu

de la définition (8.2.2.1) :

dfn
— : = 5 - e s s
Hom(X,¥) 1;m Hom(X,,¥) 1;m Hom(X, ,L(¥)) 1;m 1;m>Hcmc\Ki,Y

la derni2re égalité provenant de (8.2,2,2) appliqué & ¥ ., On trouve donc

une bijeection canconique

(8,2,.5.1) Hom((X,), .,{(Y.) ) = 1lim 1lim_ Hom .(X.,Y.) .
i"1€T 3 LT E |

L= <z7 Eéja e

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter la composition des morphis-
mes de ind-objets sur cette formule, Notons qu'il résulte aussitdt de
cette formule que 1l'ensemble Hom (X,Y) d'homomorphismes de ind-objets

est U-petit, i.e. que les catégories (6.2.4.4) sont des U-catégories.

Il revient au meme de dire (en vertu de (8.2.4,6)) que la catégorie
Ind(C) est une U-catégorie, i.e. que le deuxime membre de (8.,2,5.1)

est petit lorsque I,JEU, ce gui résulte aussitdt du fait que C est une

U-eatégorie donc les Homc{xi,Y ) sont petits.

8,2.6. Soit I une catégorie filtrante essentiellement petite. Alors
on voit sur (8.2.5.1), ou sur la fonctorialité de la limite inductive
d'un foncteur I —> C par rapport au dit foncteur, qu'on a un foncteur

canonigue

(8.2.6.1) Hom(I,C) —> Ind(2) .

On fera attention que ce foncteur n'est pas en général pleinement fidale,

ni mme fidale,
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Remarque 8.,2,7, Les définitions de 8.2.4 rendent claire la notion
d'isomorphie de deux ind-objets (essentiellement petits), qui signifie
aussi 1l'isomorphie des préfaisceaux qu'ils ind-représentent, On fera
attention que c'est une notion d'isomorphie tras faible, si on la
compare & la notion d'isomorphie dans des catégories de la forme
EEE(ItC}' Ainsi, un grand nombre de relations assez naturelles qu'on
peut imposer 2 un ind-objet (tel que celle d'avoir ses composantes
dans une sous-catégorie strictement pleine donnée, ou celle d'@tre
strict (8.12 ci-dessous)) ne sont pas stables par isomorphisme.

Il faudra done, si on tient 3 travailler avec des notions stables par
isomorphisme de ind-objets, "saturer" les notions envisagées en passant
a4 la sous-catégorie strictement pleine de Ind(C) engendrée par la
sous—catégorie de Ind(C) formée des objets satisfaisant 2 la condition
envisagée. Voir par exemple la notion de ind=objet essentiellement

constant, introduite plus bas (8.4),

Exercice 8.2.8. Scient U C V deux univers et C un U=catégorie qui appar-
tienne 2 V ., On désigne par SysInd(C) la catégorie suivante :

a) Les objets de SysInd(C) sont les foncteurs @ :I—>Coh I est

une catégorie filtrante essentiellement U-petite appartenant 2 V .
b) Soient (I,0) et (J,y) deux objets de SysInd(C)., Un morphisme de
SysInd(C) de (I,p) dans (J,¥) est un couple (m,u),ottm : I —> J est

un foncteur et ot u : ©» —> Y°m est un morphisme de foncteurs, La

composition des morphismes dans SysInd(C) se définit de manidre évidente.
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Notons S l'ensemble des morphismes (m,u):(I,z) —= (J,{) de
SysInd(C) tel que m soit cofiral et u un isomorphisme. Soit (I,%) un
objet de SysInd(C). La catégorie F1(I) des flaches de I s'envoie par
deux foncteurs naturels dzns I : la source et le but, De plus
ces deux foncteurs sont liés par le morphisme canonique de foncteurs
v i source —> but. D'oly deux morphismes dans SysInd(C) de(F1(I),p-source)
dans (I,p) : pl(I,a) = (source, id), pQ(I,mJ={but,aﬂv I esource —> m.but),
Notons p : SysInd(C) — Ind(C) le foncteur évident. Soit B une catégorie,

Montrer que le foncteur F b—> Fop :
Hom(Ind(C),B) — Hom(SysInd(C),B)

est pleinement fide2le, et qu'un foncteur G : SysInd(C) —> B appartient
a 1'image essentielle si et seulement s'il posséde les deux propriétés
suivantes :

1) Pour tout s € S, F(s) est un isomorphisme de B .

2) Pour tout objet (I,p) de SysInd(C), P(pl(I,m)) = F(pzfl,w)).

8.3. Caractérisation des foncteurs ind-représentables

Proposition 8.3.1. Soit F un préfaisceau ind-représentable sur C. Alors

F est exact 2 gauche, i.e, (2.3.2) pour toute catégorie finie J et tout

A o ”
lim o~ soit

foncteur © : J —> C tel que lim @ soit représentable (i.e.

représentable), 1'application canonique

F (lim ¢ ) —> lim Feop
R < ——

est bijective.
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En effet, les préfaisceaux représentables &tant évidemment
exacts & gauche, il résulte aussitdt de 2.8 qu'il en est de méme de

toute limite inductive filtrante de tels foncteurs, cqfd,

8.3.2., F étant un préfaisceau sur C, nous aurons 2 travailler souvent
avec la catégorie
e ¢

(8.3.2.1) Cip

/F :
qui désigne la sous-catégorie pleine du deuxi®me membre formée des fléches

K —> F de source dans C . Il résulte de 1.4 que les objets de cette

catégorie s'identifient aux couples (X,u), ol X est un objet de C et
u € F(X). Un morphisme de (X,u) dans (X',u') s'interpr2te alors comme
une fléche f: X —> X' dans C telle que l'on ait F(f)(u') = u . Le

foncteur "oubli du but" de E/F dens C induit un foncteur (qualifié de
canonique).,

{8.3.2:2) Chpp—=>C .

déja considéré dans 3.4, ol on prouve que la limite inductive de ce

foncteur existe dans C (sans condition de petitesse sur C 1) et est

/F
isomorphe canoniquement & F ,

8.3.2.3. Notons que si dans C les limites inductives finies sont
représentables, et si F est exact i gauche (i.e, les transforme en
limites projectives finies de (Ens)), alors il en est de mé@me dans CKF N
et fortiori (2.7.1) C,p est filtrante. Si, plus généralement, dans C

les sommes de deux objets et les conoyaux de doubles flaches sont

représentables, et si F les transforme en produits resp. en noyaux,
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alors C est stable sous les mB@mes types de limites inductives finies,

/F
donc elle est filtrante si et seulement si elle est non vide, i.c. si et

seulement si le fonecteur F n'est pas le foncteur constant de wvaleurs ¢ .

Théordme 8.3.3. Scient C une U-catéporie, et F € ob E, F: ¢ —> (U-Ens)

n U-préfaisceau sur C . Les conditions suivantes sont &équivalentes :

(i) F est ind-représentable (8.2.2).

(ii) La cgtégorie CIF (8,3.2) est filtrante et essentiellement

petite.

(iii) (Si dans C les limites inductives finies sont représen-

tables,)Le foncteur F est exact 3 gauche, et ob Ce admet une petite

partie €ofinale (8.1.4).

(iii bis) (Si dans C les sommes de deux objets et les conoyaux

de doubles flaches sont représentables.) Le foncteur F transforme somme

de deux objets de C en produits, conoyaux de doubles fléches de C en

moyaux, la catéporie C!F est non vide i.e. le foncteur F n'est pas le

foncteur constant de valeur @, enfin il existe une petite famille

d'objets de C telle que tout objet X de CIF soilt majoré par un obijet

/F

xi sy 1.e. admette un F-morphisme xi =2 X

(iv) (S8i la catéporie C est équivalente 3 une petite catégorie.)

La catégorie CfF est filtrante,

(w) (Si ls catéporie C est &guivalente 3 une petite catéporie,

et si les limites inductives filtrantes y sont représentables.) Le

foncteur F est exact a gauche.
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Démonstration. (i) ——>(ii) , Supposons F ind-représenté par (xi)iEI s
avec I petit, Prouvons que C’,F est filtrante, Soient X,X' deux objets
de cz’F , i.e. des objets de C munis de morphismes X —> F, X' —> F,
prouvons qu'ils sont majorés par un troisiéme objet de CIF . Or les
morphismes X —> F, X' —> F proviennent de morphismes X —> Ki >

X — xi , et quitte & remplacer i,i' par un majorant commun dans
Ob I, on peut supposer i=i', et on prend comme majorant commun de X, K
l'objet Xi muni du morphisme canonique Ki —> F . Soit maintenant

X f}:gg}{' —l-l-b- F une double flé&che dans 'CJfF s, prouvons qu'elle est
égalisée par une fléche X' —> X" de Cijp » Ox h: X' —> F est donné
par un morphisme hi PRV —i Xi » et la condition hf=hg signifie qu'il

existe @@ : i —> j dans I tel gque cp(c:r.)hif) = gpla) (hig), i.,e, quitte &

remplacer hi par cp(a.)hi , on égalise f et g . Cela prouve que C,_ est

/F
filtrante. Il est alors immédiat qu'elle est essentiellement petite
puisque les objets (}{i — F)iEOb 1 forment une petite famille dans
Ob CJ’I-‘ qui est cofinsale.

(ii) —=»(i). Posons I = Cip» et considérons le foncteur
canonique (8.3.2.1)

p:I1I=2°¢C ——

/F
On sait que le préfaisceau représenté par cet ind-objet de C est F (3.4),

donc F est ind-représentable par définition (8.2.2).

(i1) &> (iii). En effet, (ii) —=(iii) car un foncteur
ind-représentable est exact 3 gauche (8.3.1), et (iii) —=>(ii) car om

a signalé (8,3,1), que F exact & gauche implique que C,p est filtrante,

F
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et on applique la définition 5.1.8 pour conclure que cette catégorie
est essentiellement petite.

(1i1) &= (iii bis) se prouve de méme que (ii)é::?iiii).

Les éguivalences (ii)<4$==>(iv) et (iii)ﬁ::}(vJ sont triviales,
puisque pour C &quivalente 2 une petite catégorie, C/F est évidemment
équivalente également & une petite catégorie et a fortiori elle est
automatiquement essentiellement petite dés gu'elle est filtrante. Cela

achéve la démonstration de 8,3.3,

Remarque 8.3.4. Soit F: C' —= (" un foneteur entre U-catégories, Il
apparalt que la notion d'exactitude 3 gauche (2.3.2) ne présente guédre
d'intér2t en pratique que si dans C' les limites projectives finies sont
représentables. Dans lea cas on C" = (U~Ens), et ot C' est U-petit,
écrivant C' sous la forme C° (donc € = C'o), il convient de considérer
que lz "bonne notion" qui remplace, dans le cas général, celle d'exactitude
34 gauche est celle de ind-représentabilité de F (considéré comme préfais-
ceau sur c° ;3 i.e. celle de pPro-représentabilité de F, considéré comme
foneteur sur C' , cf, 8.10). Cette notion coTncide bien avec celle
d'exactitude & gauche lorsque dans C' les limites projectives finies

sont représentables i,e. dans C les limites inductives finies sont
représentables (8.3,.3), Lorsque 1'on ne suppose plus C' U=-petit ou tout
au moins €quivalente & une catégorie U-petite, alors les deux notions
pour un foncteur F, d'exactitude 2 gauche et de pro-représentabilité,

ne coTncident plus nécessairement, m@me si dans C! las limites projec-

tives finies sont représentables (cf. 8.12,9), En fait, il semble que
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dans ce cas, les foncteurs exacts & gauche non ind-représentables doivent
gtre considérés comme étant de nature pathologique, les "bons" objets
restant les foncteurs ind-représentables ; comparer 8.13.3 | Pour le
cas des foncteurs F : C' —> C", avec C' et C" & nouveau des U-catégories
quelconques, nous développercons plus bas (8.11.5), plus généralement,

une notion qui "améliore" celle d'exactitude & gauche, (savoir celle

d'un foncteur admettant un foncteur pro-adjoint),

8.4, Ind-objets constants,essentiellement constants

Choisissons une catégorie finale g, i.e., telle que Ob e et Fl e
soient réduits 2 un €élément (par exemple, on peut prendre pour e la
sous-catégorie pleine de (Ens) formée par l'ensemble vide, si on wveut
un choix canonique), C'est évidemment une catégorie filtrante et petite,
5i X est un objet de C, on lui associe le ind-objet constant indexé par e ,

de valeur X, soit c(X). Il est clair que pour X wariable, on trouve ainsi

un foncteur pleinement fidile

(8.4.1) c z € == Ind(C)

d'ailleurs injectif sur les objets, et par lequel nous identifierons C
a4 une sous-catégorie pleine de Ind(C). On notera que le foncteur composé

(8.4.2) 0 S TRACC) —E—aD

est le foncteur canonique h (8.2.1,1),
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8.4.3. Plus généralement, soit I une catégorie filtrante. Le foneteur
constant sur I de valeur sur un cbjet X de C est aussi appelé le

ind-objet constant de valeur X indexé par I . T1 est clair, si I est

essentiellement petit, que cet ind-objet ind-représente le foncteur h(x)

représenté par X, donc cet ind-objet est isomorphe a c(X).

8.4.4. Un ind-objet X de C est dit essentiellement constant s'11 est

isomorphe (dans une catégorie Indv(c,z'), pour V,V' convenables) a un
ind-objet de 1la forme c(X), XEnb_b. L'objet X, qui ast alors déterminég
4 isomorphisme ¢anonique prés, est appelé la valeur du ind-objet essen-
tiellement constant envisagé. Done par définition, le foncteur c de
(8.4.1) induit une équivalence de C avec la sous-catégorie pleine de
Ind(C) formée des ind-objets qui sont essentiellement constants, cette
Sous-catégorie &tant 1'image essentielle du foncteur c¢ .,

Evidemment un ind-objet constant est essentiellement constant,
l'inverse n'étant vrai que dans le seul cas, trivial, ol C est vide ou

une catégorie ponctuelle,

8.5, Limites inductives filtrantes dans Ind(C)

Proposition 8.5.1. Soit C une U-catégorie, Dans Ind(C), les petites

limites inductives filtrantes sont représentables, et le foncteur canonique

(8.2.4,8)

L : Ind(C) ——= ¢

Y commute,
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Compte tenu du fait que L est pleinement fid2le, les assertions

de la proposition équivalent 2 la suivante :

Corollaire 8,5.2, Toute petite limite inductive filtrante (dans C) de

préfaisceaux ind-représentables est ind-représentable,

Cela résulte facilement du critére 8.3.3 (ii). Le détail de

la vérification est laissé&e au lecteur,

8.5.3. Le cas "tautologique" de limites inductives filtrantes dans Ind(C)
est celui ol on part d'un ind-objet essentiellement petit X = (Xi}iEI
de C ., On a mlors, dans C donc aussi dans Ind(C) (ou dans C) :

(8.5.3.1) X = lim X, :

il
On fera attention, en écrivant cette formule, qu'il ne s'agit pas d'unec
limite inductive dans C, et que m@me lorsque cette dernidre existe, elle

n'est pas isomorphe dans Ind(C) a X : en effet, le foncteur canonique

(8.4.1) e: € —> Ind(C) ne commute pas en général aux limites inductives

filtrantes, (Cf. 8.5.5 ci-dessous,)
Pour obvier a cette possibilité de confusion dans 1'éeriture

de (8.5.3.1), "certains auteurs" ( = P, Deligne) préférent 1'écrire

{(8.5.3.2) X ="lim" X

P >

le r8le des guillemets &tant d'indiquer que la limite inductive est prise
dans une catégorie de Ind-objets Ind(C), Par extension, il y aurait lieu
alors de dénoter par "lim" toute opération de limite inductive dans Ind{(C)
(szns que les composants du systéme inductif envisagé dans Ind(C) soient

nécessairement dans 1'image, ou 1'image essentielle, de c: C — Ind{C)).
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8.5.4. Pour calculer 1la limite inductive ou projective d'un foncteur
(8.5.4,.1) = 1 J——=> Ind(C) )

ot J est maintenant une catégorie quelconque, il est souvent commode

d'expliciter oo 2 1'aide d'un foncteur
(8.5.4.2)  : JxI —>C

»

o I est une catégorie filtrante essentiellement petite, ou de préférence

petite. Un tel § définit en effet un foncteur
ir— (i —> 3(j,i)) : J —> Hom(I,C) 3

d'ol, en composant avec la fl2che canonique (8,2.6.1) Hom(I,C) —> Ind(C),

un foncteur
(8.5.4.3) it— (1 rH— %(j,i)) : J — Ind(C) .

On pourra dire que % est une expression indicielle de @ , indexée par la

catégorie (filtrante) I , si le foncteur correspondant {(8.5.4.3) est

isomorphe & © . Nous étudierons plus bas (8.8) des conditions générales
d'existence d'une expression indicielle pour un foncteur o donné, et
nous bornerons ici & partir d'un fonecteur u donné sous forme indiciellsz
(8.5.4.3), dans le cas ot J est une petite catégorie filtrante, pour
indiquer dans ce cas le calcul de "EEE: o = HEEE; (i) . La formule
(8.5.3.2), et la formule d'associativité des 1imites inductives (2.5.0)

donne azlors immédiatement le "calcul tautologique" de "lim" o :

—_—
(8.5.‘&.&) nlimll m = lllimn ‘i 5
J J®I
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i.e.

(B.5.4.5) "lim" (i —> &(j,1i)) = "lim" &(j,i) 2

Ainsi, le systéme inductif cherché n'est autre que % lui-m@me (la catégorie

d'"indices étant JXI, qui est bien filtrante puisque J et I le sont).

Exercice 8.5.5. Soit C une U-catégorie

a) Prouver que les conditions suivantes sont €équivalentes :

(i) Dans C les petites limites inductives sont représentables,
et le foncteur c: C —> Ind(C) y commute.

(iii) Le foncteur c est une &quivelence de catégories.

(ii) Dans C les petites limites inductives sont représentables,
et pour tout X € Ob C, le foncteur Y —> Hom(X,Y) commute aux dites
limites.

(iv) Les petites limites inductives filtrantes sont repré-
sentables dans C, et le foncteur lim ¢ : Ind C —> C (cf. 8.7.1.5)

est pleinement fidéle (ou encore, une é&quivalence).

b) Si C est une catégorie finie, prouver que les conditions
précédentes €quivalent a la suivante : pour tout projecteur dans C (10. ),

1'image est représentasble dans C .,

8.6, Extension d'un foncteur aux ind-objets

8.6.1. Soit

(8.6.1.1) £: ¢c—= '
un foncteur entre U-catégories. Pour tout ind=objet

s T oe——2 O

99



- - I

de C (I une catégorie filtrante), le foncteur composé ferp est un ind-objet

de C', noté aussi Ind{f)(x). En notations indicielles, si ¢ est écrit

sous la forme X = <xi)i61 , on obtient
(8.6,1.2} Ind(f)(xi}ie 1 (f(xi))iEI .

Soit I?(Yj)jej un deuxiéme syst2me inductif de C ., On trouve alors unc

application évidente, éganlement notée u — Ind(£)(u) :

(8,6.1.3) Hom(X,Y) = lim 1lim Hom(X_ ,Y¥.) —>
Cp s e Sy 3

i J

Hom(Ind(£)(X), Ind(£)(Y)) = lim lj.m Hom(f(}(i),fij)) ’

On constate immédiatement que ces applications sont compatibles avec la
composition des morphismes de ind-objets, en se référant a la formule
non écrite de composition des morphismes de ind-objets (8.2.5). On a
ainsi obtenu, pour tout univers V, un foncteur

(8.6.1.4) Ind(£f) : Indv(C,EJ — Indv{c',g)

(notations de (8,2,4,5)), et en particulier un foncteur

(8.6.1.5) Ind(f) : Ind(C) —= Ind(C') ,
5i on a2 un deuxi2me foncteur

g & gt —> "

on a évidemment une identité de foncteurs entre catégories Ind

(ou IndV s, au choix) :

(8.6.1.6) Ind(gf) = Ind(g)esInd(£)

>
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et pour C' = C, on a la sempiternelle formule

(8.6.1.7) Ind(id ) = 1d; .0y -

De facon imagée, on peut donc dire que la catégorie Ind(C) dépend foncto-
riellement de C (de fagon covariante) (¥). Nous laissons au lecteur le
riellement <€

soin d'expliciter méme une dépendance 2-fonctorielle, en définissant,

pour tout couple de U-catégories C,C' , un foncteur canonique

(8.6,1.8) Ind(£) : Hom(C,C') — Hom(Ind(C), Ind(C'))

et en précisant les nature fonctorielle des isomorphismes identiques

(8,6.1.6) et (8.6.1.7).

8.6.2., Reprenons le foncteur (8.6.1.1), et considérons le foncteur

correspondant (5,1)

(2}
[eF]

(8.6.2,1) £y =&

et le diagramme de foncteurs

Ind(C) ind(£) Ind(C')

L L
(8.6.2.2) .

Cl

-~

C g

-

o

ot les fleches verticales désignent les foncteurs canoniques L de (8.2.4.8),
Comme le foncteur £, "prolonge f " et commute aux limites inductives
(5.4.3), et que les foncteurs Lc et LC' commutent aux patites limites

inductives filtrantes (8.5.1), il résulte de (8,5.3,2) que pour tout

ind=-cbjet (Ki}iel de C, on a dans €' un isomorphisme canonique

(*) Pour une dépendanme contravariante, sous certaines conditions, cf. &.11,
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)

=== I

f._(Lctcxi)iﬂ)) = lim f:LC(xi) - lim LC,E(}:i} = LC'{f{xiJiE

i.2, un isomorphisme canonique

LC(_}E) == LC,(Ind(f)(E)) .

On laisse au lecteur le soin de vérifier que ce dernier est fonctoriel,

i.e., qu'il correspond & un isomorphisme canonique

(8.6.2.3) £,L. = L cInd(f) .

En d'autres termes, le carré (8.6.2.2) est commutatif 34 isomorphisme

canonique prés. Compte tenu du fait que £, commute aux petites limites

inductives, et de 8,5.1, on conclut de ceci :

Proposition 8.6.3. Soit f: € — C' un foncteur entre U-catégories. Alors
Zroposition 20T LD rtoncteur entre U-cat

le foncteur
Ind(£f) : Ind(C) — Ind(C")

commute aux limites inductives filtrantes, De plus, il rend commutatif

le diagramme suivant

C > C!

e Ler

/
Ind(C) *—I-&(fl——p Ind(C') "

ot les flaches verticales ¢ » Sgr Sont les foncteurs canoniques (8.4.1).

La dernigrc assertion est trivizle sur les définitions, et a &té
mis pour la commodité des réfirences. Noter d'ailleurs que les propriétés

énoncées dans 8.6.3 caractérisent le foncteur Ind(f) 2 isomorphisme unique
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prés, comme &tant induit par le foncteur £, (8.6.2.1), comme il résulte

de la démonstration qu'on vient de donner de (8.6.2,3),

Proposition 8.6.4. Les notations sont celles de 8.6.3.

a) Pour que Ind(f) soit fid2le (resp. pleinement fidéle),

i1 faut et il suffit que f le soit,

b) Pour que Ind(f) scit une équivalence de catépories, il

faut et il suffit que f soit pleinement fideéle, et que tout objet de c!

soit isomorphe & un facteur direct (10.6) d'un objet dans 1'image de £ .

Démonstration. a) La nécessité résulte évidemment du fait que f est
induit par Ind(f)., Pour la suffisance, il suffit d'utiliser la forme
(8.6.1.3) de Ind(f) sur des ensembles Hom(X,Y), en se rappelant que
les limites inductives filtrantes d'ensembles, et les limites projec-
tives quelconques, transforment monomorphismes en monomorphismes, isomor-
phismes en isomorphismes.

b) ©Cn peut supposer déja g donc Ind(f) pleinement fideéle.

Comme tout objet de Ind(C') est une petite limite inductive filtrante

d'objets de C', la pleine fid2lité de Ind(£f) implique que pour ce foncteur
soit essentiellement surjectif, il revient au méme que tout objet X' de

C' soit dans 1'image essentielle. Or si on a un isomorphisme
»

X' == Mim"£(X,)
e i

cet isomeorphisme se factorise par un des f(xi}, ce qui montre que X' est
un facteur direct de f£(X.,), ce qui prouve la nécessité dans b). Pour la
L

suffisance, utilisant la pleine fidélité de Ind(f), elle résulte aussitdt du

o —
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Corollaeire 8.6.5. Dans Ind(E) les images de projecteurs (10.6) sont

reprisentables, et le foncteur Ind(f) : Ind(C) —> Ind(C') commute 2

la formation desdites images,

Cela résulte en effet du fait que dans Ind(C) les petites
limites inductives filtrantes sont représentables (8.5.1) et que Ind(f)
y commute (8.6.3), compte tenu que 1'image d'un projecteur p: X —> X
s'interpréte comme la limite inductive d'un systéme inductif filtrant
index& par IN

p P
E—2E—X—> .....

ou au choix, comme limite inductive du foncteur qu'on devine sur 1la

catégorie filtrante P ayant un seul objet, et une flache non identique

T telle que ﬂ2= m.

8,7. Le foncteur lim: : Ind(C) —=> C . Caractérisations universelles de

la catégorie Ind(C).

8.7.1. Reprenons une U-catégorie C, et le foncteur canonique

(8, 7.1 1) ¢ C—= Ind(C) .
Seit §_=(Ki}iel un objet de Ind(C), Il résulte immédiatement de la dé&fi-
nition des limites inductives représentables (2.1, 2.1.1) que lim xi

i

est représentable dans C si et seulement si l'adjoint & gauche de ¢

est défini en X, et gque dans le cas lim Xy (caleculé dans C) n'est autre

que la valeur en X dudit afjoint A gauche :

E?.j.1.2} Homc( }iﬁ;xg , Yy = Homlnd(C)( {xi)iEI , e(¥)) i
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8i on désigne par

(8.7.1.3) Ind(C)' = Ind(C)

1a sous=catégorie plcine de Ind(C) formée des ind-objets de C gqui admettent

une limite inductive dans C, il résulte de l'observation précédente que

cette sous-catégorie est strictement pleine, et que 1'on a un foncteur

canonique

(8.7.1.4) lim, : Ind(C)' —>cC

dont la valeur en chaque objet (xi)iEI de Ind(C)' est sa limite inductive
dens C . Dans le cas particulier ot dans C les petites limites inductives

filtrantes sont représentables, on obtient donc un foncteur naturel

(8,.7.1.5) lim_, : Ind(C) —— C .

8.7.1.6. Bien entendu, on peut définir les foncteurs précédents égale-
ment sur des catégories du type Indv(C,E)' 5 Indv(c,g), mais,compte tenu
de (8.2.4,6), ils sont déja déterminés (3 isomorphisme unique prés) par

la connaissance des foncteurs précédents, correspondants au cas v =1,

8.7.1.7. De la construction précédente de lim., comme un foncteur adjoint

C

a gauche, il résulte immédiatement que ce foncteur commute aux limites

induetives quelcongques, et en particulier aux petites limites inductives

filtrantes (ces dernires étant représentables dans Ind(C) (8.5.1)).
Notons aussi que Ind(C)' contient toujours 1l'image essentielle de ¢
(formée des ind-objets essenticllement constants), et que 1'on a2 un

isomorphisme cancnique fonctoriel en X € ob Ind(C)' :
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(8.7.1.8) lim, c (X) = x
—n

i.¢., dans le cas favorable o C est stable par petites limites inductives,

on 2 un isomorphisme canonigque

(8.7.1.9) limc°c — idc i

8.7.2, Considérons maintenant un foncteur

(8.7.2.1) f: C——>E .
ot E est une U-catégorie on les petites limites inductives sont repré-
sentables, de sorte qu'on a un foncteur
lif’;ﬁ: ¢ Ind(E) —> E “
Comme on a défini é&galement (8,6)
Ind(£) : Ind{(C) —= Ind(E) 5
on peut considérer le composé

(8.7.2.,2) £ = lige.°Ind(f) : Ind(C) —>E ,

qu'on appelle parfois le prolongement canonique de f aux ind-objets (mais

qu'on se gardera de confondre avec Ind(f) !). Comme composé de deux
foncteurs commutant aux petites limites inductives filtrantes (8.6.3,
8.7.1.7), ce foncteur lui-m®me commute aux petites limites inductives
filtrantes. De plus, il résulte de 1'isomorphisme (8.7,1.9) appliqué

& E, et de (B.6.2.3), que ?'E:clonge f a isomorphisme prés, i.e. qu'on

a2 un isomorphisme canonique

(8.7.2.3) foe, = ¢ .

90

106



- 91 - 1

Il est assez clair d'ailleurs, compte tenu du fait que tout objet de
Ind(C) est petite limite inductive filtrante d'objets de C, que les
deux propriétés précédentes caractérisent encore ?, a isomorphisme
unique prés, On peut préciser ce point pour obtenir en m@me temps une
caractérisation universelle, & équivalence prés, de Ind(C) parmi les

U-catégories E ol les petites limites inductives filtrantes sont repré-

sentables. Si E et F sont deux telles U-catégories, désignons par

(8.7.2.4) Hom(E,F)' € Hom(E,F)
la sous-catégoriz pleine de Hom(E,F) formée des foncteurs qui commutent

aux petites limites inductives filtramtes, On 2 alors :

Proposition 8.7.3, Soit C une U-catégorie, et utilisons la notation

ci-dessus (8.7.2.4)., Alors le foncteur canonique

ce * C —> Ind(C}

est 2-universel parmi les foncteurs de source C et de but une U-catégorie

2 petites limites inductives filtrantes représentables. En d'autres

termes, Ind(C) est une telle catégorie (8.2.5, 8.5.1), et si E est une

telle catégorie, le foncteur

(8.7.3.1) g —> gec, : Hom(Ind{(C),E)' —> Hom(C,E)

G

est une &équivalence de catégories.

Pour prouver ce dernier point, il suffit de vérifier que
1l'application £ —=> f définie par (8.7.2.2) peut se préciser par un

foncteur
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(8.7.3.2) fr—> f = li%-lnd{f} ¢ Hom(C,Z) —> Hom(Ind(C),E)}'
=3 Loiiiy Hom

et que ce dernier est zusi-inverse de (8,7.3,1). Le détail de la vérifi-
cation, essentiellement triviale, est laissé au lecteur. On peut aussi
invoquer 7.€ pour conclure d'abord que (8.7.3.1) est pleinement fidale,

et (8.7.2.3) pour conclure gu'il est essentiellement surjectif,

6.7.4. Reprenons un foncteur entre U-catégories

(B.7.46.1) f: C—>E s
ol E est une U-catégorie oi les petites limites inductives filtrantes

sont représentables, d'ol un foncteur

(8.7.4.2) £ (X)), —>1im £(X.) : Ind(C) —>E .
S 2 o : i

Nous nous proposons d'étudier des conditions sur f qui assurent que f
@st pleinement fidele, resp. une équivalence de catégories, Comme £ est

isomorphe au composé Toc et que ¢, : C—> Ind(C) est pleinement

Lol [

fideéle, on voit que pour que F soit pleinement fid2le, il faut gque f

le soit, Quitte & remplecer C par son image essentielle dans E, on voit
donc qu'on ne perd pas en généralité, essentiellement, en supposant

que f est le foncteur d'inclusion d'une sous-catégorie C de E, ce

que nous supposerons par la suite, pour simplifier les notations.

Proposition 8.7.5. Les notations sont celles de 8.7.4,

a) Pour que le foncteur f soit pleinement fidéle, il faut et

il suffit que l'on ait :

(i) Tout objet X de C satisfait & la condition suivante :

(PF) Pour tout petit systéme inductif filtrant (Yi)iEI dans C,

T A
f >

'_4
o
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de limite inductive lim Yi dans E, 1'application canonique
i

(8.7.5.1) lim Hom(x,Yi) —> Hom(X, lim Yi)
;4 i

est bijective.

b) Pour que le foncteur F soit une équivalente de catégories,

i1 faut et il suffit que C satisfasse la condition (i), et les deux

conditions suivantes :

(ii) C est une sous=-catégoriec de E génératrice par &épimor-

phismes stricts (7.1).

(iii) Pour tout objet X de E, la sous=-catégorie pleine CIX de

EfK , formée des cbjets X' au-dessus de X de source dams Ob C, est

filtrante et essentiellement petite.

La condition (iii)est vérifiée en particulier si C est équi-

velente & une petite catégorie, et si les limites inductives finies dans

C sont représentables et le foncteur d'inclusion f£f: ¢ —> E y commute

(i.e. pour toute catéporie finie J et tout foncteur  : J —> C la limite

inductive de fw est représentable et est isomorphe dans E 2 un objet de C).

Démonstration. a) Avec les notations de la condition (i), si Y désigne
le ind-objet (Yi), ¥ le ind-ocbjet constant défini par X, alors (8.7.5.1)
n'est autre que 1'application cancnique

Hom(X,Y¥) —> Hem(E(X),E(Y))

donc si f est pleinement fidéle cette application est bién bijective.

Réci quement 1 X = (X
iprogquement, si X ( j;jEJ

et Y = (Yi)i sont deux ind-objets

€1
quelconques de E, zlors l'application u : Hom(X,Y) —> Hom(?(ﬁ),?(!)}
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est la limite projective sur j des applications
uj : vafzj»z) —_— Ham(ffﬁj),xﬁ, of Ej est le ind-objet constant de
valeur xj ; donc u est bijective si les uj le sont, et (i) implique
donec que T est Pleinement fidale,

b) Supposons (i), (ii), (iii) vérifiées, et prouvons que £
€St une équivalence. Il reste 2 prouver qu'il est essentiellement

surjectif, donc que tout X £ ob E est dans 1'image essentielle. Or

1'hypothése (ii) signifie que lim Z —> X est un isomorphisme, et

Cc
/X
(iii) que 1a catégorie CKK est filtrante et essentiellement petite,

donc X est 1l'image du ind-objet de E défini par le foncteur naturel

Cfx —> E ., Inversement, supposons que f est une €quivalence, donc

en vertu de a), il reste 3 vérifier (ii) et (iii), On peut Supposer que
E = Ind(C), C é&tant identifiée a 1la sous-catégorie c(C) de E . Mais

on sait (8.3.3 (ii)) que pour tout X € Ind(C), identifié si on le
désire au foncteur F sur G° qu'il ind-représente, C/X = CfF est une
catégorie filtrante essentiellement petite (ce qui prouve (iii)) et

Que la limite inductive dans ¢ du foncteur CIF — ¢ est F . A fortiori,
il en est ainsi dans 1ga Sous~catfgorie pleine E de © » Puisque F=X est
dans E, ce qui prouve (ii). Reste & prouver la derni2re assertion de b).
Or 1l'hypothése faite sur C implique évidemment que dans la catégorie C 3

les limites inductives finies sont représentables, a fortiori la catégorie

CIK est filtrante,
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Remarque 8.7.5.2. Le raisonnement qu'on vient de faire montre plus

généralement que lorsque la condition (i) est vérifiée, alors 1l'image

essentielle du foncteur pleinement fidzle F (B.7.4.2) est formée des

X € ob E tels que la catégorie C; soit filtrante et essentiellement petite

X

(condition automatiquement satisfaite si C satisfait les conditions énoncées

2 la fin de b)), et que la limite inductive du foncteur canonique

{6 —= E soit X .

/X

Corollaire 8.7.6. Soit E

PF la sous-catégorie pleine de E formée des

objets satisfaisant la condition (PF) de 8.7.5 a). Alors pour tout

foncteur J —> EPF , J une catégorie finie, gui admet une limite induc-

tive X dans E, on a X € ob EPF . Le foncteur canonique
. F 55 . : 2
(xi)iez —s lsz xi déduit de 1'inclusion g : EPFC——a E
g i S
(8,7.6.,1) g Ind(EPF) E

est pleinement fidéle, et si dans E les limites inductives finies sont

rerpésentables et si EPF est €quivazlente & une petite catégorie, alors

1'image essentielle du foncteur f est formée des objets X de E tels

que le morphisme canonigque 1im . Y —= X soit un isomorphisme. Si
(Epp) /x
on suppose de plus que la sous-catégorie E

de E est pénératrice par

PF

épimorphismes stricts (7,1), alors le foncteur (8.7.6.1) est une

équivalence de catégories,.

Tous les faits sont évidents, dans l'ordre o ils sont donnés,

L compte tenu de 8,7,5, en utilisant 2,8 pour la premiére assertion.
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Corollaire B.7.7. Supposons que dans E les limites inductives finies

soient représentables. Soit C une sous-catégorie pleine de E, &quivalente

a2 une petite catéporie, et considérons le fonctaur (Ki)i; —3 1im X,

E i
i

I

(8.7,7.1) f i Ind(C) — E .

Soit EPF comme dans 8.7.6. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le foncteur f : Ind(C) —> E est une équivalence.

(ii) La catégorie C dans E est génératrice par épimorphismes

stricts, contenue dans E » et tout objet de EPF est isomorphe dans E

PF

(ou dans EPF s cela revient au m@me (8,7.6)) 2 un facteur direct 4'un

objet de C ,
Lorsque la sous-catégorie C de E est stable par facteurs
directs (10. 6), les conditions précédentes équivalent encore aux

suivantes

(ii bis) C = Epp » et C est génératrice dans E par épimor-

phisme stricts,

(iii) La sous=catégorie ¢ de E est génératrice par épimor-

phismes stricts, contenue dans EPF s et les limites inductives finies

¥ sSont représentables.

Lorsque de plus dans E les limites inductives finies sont

représentables, ces conditions équivalent aussi 2

(iii bis) L2 sous—catéporie C de E est génératrice par &pi-

morphismes stricts, contenue dans EPF » et stable dans E poar limites

inductives finies (ou ce gui revient au méme, par sommes finies, et

par conoyaux de doubles fléches).
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On sait déja (8.7.5) que la condition (i) implique que
cc EPF , et que C est génératrice par épimorphismes stricts ; prouvons
aussi qu'alors tout objet X de EPF est isomorphe & un facteur direct
d'un objet de C . En effet on sait que X est ume limite inductive
filtrante 1lim X, dans E d'objets de C, et par définition de E , on
?l PF
voit que pour i convenable 1'homomorphisme canonique Xi —= X admet

un inverse 2 gauche, de sorte que X est bien facteur direct de l'objet

X, de C ., Cela prouve que (i) :ZZQ(iiJ (sans hypoth&se sur C ni E,
-

d'ailleurs). Prouvons (ii) __4>(i). Comme C est équivalente 2 une
petite catégorie et tout objet de EPF est facteur direct d'un objet
de C, on voit que EPF est Sgalement équivalente & une petite catégorie,

donc en vertu de 8.7.6 le foncteur (8,7.6.1) est une équivalence de

catégories, et on conclut gra3ce a 8.6.4 b) appliqué a 1l'inclusion o EPF .

Lorsque tout facteur direct dans E d'un objet de C est dans C,

il est clair gue (ii)<—>(ii bis), D'autre part {ii bis) implique (iii)

resp. (iii bis) en vertu de £,7,6. Enfin, (iii) (et a fortiori (iii bis))

implique (i) en vertu de 8.7.5. Cela ach&ve la démonstration.

Exercice 8.7.8. (Enveloppes de Karoubi). Soient C une U-catégorie,

E = Ind(C), et Epp = C la sous—catégorie pleine de E définie dans 8.7.6.

a) Prouver que dans Enp les images de projecteurs sont repré-

sentables, et que tout objet de E?F est facteur direct d'un objet de C .,
b) Appelons karoubienne une catégorie F dans laquelle les

images de projecteurs sont représentables. Soit alors

g C—>K

7
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un foncteur pleinement fidéle, tel que K soit karoubienne et que tout
objet de K soit facteur direct d'un objet de l'image de C . Prouver que
© est 2-universel parmi les foncteurs de C 3 valeurs dans des catégories
karoubiennes, de fagon précise : pour toute catégorie karoubienne F,

le foncteur

g > geo : Hom(K,F) —> Hom(K,F)
est une équivalence de catégories. (On utilisera le fait que tout foncteur
commute aux images de projecteurs.) La catégorie K munie de @, déterminée

2 équivalence prés (elle-mlme déterminée a4 isomorphisme unique pras)

par les propriétés précédentes, s'appelle 1l'enveloppe de Karoubi ¢ de C a

(Comparer aussi IV 7.5.)

c) Déduire de a) et b) que Ind(C)PF , munie du foncteur
cC —> Ind(C)PF induit par c: C —> Ind(C), fait de Ind(CJPF une
enveloppe de Karoubi de C .

d) Montrer que tout foncteur f: C — Q' se prolonge de fagon
essentiellement unique en un foncteur ?: E:——b E' des enveloppes de
Karoubi, et que si on prend ces enveloppes de Karoubi comme dans e),
¥ est le foncteur induit par Ind(f) : Ind(C) —> Ind(C'). Montrer que
les conditions de 8.5.4 b) équivalent encore 2 la suivante : T est une

équivalence de catégories,

Exercice 8.7.9. Soit E une U-catégorie.
a) Montrer que les conditions sont équivalentes :
(i) E est &quivalente 2 une catégorie de la forme Ind(C),

avec C une U=catégorie.
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(i bis) Comme (i), avec de plus C karoubienne (8.7.8 b)).
(ii) La sous-catégorie E,. de E (8.7.6) est génératrice

par épimorphismes stricts, et pour tout objet X de E, (E est une

pE’ /%
catégorie filtrante essentiellement petite.

Montrer que si C est une U-catégorie karoubienne telle que E
soit &quiwvalente 2 Ind(C), slors C est équivalente 2a EPF {par une équi=-
valence déterminée 2 isomorphisme unique prds). Btablir une 2-équivalence

entre la 2-catégorie formée des catégories E satisfaisant aux conditions

précédentes et les foncteurs entre icelles commutant aux petites limites

inductives filtrantes, et la 2-catégorie formée des U-catégories karou-

biennes et les foncteurs quelconques entre icelles.
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E est équivalente 2 une catégorie de la forme Ind(C),
ot C est une U-catégorie ot les limites inductives finies sont repré-
sentables.

(i bis) Comme (i), mais avec de plus C karoubienne.

(ii) Les limites inductives finies dans E sont repré-
sentables, la sous-catégorie EPF de E est génératrice par épimorphismes
stricts, et pour tout objet X de E, il existe une petite partie I de

Ob Eop JX telle que tout cbjet de E soit majoré par un objet de T .

PF /X
(Utiliser 8.9.5 b.)
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8.8. Représentation indicielle d'un foncteur J —> Ind(Q)

B.8.1. Soit
P : J—= Ind(C) i.e. ©EOb Hom(J,Ind(C))
un foncteur, C &tant une U~-catégorie, Rappelons (8.5.4) qu'une repré-

sentation indicielle de o est par définition un ind-objet de Hom(J,C)

¥ : I —> Hom(J,C) s
I catégorie filtrante essenticllement petite, dont la limite inductive
dans Hom(J,Ind(C)) scit isomorphe a ¢ par un isomorphisme donmné. Donc
@ admet une représentation indicielle si et seulement si il est isomorphe
2 une limite inductive filtrante essenticllement petite dans Hom(J,Ind(C))
d'objets de 1a sous-catégorie pleine Hom(J,C). Nous dirons que la caté-

gorie J est admissible pour C si tout foncteur © ! J—> Ind(C) admet

une représentation indicielle.

Comme dans Ind(C) les petites limites inductives filtrantes
sont représentables (8.5.1), il en est de meme dans Hom(J,Ind(C)), et
elles se calculent "argument par argument", Par suite, le foncteur

d'inclusion

(8.8.1.1) Hom(J, C) “—> Hom(J,Ind(C))

se prolonge canoniquement en un foncteur
(8.8.1.2) Ind(Hom(J,C)) —> Hom(J,Ind{(C))

(B8.7.2). Les &léments de 1'image essentielle de ce foncteur sont alors
précisément les © admettant une représentation indicielle ; donc dire
que J est mdmissible pour C signifie aussi que le foncteur (8.8.1.2)

est essentiellement surjectif, Signalons & ce propos :

100

116



- 101 - I

Proposition 8.8.2. Si la catégorie J est €quivalente a4 une catégorie

finie, le foncteur cancnique (8.8.1.2) est pleinement fidéle ; donc J

est admissible pour C si et seulement si c'est une équivalence de

catégories.

En vertu de 8.7.5 a) tout revient & prouver que pour tout
petit systeéme inductif filtrant (Cpi)iEI dans Hom(J,C) et tout objet g

de Hom(C,J), l'application canonique

(8.8.2.1) lim Hom(¢,¢i) —> Hom(tp, lim wi)

est bijective, ot lim tp, désigne la limite inductive prise dans
51
Hom(J,Ind(C)). Or, si tw,! sont deux foncteurs J —> C, on a un diagramme
exact d'ensembles, fonctoriel en g et § :
Hom(ep, ) —> I ] Hom(eo(X) , ¥(X)) __i;i i Hom{ep(X),¥(¥) ).
XE0b J fEFL J
f:X = Y
Comme les limites inductives filtrantes commutent aux noyaux de doubles
flaches et aux produits finis, la bijectivité de (8.8.2.1) s'ensuit

quand J est finie. Le cas ou J est équivalente & une catégorie finie

se raméne aussitdt au cas précédent,

Proposition 8.8.3. Soit ¢ : J —> Ind(C) un_ foncteur, avec J équivalente

4 une petite catégorie. Pour que ¢ admette une représentation indicielle,

il suffit qu'il satisfasse aux deux conditions suivantes, et cela est

épalement nécessaire lorsque J est &quivalente 3 une catégorie finie :

a) La catéporie Hom(J,C}lm (formée des flaches de Hom(J,Ind(C)}

de but 5 et de source dans Hom(J,C)) est filcrante,
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b) Pour tout objet j de J, le foncteur

(8.5.3.1) > $(3) Hom(J,cJ!,E—s-:m(j)

est cofinal, i.e. satisfaisant sux conditions F 1), F 2) de 8,1,3,

Démonstration. Supposons a) et b) vérifiées, prouvons que ¢ admet une

représentation indicielle. On peut supposer évidemment J petite, Soit

(&.8.3.2) 1= Hom(J,C);m

qui est une catégorie filtrante par hypoth&se, ct supposons d'abord I
essentiellement petite, de sorte que "l'inclusion" de I dans Hom(J,C)
définit un ind-objet de Hom(J,C), i b—> *i . De plus, on a un homomor-

phisme canonique
(8.8.3.3) li:E:m w9 .

donné argument par argument par 1'homomorphisme

lim #i(j) —> plj) = éim b 4
(i)

déduit du foncteur (8.8.3.1). Comme de dernier est cofinal, on en conclut
que (8.8.3.3) est un isomorphisme, d'of la conclusion. Dans le cas od

on ne suppose pas I essentiellement petite, il suffit de construire une
sous-catégorie pleine essentiellement petite I', telle que (8.8.3.3)

reste un isomorphisme en prenant liT.au lieu de lim . Pour ceci, il
suffit que les foncteurs composés

]
' —>1—>C/ iy
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induits par les foncteurs (8.8.3.1) soient tous cofineuwx, On conclut
glors par le lemme suivant, dont la démonstration est immédiate grace

au critére (8.1.3 b)), et est laissé€e au lecteur :

Lemme 8,8.3.4. Soient I une U~-catégorie filtrante, et

£, : I — 1. (jeI)
b j

une petite famille de foncteur cofinaux de I dans des catégories filtran-

tes essentiellement petites. Alors il existe une sous-catégorie pleine I!

de I qui est filtrante et essentiellement petite, et telle que les

foncteurs induits par les £, soient cofinaux,

]

Prouvons enfin la nécessité dans 8,8,3 lorsqu'on suppose J

équivalente 2 une catégorie finie. Une représentation indicielle de ¢
2 1'aide d'une catégorie d'indices filtrante essentiellement petite I

définit un foncteur ¥

¥
(8.8.3.5) ] — Hom(.]',C)hp
\,\ 1
~ ]
\\ I
tg !
. N g
D Fel3) .

et il suffit de prouver que ¥ et chacun des foncteurs ¢j qui s'en déduit
sont cofinaux : en vertu de 8,1.3 b) il s'ensuivra bien que BEE(J»C);w

est filtrante, et par définition 8.1.1 que 1z flache verticale de (8.8.3.5)
est également cofinale, En vertu de 8.8.2 on peut identifier t© 2 un objet

de Ind(E), ol E = Hom(J,C), et le fait que le foncteur

119




- luas — 1

$: I —=>E,_ ;
L

déduit du ind-objet ¢ de E indexé par 1, est cofinal est un fait général,
qui se vérifie immédiatement & 1'aide des critéres F 1) et F 2) de 8.1.3,
La m@me raison (ob E,p sont remplacés par €, o(j)) montre que *j est

cofinal, ce qui ach2ve la démonstration.

Remarques 8.8.4. 2) Dans le cas ot J est équivalente 2 une catégorie
finie, si ¢ admet une représentation indicielle, on 2 vu que (8.8.3.5)
est un foncteur cofinal, ce qui implique que la catégorie BEE(J’C)iw
est elle-m8me essentiellement petite,

b) Supposons que dans C les limites inductives finies
soient représentables, Alors il en est de méme dans E = Hom(J,C), et
celles-ci se calculent argument par argument, et ce sont également des
limites inductives dans EEE(JaEJ et a fortiori dans Hom(J,Ind(C)).

I1 s'ensuit aussitdt que la condition a) de 8.8.3 est alors automati-
quement satisfaite, et tout revient i regarder la condition b), J'ignore
si elle est automatiquement satisfaite lorsque de plus J est supposée
petite.

Nous en arrivons au résultat principal du présent numéro :

Proposition 8.8.5. Soit J une catégorie &quivalente & une catégorie

finie, et supposons de plus J rigide i.e. que pour tout j € 0Ob J ,

tout endomorphisme de j soit 1'identité. Alors J est admissible pour C

(quelle que soit la U-catégorie C), i,e. tout foncteur J —> Ind(C)

admet une représentation indicielle,
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Quitte a remplacer J par une catégorie é&quivalente, nous
pouvons supposer que J est réduite i.e. que deux cbjets isomorphes de J
sont identiques. Alors J est m@me finie. Nous procédons par récurrence sur
card 0b J, le cas oli ce nombre est £ 0 étant trivial ; nous le supposerons

donc = 1 ., Seit j0 un objet maximal de J, i.e. tel que pour toute fléche

jo —> j, il existe une fléche j —> jc ; compte tenu du fait que J est
rigide, cela implique que jo —> j est un isomorphisme, &t comme J est
réduite, cela implique jo = j . Soit donec J' la sous-catégorie pleine
déduite de J en lui enlevant 1l'objet i, » et J" la sous-catégorie pleine

réduite 3 1'objet jo . La proposition résulte alors du

Lemme 8,8.5.1. Soient J une catégorie finie, J' et J" deux sous=catégories

pleine telles que Ob J = 0b J' U Ob J" , et que pour tout j'€ Ob J' et

J" € 0b J", on a2it Hom(j",j') = ¢ ., Si J' et J" sont admissibles pour C ,

il en ést de mBme de J .

Tout revient A prouver les critdres a) et b) de 8.8.3, ce qui
revient & faire six vérifications élémentaires, savoir les deux dernigres
conditions des catégories filtrantes pour EQE(J’C)fm , et les conditions
F 1) et F 2) pour les foncteurs (8.8.3.1), dans le cas j € Ob J' et
j € Ob J" successivement ; ces derni2res conditions impliquant d'azilleurs
que EEE(J*C}{m est non vide. La vérification assez fastidieuse n'offre
pas de difficulté, et est laissée au lecteur, (Le rédacteur z vainement
cherché une démonstration &légante qui court=-circuiterait ces déplai-

santes vérifications.)
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Exercice 8.8.6. a) Soient J,J' deux catégories admissibles pour C, 1'une
d'elles étant finie., Prouver que JxXJ' est admissible pour C , (Utiliser
B.8.2,)

b) Prouver qu'une petite catégorie discrate est admis-
sible pour toute catégorie C .

¢) Soit J une catégorie satisfaisant les conditions
suivantes : (i) J est rigide, (ii) Ob J est dénombrable, (iii) Pour
deux objets quelconques j,j' de J, Hom(j,i') est fini, (iv) Pour tout
objet j de J, l'ensemble des objets de J qui sont majorés par j i.e.
qui sont source d'une Flache de but j, est fini. Montrer que J est
admissible pour toute U-catégorie C . (Montrer d'azbord qu'on peut
€crire J comme réunion filtrante de sous~-catégories pleines finies Jn 7
telles que tout objet de J majoré par un objet de J“ soit dans Jn 5

Vérifier ensuite les crit2res a), b) de §.8.3.)

Exercice 8.8.7. Nous identifions dans les notations un ensemble ordonné
et la catégorie qu'il définit,

a) Soit C un ensemble ordonné. Soit € 1'ensemble des parties
A de C qui sont filtrantes et telles que x € A et y S x implique y € A ,
Soit L0 : C—> C7 1l'application qui associe 2 tout x € C 1'ensemble
Lo(x) des y € A tels que y £ x . Montrer que L est une application
injective et que l'ordre de C est induit par celui de C™. Pour tout
A € C7, considérons 1l'inclusion f(A) : A —= €, c'est un ind-objet
de C ; pour tout ind-objet g : I —> C de C, soit glp) € C~ 1a partie

de C formée des éléments de C majorés par un €lément de la forme wli).
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Montrer qu'on obtient sinsi deux équivalences quasi-inverses 1l'une

de 1'autre
f,8
Ind(C) «—% C~

transformant le foncteur Lo en le foncteur canonique L: C — Ind(C).

b) Supposons que pour tout x € C, l'ensemble des &léments
majorant (resp. minorant) x est fini, Montrer que tout ind-objet
{(resp. pro-objet) de C est essentiellement constant, et mfme que pour
tout tel ¢ : I —= C (resp.  : I° —> C) il existe un i, €0b1I
tel que le foncteur induit sur I;"i soit constant (i.e. transforme
toute fl2che en un isomorphisme). ¢

c) Prenons CCIN XN formé des couples d'entiers naturels (j,i)
tels que i2j . Montrer que W™ est isomorphe 2 l'ensemble ordonné déduit
de W (didentifié a un sous-ensemble ordonné de W™ comme dans a)) en
lui ajoutant un plus grand &lément o , Montrer que C~ est isomorphe

é‘.l\'o)( N™, Considérons le foncteur
q}:ﬂo—b{:" , o) = (3,=) .

Montrer que : 1) la limite projective de o n'est pas représentable dans
€™ , bien que les limites projectives filtrantes dans C soient repré-
sentables (et soient essentiellement constantes, en vertu de b)).

2) Pour tout foncteur : WO —> C, on a Hom(§,p) = @ , et a fortiori

le foncteur ¢ n'admet pas de représentation sous forme indicielle,
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Exercice B.B.B. Soient X = HNUN 1'ensemble somme de deuk copies de N ,
s la symétrie de X, et pour tout i €N , soit Xi la partie ai+1Ll&i de IV
(ot L; désigne la partie de IN formée des j tels que j<i). Soit C la
sous-catégorie de la catégorie des sous-—ensembles de X, dont les ocbjets
sont les xi s et les fléches les applications entre des Xi qui sont
induites par l'identité de X ou par sa symétrie s, et C~ la catégorie
définie de fagon analogue, mais od on admet de plus 1'objer X .

a) Montrer que Ind(C) est &quivalente 3 C™ s, le foncreur canonique

C —> Ind(C) correspondant 2 1'inclusion C —> C™ . Montrer qu'il
n'existe pas de couple (Y,f) d'un objet Y de C et d'un endomorphisme

f de Y, et de morphisme d'objets 2 endomorphisme de Ind(C) de (¥, £)

dans (X,s).

b) En conclure que si J est la catégorie ayant un seul objet, et en
plus de la flache identique une seule flache d'ordre 2, alors le foncteur

J —> Ind(C) défini par (X,s) n'admet pas de représentation indicielle.

8.9, Propriétés d'exactitude de Ind(C)

Proposition 8.9.1. Soit C une U-catégorie.

a) Les foncteurs canoniquesL (8.2.4.8) et ¢ (8.4.1)

¢ —*—> Ind(c) 2—s ¢

commutent asux limites projectives.

b) Supposons que dans C les limites inductives finies soient

représentables, et que C soit équivalente 3 une petite catégorie. Alors

dans Ind(C) les petites limites projectives sont représentables,
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c¢) Si dans C les petites limites projectives (resp. les

limites projectives finies) sont représentables, alors il en est de

méme dans Ind(C). Soit J une catépgorie qui est finie et rigide, ou

discréte ; si les limites projectives de type J sont représentables

dans C, ce m@me type de limites projectives est représentables dans Ind(C).

d) Les petites limites inductives filtrantes danms Ind(C)

(elles sont représentables en vertu de 8.5.1) sont exacts 3 gauche,

ji.e commutent aux limites projectives fimies.

Démonstration. a) Le fait gue L commute aux limites projcctives résulte
du fait qu'il est pleinement fidéle et du calcul des limites projectives
dans C "argument par argument', qui implique que pour vérifier gu'un
syst@me projectif de morphismes F —> F, (i€1) dans € fait de F ume
limite projective des Fi , 11 suffit de vérifier que 1'assertion ana-
logue est vraie pour les syst2me projectifs d'applications ensemblistes
Hom(X,F) —> Hom(K,Fi}, pour tout X€0b C , Or C < Imnd(C).

Le fait que ¢ commute aux limites projectives résulte formelle-
ment du fait que L y commute, ainsi que le composé Lec : C —> G

b) Compte tenu de a), l'assertion revient 2 dire que toute
limite projective de préfaisceaux ind-représentsbles est ind-représen=-
table, ce qui résulte aussit®t du critére §.3.3 (v), compte tenu qu'une
limite projective de foncteurs exacts i gauche est exact a gauche
(ce qui résulte du fait que "les limites projectives commutent aux

limites projectives'(2.5.0)).
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c) Résulte formellement de la propriété analogue de © 3.3},
et du fait que L est conservatif (&tant plcinement fidele) et commute aux
limites du type envisagé ( a) et 8.5.1). |
d} 11 est bien connu (cf, 2.3) que la représentabilité des l
limites projectives finies équivaut 3 celle des limites projectives

des types

e —

vide , . .
b i
(correspondants 2 des ensembles ordonnés finis particuliers), et celle
des petites limites projectives revient 2 celle des produits et des
limites projectives finies. Donc la deuxig&me assertion faite dans c)
implique la premiére.

Supposons d'abord I fini. Utilisant le résultat 8.8,5 sur 1la

représentabilité des foncteur o : J —> Ind(C) sous forme indicielle (8.5.,4)

(8.2.1.1) @ : IXI ——>C .
l'existence des lim @ est donc un cas particulier du résultat plus

précis et plus général :

Corollaire 8,8,2. Considérons un foncteur ® : J —> Ind(C) donné sous

forme indicielle & (8.9,1.1),J &tant une catégorie finie, Si pour tout

i € 0b I, le foncteur partiel J—> &(j,i) a une limite projective

(resp. inductive) représentable dans C, 2lors © 2 une limite projective

(resp. inductive) représentable dans Ind(C), et on a un isomorphisme
canonique

. " " s
{(8.9.2.1) lim o lim l%m 8(3,1)
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(resp.

(8.9.2.2) lim o -"—-""lim“ lj.m $(j,1i) ) ,

o lim (resp. lim) est calculé dans C,
] i’

Pour la premidre formule, on utilise simplement que dans Ind(C)

les limites inductives filtrantes commutent & aim , eC que c commute

J
a lim (8.9.1 d) et a)) :
J
5 ; o . Ind(C) - . W - S
= " " — " s o~ n 1"
lim o 1;m lim 8(j,1) lim lim 8(j,1) lim lgm #(j,1).

La seconde se prouve de m@me, en utilisant la commutation des limites
inductives de type I aux limites inductives de type J (2.5.0) et le
fait que c commute aux limites inductives de type J, prouvé dans 8.5.4
a) ciwmdessous,
Cas J discret. Ce cas est contenu dans 1'assertion plus précise

suivante :

Corollaire 8.9.3. Soient Ia des catégories filtrantes essentiellement

petites indexées par un petit ensemble A, et pour tout QaEA, soit

Xa) = Xl ), gy un ind-objet de C indexé par I . Seit I la

a o a
catéporie produit des Ia s, et supposcons que pour tout i = (1a)aEAEI s
le produit éEA K(u}i soit représentable dans C . Alors le produit

o 4
UEA X{(a) est représentable dans Ind(C), et il est canoniquement iscmor-

phe 2 1'ind-objet indexé par I donné par la formule

(8.9,3.1) T e X, = "a! (T A, ),

GEA iaET&’ o 1=(i ) ,€1 «ceA o1
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o le produit du deuxi®me membre est le produit calculé dans € . (On

hotera que 1 est filtrant et essenticllement petit, les Ia 1'étant,)

En effet, il est bien connu (et immédiat par réduction au cas
oy on travaille dans la catégorie des ensembles) gque la formule envisagse

est valable quand on calcule les limites dans C. La conclusion résulte

alors du fait que L commute aux limites envisagées (8,9.1 2) 2t 8.5.1).

Remarques 8.9.4. La démonstration donnéede 8.9.2, 8.9.3 montre, plus
généralement, que si pour tout i £ Ob I, l%m 2(j,i) (resp. 1%m g(j,i) )

] J
calculé dans Ind(C) est représentable, alors il en est de meme de lim )

s =
(resp. de lim ¢). Ceci et 1'argument de c) montre que pour une catégorie donnée
3

J provenant d'un ensemble ordonné fini ou discret (ou plus généralement,
qui est Ce-admissible (8.3.1)), les limites projectives (resp. inductives)
de type J sont représentables dans Ind(C) si (et seulement si) pour

tout foncteur ¢ : J —= C, 1la limite projective (resp. inductive) de o
calculée dans Ind(C) est représentable, Dans le cas non respé, cela
signifie 2ussi, en vertu de a), que toute limite projective de type J

de préfaisceaux représentables sur C est ind-représentable,

Proposition 8.9.5. Soit € une U-catégorie.

a) Le foncteur canonique

c: C —>= Ind(C)

est exact 2 droite (donc exact, compte tenu de 8.5.1 2)).

b) Si les limites inductives finies (resp. les sommes finies)

sont représentables dans C, alors les petites limites inductives (resp.

les petites sommes) sont représentzbles dans Ind(C). Soit J un ensemble
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préordonné fini ou discret ; si les limites inductives de type J sont

représentables dans C, il en est de m&éme dans Ind(C).

Démonstration. a) Supposons que dans C on ait X = lim X. , ot J est
37 A

une catégorie finie, X et les Xj dans C, On a alors, pour tout ind-cbjet

e (Yi}iEI de C :

Hom(X,¥) = 1§m Ho-m()(,‘fi) — 1lim Hom Hom(Xj,Yi)

i i 3j
2.8
= 1§m lim Hom(}{j,‘fi) = llj.:rn Ho;n(xj,p 5

et la conclusion voulue résulte de la comparaison des termes extr@mes.

b) ©On a déji noté dams £.5.4 que les assertions faites résul-
tent de a) et de 8.9.2, du moins pour les limites inductives finies,
Pour prouver les conclusions faites dans les cas infinis, on est ramené
au cas des sommes, gui peut s'interpréter comme une limite inductive

filtrante de sommes finies, et on conclut donc gr2ce & 8,5.1.

Remarque 8.9.6. On a déja observé que le foncteur c ne commute pas en
général aux limites inductives filtrantes, donc pas non plus aux sommes
infinies, contrairement & ce qui a lieu pour L: Ind(C) —> E . Par
contre, A l'exception de la commutation aux limites inductives filtrantes
(8.5.1), L n'a pratiquement jamais de propriétés de commutation & quelque
autre type de limites inductives (objet initial, somme de deux objets
conoyaux de doubles fléches), Ainsi, si C admet un objet initial GC ,

qui est donec objet initial de Ind(C) en vertu de a), ¢ n'est jamais

C

objet initizl de C (i.e. identique au préfaisceau constant de valeur @),

puisque Hom(dclﬁc) # ¢ 1
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Proposition 8.9.7. Soit

£ : C—> (!

un_ foncteur entre U-catégories, et soit J une catégorie finie et rigide

(8.8.5)., Si les limites inductives (resp. projectives) de type J sont

LY

représentables dans C et si f y commute, alors Ind(f):Ind(C) —> Ind(C")

commute &palement & ce type de limites.

Cela résulte aussitdt de 8.8.5 et du czlcul 8.9.2 des limites
finies dans une catégorie de ind-objets, pour un foncteur représenté

sous forme indicielle.

Corecllaire 8.9.8. Si dans C les limites inductives (resp. projectives)

finies sont représentables, et si f est exact i droite (resp. 2 gauche)

alors il en est de meme de Ind(f) ; dans le cas non respé, Ind(f)

commute meme aux petites limites inductives quelconques.

La premigre assertion résulte de 8.9,7 . La deuxiéme résulte
de la premi2re, compte tenu que Ind(f) commute aux limites inductives

filtrantes (8.6.3).

Exercice 8.9.9. Soit C une U-catégorie.

a) Supposons que dans C les sommes finies sont représentables.
Montrer que si dans C les sommes finies sont disjointes (resp. universelles)
(cf. II 4,5), alors dans Ind(C) les petites sommes sont disjointes (resp.
universelles),

b) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un

épimorphisme suivi d'un monomorphisme (resp. en un épimorphisme effectif
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suivi d'un monomorphisme, resp. en un épimorphisme suivi d'un monomor-
phisme effectif, resp. un &pimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme
effectif). Montrer que Ind(C) satisfait 3 la mPme proprieté.Dans le
dernier cas respé, on conclut donc que tout épimorphisme de Ind(C) est
cffectif, tout monomorphisme de Ind{(C) est effectif, tout bimorphisme
de Ind{(C) est un isomorphisme ; montrer que dans ce cas tout épimorphisme
(resp. monomorphisme) de Ind(C) peut se représenter par un systéme induec-
tif d'"épimorphismes (resp. de monomorphismes) de C. Si on suppose de
plus que dans C tout épimorphisme (resp. tout monomorphisme) est
universel, la méme propriété est vraie dans Ind(C).

c¢) Supposons C additive (resp. abéliemne),alors Ind(C) l'est
également.

d) Soient X = ”-%E; Xi un ind-objet de C, R —% X une relation
d'équivalence dans X, Pour tout i € Ob I, soit Ri :=:3Ki la relation

d'équivalence dans X. (considéré comme objet de Ind{(C)) induite par R

i
via xi —> X . (On suppose que le produit f£ibré Ri . RxXXxxixxi dans
{Ind(C})A est représentable par un objet de Ind(C), ce qui est le cas
si dans C les limites projectives finies sont représentables.) Montrer
que pour que R soit effective, il suffit que les Ri le soient.

e) Soient X un objet de C, R une relation d'équivalence dans
c(X) i.e., dans X considéré comme objet de Ind(C), Supposons que dans
C les produits fibrés soient représentables. Pour que R soit effective,
il faut que R soit de 1z forme "{%T: Ri s ol les Ri sont des relations

d'équivalence dens X (regardé comme un objet de C), et cette condition
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est suffisante si on suppose que dans G les relations d'équivalence
sont effectives,

f) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un
épimorphisme effectif suivi d'un monemorphisme effectif, ot que les
limites projectives finies soient représentables, Soit X un objet de
€, et R un sous-objet de XxX, regardé comme &lément de Ind{C). Eerivons
R sous lz forme "l;g; Zi s ©u (Zi)iEI est une famille filtrante crois-
sante de sous-objets de XxX dans C (c'est possible grace a b)). Montrer
queé pour que R soit une relation d'équiveslence dans X, i1 faut et il
suffit que pour tout icoOb I, existe un j€0b I qui contienne s(zi) et
ziozi s OO s est la symétrie de XxX,

&) Supposons que dans C les limites projectives finies apinsi
que les sommes finies soient représentables, que toute relation d'équi-
valence y soit effective, et tout morphisme s'y factorise en épimorphisme
effectif suivi par un monomorphisme effectif. Montrer que dans Ind(C) les
relations d'équivalence sont universelles si et seulement si C satisfait
4 la condition suivante :

8T) Pour tout objet X de C et tout sous—objet Z de XxX dans C,
si on définit par récurrence la suite de sous-objets Z, (n =z 0) de Xxx
dans C par 2 =12, z = Sup{Zn,s{Zn),ZnoZn) (le Sup pris dans 1'ensemble
des sous-objets de XXX, qui existe grace aux hypothéses faites sur c);
alors la suite {zn)nzo est stationnaire,

k) Montrer que dans Ind(Ens)), les relations d'équivalence
ne sont pas nécessairement effectives,

* NB. Pour des crit2res pour que Ind(C) soit un topos,

cf. VI 8.9.9 -
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Exercice 8.9,10. Soit C une U-catégorie. Posons Pro(C) = (Ind(c®))°

(cf, 8.11),
a) Supposons que dans C les sommes finies (resp. les petites
sommes) sont représentables, Montrer que si elles sont disjointes
(cf, II 4.5), alors Pro(C) satisfait la mBme condition.
b) Soit J un petit ensemble, tel que les sommes indexées
par J soient représentables dans C, donc aussi dans Pro(C). Soit

(x(aJ)ﬂEJ une famille d'éléments de Pro(C), avec X(a) = "lim" X. .

Montrer que pour que la somme des X(a) dans Ind(C) scit universelle,

il suffit qu'il en soit de mfme pour chacune des familles lim X 5
i ia
o (i) € 11 I_ . En conclure que si dans C les sommes de type J
a’ ael ey

sont universelles, pour gqu'il en soit de m@me dans Pro(cC), il faut et

il suffit que pour toute famille (X(a])ae comme dessus, avec Ia =TI

J

pour tout a€J, l'homomorphisme canonique dans Pro(C)

"lim" 1) X(a), <— "Lim" Ll x(e)
EI o} = IJ acJ ia

soit un isomorphisme. En conclure gque dans Pro({(Ens)) les sommes de

type J sont universelles si et seulement si J est fini,

Exercice 8.9.11. Soit C une U~-catégorie.

a) Soit (Xi — x)iG une famille de morphismes dans C., Montrer

I
que pour qu'elle soit épimorphique dans Ind(C), il suffit qu'il existe
une sous=-famille finie qui soit épimorphique dans C. Prouver que cette

condition est également nécessaire lorsqu'on suppose que dans C toute

famille finie de morphismesde but Xi se factorise en une famille épimor-
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phique, suivie d'un monomorphisme effectif (10.5), (Pour cette
dernigre assertion, soit P 1'ensemble des parties finies de I, ordonné
par inclusion, et soit X! = (X&JJEP le ind-objet formé des images des
sous-familles finies de la famille donnée, enfin soit

X" = xux,x = "Iim" xux}x . Montrer que les deux morphismes canoniques
X =2 X" sont distincts, mais coTncident sur les K& o)

b) Supposons que dans C toute famille finie de morphismes
de m@me but se factorise en une famille épimorphique, suivie d'un
monomorphisme effectif, Prouver que Ind(C) admet une petite sous-catégori=
génératrice par épimorphismes (7.1) si et seulement si € admet une
petite sous=catégorie C' telle que tout objet de C soit but d'une
famille épimorphique finie de source dans C', Lorsqu'on suppose gue
C admet une petite sous-catégorie génératrice ( 7,1), alors Ind(gC)
admet une petite sous—catégorie génératrice par épimorphismes si et
seulement si C est équivalente 2 une petite catégorie, (Pour ce dernier

énoncé, utiliser 7.5.27,

c) Ind((Ens)) n'admet pas de petite sous-catégorie génératrice.

Exercice 8.9.12, Seit € une U~catégorie, et considérons Pro(C)=Ind(c®)°.
a) Montrer que si Pro(C) admet une petite sous-catégorie P!

génératrice par épimorphismes ( 7.1), alors il existe une petite

sous-catégorie C' de C qui est génératrice par épimorphismes dans Pro(C),

(Prendre la catégorie des composants des objets de P'.)
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b) Montrer que la catégorie Pro((Ens)) n'a pas de petite
sous-catégorie génératrice par épimorphismes, (Si C' est comme dans 2),
choisir un ensemble X dont le cardinal majore strictement les cardinsux
des €léments de C', et considérer le pro-ensemble X formé par les
complémentaires dans X des parties de cardinal < card(X), Montrer que
pour tout ensemble Y non vide de cardinal < card(X), on a Hom(Y,X)= @ ,

mais que X n'est pas isomorphe au pro-ensemble constant @ .)

8.10. Motions duales : proobjets, foncteurs pro-représentables

Soit C une U-catégorie. On appelle pro-objet de C tout foncteur

(8.10.1) ©w:1°—>c ,

ot I est une catégorie filtrante essentiellement petite (appelée la
catégorie d'indices), et comme d'habitude 1° désigne la catégorie
opposée. Scit V un univers tel que VO U . On fera attention que les
pro—objets de C indexés par des I€ V sont en correspondance biunivoque

avec les ind-objets de ¢® indexés par des I € V, en associant 2 tout

© . 1°=—=c. S'inspirant

tel ind-objet § : I —> c® 1e pro-ocbjet o = ¥
de cette correspondance, on définit "par transport de structure et

renversement des fléches" la notion de morphisme entre pre-objets de C
3 partir de la notion analogue (8.2.4,2), (8.2.5.1) pour les in-objets,

et on définit en conséquence la ceatégorie des pro-objets de C indexés

par des I € V, et un isomorphisme canonique :

(8.10.2) Pro,(C,U) == 1Ind (c°,1)° ;
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pour V=U on parle simplement de la catégorie des pro-objets de C , notée

Prou(C) ou simplement Pro{(C), gqui est donc définie par
(8.10.3) Pro(C) = Pro (C,U) == Ind(c®)® .,

Si deux pro-objets sont donnés sous forme indicielle

(8.10.4) X = (xi}i‘EI 3 Y = (Yj}jEJ R
la formule (8.2.5.1) prend ici la forme
(8.10.5) Hom(X,Y) = lim lim Hom(xi,YjJ -

3 i
Le foncteur (8.4.1) appliqué 2 c® donne, par passage aux catégories

opposées, un foncteur canonique (dénoté par la mfme lettre ¢ s'il n'y

a2 pas risque de confusion), permettant d'identifier C 2 une sous—catégorie

pleine de Pro(C) :

(8.10.6) c: C ——> Pro(C) -
c'est pour avoir un tel foncteur, et non C —> Pro(c)c, qu'on a

"renversé les fl2ches" dans la définition des morphismes de pro-ocbjets
4 partir de la définition analogue pour les ind-objets. Les pro-objets

dens 1'image essentielle de (8.10.6) s'appellent encore pro-cbjets

essentiellement constants.
Posons

(8.10.7) T = (" = Hom(C, (Ens))

b
alors le foncteur (8.2.4.7) peut Btre considéré comme un foncteur

cenonique pleinement fidale
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4
(8.10.8) L: Pro (C,U) —> C Sl

et on trouve en particulier
~
(8.10.9) L: Pro(C) > ° ;

Nous laisserons au lecteur le soin de traduire, au fur et
mesure des besoins, les résultats des sections précédentes et de celles
qui suivent du langage des ind-objets dans celui des pro-objets. Suivant
le contexte mathématique, c'est 1'un ou 1'autre langage qui est le plus
utile, sans compter les cas ot les deux notions s'introduisent simul-
tanément, par exémple lorsqu'il y a lieu de considérer des catégories
complexes comme Pro(Ind(C)) ou Ind(Pro(C)). Nous nous contentons de
donner quelquas indications supplémentaires, pour fixer la terminologie

et les notetions, et préciser le "yoga".

8.10,10., Un foncteur covariant F: C —> (Ens) est dit foncteur

pro-représentable s'il est dans 1'image essentielle de (8.10.9) (ou

8.10.8, cela revient au meme) ; la sous-catégorie pleine de E formée
de ces foncteurs est donc équivalente & Prc{CJa . On préférera géné-
ralement travailler dans la catégorie opposée, image essentielle

en tant que sous-catégorie de (8.10.9), qui est donc équivalente 2
Pro(C) lui-m&me. En accord avec cet usage, il est souvent préférable

de regarder les foncteurs covariants

F: € —> (Ens)

W
CO

comme des objets de Hom(C, (Ens))® , et d'écfire en conséquence la

catégorie des homomorphismes
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X~—>F dans C )

i.e. des couples (X,u) d'un objet X de C et d'un u € F(X), comme

(8.10.11) }F .

Avec cette convention, on trouvera donc un foncteur covariant (foncteur

source)

(8.10.12) i\c — C ;

et 3.4 se récrit sous la forme

(8.10.13) F~=> "Iim" X
AT
f%@)
8.10.14. Le crit2re 8,3.3 appliqué a ¢° devient un critére de proreprésen-
tabilité pour F : 1l faut et il suffit que (F\c)“ soit filtrante et
essentiellement petite, cette derni2re condition étant superflue si C
est équivalente 2 une petite catégorie ; si de plus dans C les limites

projectives finies sont représentables, il revient au méme de dire
que F y commute i.e. est exact a gauche,
8.10.15. Dans Pro(C) les petites limites projectives filtrantes sont

représentables et le foncteur (8.10.9) y commute ; en d'autres termes,

ce foncteur transforme limites projectives en Pro(C) en limites inductives

W W
de C = Hom(C, (Ens), tout comme son composé C —> C° avee (8.10.6), qui
partage avec lui la fAcheuse propriété d'etre contravariant quand on

'
le considdre 2 valeurs dans C. On fera attention que les foncteurs
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pro-représentables de C dane (Ens) sont les foneteurs qui sont des
petites limites inductives filtrantes de foncteurs représentables

(et non des limites projectives, comme la terminologie pourrait éventuel=-

lement le suggérer).

8.11. Ind-adjoints et pro-adjoints
8.11.,1. Seoit

{(8.11.1.1) £ : C—>C!

un foncteur entre U=-catégories, d'ol un foncteur F — Faf

(8.11.1.2) £% : CY —= .

On dit que f admet un ind-adjeoint si le foncteur précédent transforme
foncteurs ind-représentables en foncteurs ind-représentables. Comme f¥
commute aux limites inductives, et que la sous-catégorie pleine de C'
formée des foncteurs ind-représentables est stable par petites limites
inductives filtrantes, il revient au m@me de dire que f admet un
ind-adjoint, ou que £f¥ applique objets de C {(identifié a une scus-catégorie

plaine de C) dans des foncteurs ind-représentables sur C, i.e.

(8,11,1.3) X —> Hom(£(X),¥') est ind-représentable pour tout Y'€Ob C',
Une autre fagon d'exprimer la condition que f admette un ind-adjoint

est de dire qu'il existe un foncteur
(3.11.1.4) g: Ind(C') ——= Ind(C)

qui soit essentiellement induit par f# , i.e. tel qulon z2it un isomor-

phisme de bifoncteurs
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(8,11.1.5) HomInd(C)EK,g(x')) - HumInd(C,}(E(KJ, ¥') i

ol X € Ob C et Y' € Ob Ind(C'), En fait, {1 suffit méme d'avoir un

foncteur

(8,11.1.6) g, ! C! ——= 1nd(c)

et un isomorphisme de bifoncteurs
L] oo ]
(8.11.1.7) HomInd{c)(K,go(Y 1) Hom ., (£(X),¥")

en X € 0b C, Y' € Ob C' , Le foncteur g (resp. go) est évidemment déter-
miné 2 isomorphisme unique prés par f, et inversement on récenstitue f
& isomorphisme cancnique pra2s par la connaissance de ce g (resp. 35}-
Il est clair sur (8,11,1.5) que le foncteur g commute aux limites induc-
tives, et qu'il "prolonge" le foncteur 8, 3 cela le détermine donc 2
isomorphisme unique pras en termes de g, (8.7.2). Le foncteur g, et
parfois aussi le foncteur 8, qu'il prolonge, est appelé le foncteur
ind-adjoint de f (inutile ici de préciser : a droite, car 1'autre,s'il
existe, s'appellera le pro-adjoint, cf. 8.11,5 plus bas),

Bien entendu, lorsque f admet un adjoint 2 droite

ad

£ : C' —= ¢ s

il admet un ind-adjoint g, et celui-ci est isomorphe canoniquement au

prolongement canonique de f aux ind-objets
(8.11.1.8) g < Tna(e®h .

La notion de ind-adjoint est donc une généralisation naturelle de la

notion d' adjoint a droite.
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Considérons maintenant le prolongement canonique
(8.11.1.9) Ind(£f) : Ind(C) —> Ind(C') .

On a aleors :

Proposition 8.11,2, Pour que le foncteur f: C —> C' admette un ind-adjocint,

il faut et il suffit que le foncteur Ind(f) (8.11.1.9) admette un adjoint

2 droite. Ce dernier est canoniquement isomorphe au ini-adjoint (8.11.1.4).

La suffisance et la dernigre assertion sont triviales sur lsa
formule de ind-adjonction (8.11.1.5)., Pour la nécessité, on note que
par passage a la limite projective sur cette formule sur des xi , on

déduit un isomorphisme d'adjonction en les pro-objets X = (Ki)

(8.11.2.1) Homy sy (X » 8(X')) == Hom .00y (Ind(£)(X),X")

cqfd.

Corollaire 8.11.3. Si f sdmet un ind-adjoint, 2lors Ind(f) commute aux

limites inductiwves, et le ind-adjoint g commute aux limites projectives.

Proposition 8.11.4, Pour que le foncteur f: C —> C' admette un ind-adjoint,

il faut que f soit exact 2 gauche, et cette condition est suffisante

lorsque C est &quivalente & une petite catégorie.

Cela résulte du critére (8.11.1.3), et de 8.3,1 et 8.3.3 (iw).
Pour un autre critére en termes de la notion de foncteur

accessible, cf., 8,13.3,
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8.11.5. Considérons maintenant le foncteur Fr— Fef

v W
{8.11.5.1) 2% . 0t —= ¢

induit par F ., On direz quz f admet un pro-adjeint si le foncteur précédent

applique foncteur pro-représentablz en foncteur pro-représentable, i.e.

s'il existe un foncteur {appelé foncteur pro-adjeint de f)

(8.11.5.2) g: Pro(C) —= Pro(c') 3
et un isomorphisme de bifoncteurs
' Lt 1
(8.11.5.3) Homp (o) (8(X"),X) Homy, oy (¥, £(X)) ;

Bien entendu, dire que f admet un pro-adjoint signifie que £9 admet

un ind-adjoint, de sorte que les notions et résultats pour les ind-adjoints
se traduisent trivialement en termes de pro-adjoints, Signalons seulement
que f admet un pro-adjoint si et seulement si Pro(f) : Pro{C) — Pro(C')
admet un adjoint 3 droitz, et que dans ce cas le foncteur g précédent

est un tel adjoint 2 droite de Pro(C) : et gqu'il faut pour ceci que f

soit exact A gauche, cette condition &tant également suffisante lorsgue

C est £quivalente & une petite catégorie. Dans ce cos, £ est donc exact

si et seulement si il admet 2 la fois un ind-adjoint et un pro-adjoint.

Exemple 8.11.6. Considérons le cas d'un foncteur

f : C~—> (Ens) =
§i ce foncteur admet um pro-adjoint, il est pro-représentable, 2t la
AV

réciproque est vraie si et seulement si la sous~catégorie pleine de C

formée des foncteurs pro-représentables est stable par petits produits ;
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c'est le cas en particulier si C est équivalente 2 une petite catégorie
(8.10.14) ou si dans C les petits produits sont représentables (8.9.5 b)
appliquée 2 yag) BOP | peu de choses pras, on peut donc dire que pour un
foncteur £: C —> C', la notion d'existence d'un pro-adjoint est la

généralisation naturelle de la notion de pro-représentabilité de £ ,

qui est définie lorsque C!' = (Ens).

0.12, Ind-objets et pro-objets stricts, Application 3 un critére de

représentabilité

8.12,1, Soit

X
X= (%)
un ind-objet de la U-catégorie C, et soit F le préfaisceau qu'il ind-repré-

sente, On voit alors aussitdt qu'il revient au m&me de dire que les

morphismes canoniques

X, —=>F = "1lim" X.
i - F &

sont des monomorphismes de Ind(C) (ou, ce qui revieat au méme, de c i
i.e. des monomorphismes de foncteurs "argument par argument"), ou de
dire que pour toute fl2che i —» j de I, la fl2che de transition

correspondante
X, —m= X,
3
est un monomorphisme. Lorsque ces conditions sont remplies, et si de

plus I est une catégorie ordonnée, on dit que X est un ind-objet strict.

7

o/
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On notera que cette condition n'est pas invariante par isomorphisme de

ind-objets ; un ind-cbjet sera appelé essentiellement strict s'il est

isomorphe 2 un ind-objet strict. Un préfalsceau sera appelé strictement

ind-représentable s'il est ind-représentable par un ind-objet strict ;

donec F = "l:i.m"}'{:.l est strictement ind-représentable si et seulement si
i

X =(X,).,. est essentiellement strict.
= i“iel

8.12,1.1. Soit F un préfaisceau sur €, et considérons la sous-catégorie
pleine de CfF formée des fldches X —= F de source dans C qui sont des

monomorphismes. On 1'appelera la catéporie des sous-foncteurs représen-

tables de F ; c'est la catégorie associée 2 1'ensemble ordonné des
sous-foncteurs représentables de F, ordonné par l'ordre induit de celui
de l'ensemble des sous-objets de F . Il résulte alors aussitdt des

définitions :

Proposition 8.12,2, Pour que le préfaisceau F sur C soit strictement

ind-représentable, il faut et il suffit que la catégorie (ordonnée) I

des sous-foncteurs représentables de F soit filtrante et essentiellement

petite et que l'on ait

(8.12.2,.1) lim X, ~—=> F =
—-—*)I 2

Lorsque pour tout objet X de C, 1l'ensemble des sous-objets de X dans

C est petit (par exemple si € admet une petite sous-catégorie génératrice

(7.4)), cela implique que la catéporie des sous-foncteurs représentableas

8st mE8me petite,
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8.12.2.2. Si F est strictement ind-représentable, il y a2 donc une fagon
privilégiée de le ind-représenter par un ind-cbjet, et ce dernier est
m@éme un ind-objet strict : on prend ls représentation (8.12,2,1). Un
ind-objet strict Y est dit saturé s'il est isomorphe 2 un ind-objet de
la forme (Xi} figurant dans (8.12.2,1), pour F convenable ; donc il
existe 2 isomorphisme unique pras, un seul ind-objet strict saturé
{somorphe au ind-objet strict donné, savoir celui envisagé dens £.12.2,

en prenant F = 1lim Y (limite dans C).
ilm t

8.12.2.3. Supposons qu'on sache d€ja que l'on puisse trouver une petite
partie cofinale dans 1'ensemble Ob CJIrF . ce qui est le cas en perticulier
si F est ind-représentable ; alors il s'ensuit que lz m2me condition

est vérifiée dans la sous-catégorie pleine I envisagée dans 8.12.2, donc
on peut dans le critdre 8,12.2 omettre la condition que I scit essentiel-

lement petite,

8.12.3. Soit F un préfaisceau sur C, et considérons un objet
a !X —>F

de C{F . On dit que u (ou le coople (X,n)) est minimal si pour toute

factorisation de u en
L}
{8.12.3.1) X 2> x' 25 F

avec p un &pimorphisme strict (10.2), p est un isomorphisme, Considérent

u comme un objet de F(X) (1.4) , dire que u est minimal signifie donc
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145



- 130 = I

™

que tout épimorphisme strict p: X —> X' tel que u & Im(Flp): F(X') —= F(x))
est un isomorphisme. Cette notion s'éclaire par 1la partie a) du lemme

suivant

Lemme 8.12.4, Soit F un préfaisceau sur C .

a) Supposons que F transforme conoyaux €n noysux et considérops
un_morphisme

u: ¥ —3 F

avec X € 0Ob C , Pour que u soit un monomorphisme, il suffit,lorsque dans

C les conoyaux de doubles flaches sont représentables, que u soit

minimal ; cette condition est €également nécessaire si dans C les produits

fibrés sont représentables.

b) Supposons que dans C les lim finies soient représentables.

Pour que le sous-catégorie des sous=foncteurs représentables de F

(8.12,1.1) soit filtrante (pas nécessairement petite) et ait pour

limite inductive F , il suffit que F soit exact & gauche et que tout

morphisme u: X —> F, avec X € Ob C, se factorise en
ul
X——= X' — > F

avec u' minimal ; cette condition est également nécessaire si dans C les

produits fibrés sont représentables,

c) Supposons que C admette une petite sous-catéporie génératrice

(7.1), et que I 1a catégorie des sous-foncteurs représentables de F soit

filcrante, alors I est petite,
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Démonstration, a) Supposons u minimal, prouvons que u est un mono-

morphisme, i.e. que pour toute double-fl2che v,v' : ¥ ——X(X telle que

uv = uv! , on a v=v' . En effet, si X' = Coker(wv,v'), alors u se factorise
L]

en X —B—= %' 2= F (F traonsformant conryaux en noyaux), et comme p

est un &pimorphisme strict par construction, il s'ensuit que p est un
isomorphisme i.e. v=v' ., Supposons que u est un monomorphisme, prouvons
qu'il est minimal, Considérons une factorisation (§.12.3.1) ; comme p
est un épimorphi sme strict, c'est le conoyaux de la double flache

canonique v,v' : KKK,X —=x% X, et comme (u'plv = (u'plv' et que u'p=u

est un monomorphisme, on a v=v' donc p est un isomorphisme,

b) Suffisance : Comme F est exact 2 gauche, CfF est filtrante,
Comme on sait que F = lim X, on est ramené par 8.1.3 ¢) & prouver que
C
/F

la sous-catégorie pleine I de C!F des sous-objets de F est cofinale dans
C/p 3 or em vertu du "il suffit" dans 2), c'est ce qu'assure 1'hypothése
que tout objet de C!F est majoré par un objet "minimel"., Nécessité :
Comme toute limite inductive filtrante de foncteurs exacts 3 droite
est itou, la premi2re condition est trivialement nécessaire. La deuxiéme
résulte alors du "il faut" dans a),.

c) Un scus—foncteur représentable X C—> F de F est connu

quand on connalt la sous-catégorie pleine C'}

] -
% de C /g » OU C est une

petite sous-catégorie génératrice fixée de C . (Utiliser l'hypothése I
filtrante.) Comme CrfF est petite, l'ensemble de ses sous-catégories

pleinesest petitc, d'oli la conclusion.
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Proposition 8.12.5. Soit C une U-cetégorie ot les limites inductives

finies sont représentables, et admettant une petite sous-catégorie géné-

ratrice (7.1). Soit F un préfaisceau sur C . Pour que F soit strictement

ind-représentable, il suffit qu'il satisfasse les deux conditions

suivantes, et celles-ci sont également nécessaires si dans C les produits

fibrés sont représentables :

a) F est _exact 3 gauche.

b) Tout couple (X,u), avec X € Ob C et u € F(X), est majoré
dans C,p P2r un couple minimal (8,12.3), i.e. il existe un couple minimsal

(X',u') (X" € 0b C, u' € F(X)) et . un morphisme £: X —> X' tel que
Xel que

u= F(£)(u'),

Lz suffisance résulte de 8.12.2 et de 8.12.4 b}, ), la

nécessité de 8,3,1 et de 8.12.4 a).

Remarque 8.12.6. Lorsque F transforme sommes amalgamées de C an produits
fibrés, on voit aussit®t que pour un couple (X,u) donné comme dans b),
l'ensemble des quotients stricts X' de X tels que u € Im(F(X') — F(X))
est filtrant décroissant, ce qui implique que si 1l'ensemble des quotients
stricts de X est artinien, alors la condition b) de 8.12.5 est automa-
tiquement satisfaite, Si donc la condition précédente sur X est satis-
faite pour tout objet X de C (on dit aussi alors, parfois, que les objets
de ¢° sont artiniens), alors il résulte de 8.12.5 que F est strictement
ind-représentable si et seulement si F est exact 2 gauche ; dans ce cas,
F est donc strictement ind-représentable dads qu'il est ind-représentable

(8.3.1).
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Corollaire 8.12.7. Scit C une U-catépgorie ol les petites limites pro-

jectives sont représentables, et admettant une petite sous-catégorie

cogénératrice (7.9, 7.13). Alors un foncteur F: C —> (Ens) est repré-

sentable si et seulement si F commute asux petites limites projectiwves,

La nécessité est claire, Pour la suffisance, on applique 8.12.,5
3 la catégorie opposée c® . Pour prouver d'abord que F est (strictement)
pro-représentable, on est ramané A prouver que tout couple (X,u), X € Ob C
et u € F(X), est majoré par un couple "minimal", Or la famille (xi}iEI
des sous-objets stricts de X tels que u € Im(F(Xi) —> F(X)) est petite
(7.5 sous forme duale)., Gr2ce au fait que F est exact & gauche, elle
estcomfiltrante (8,12.6), et grace au fait que F commute aux petites
limites projectives on veit que X' = %m Xi est un plus petit objet de
cette famille, (Utiliser le fait que, F étant exact 2 gauche, transforme
monomorphismes en monomorphismes.) Si u' € F(X') est 1'unique &lément
dont 1l'image dans F(X) est u, on voit alors que (X',u')
est un couple minimal majorant (X,u). Cela prouve que F est pro-repré=-

sentzble, et la conclusion résulte alors du

Lemme 8,12.8.1. Seoit F:C —> (Ens) un foncteur, oii C est une U-catégorie

ot les petites limites projectives sont représentables. Pour gue F soit

représentable, il faut et il suffit qu'il soit pro-représentable et qu'il

commute aux petites limites projectives.
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La nécessité est claire, prouvons la suffisance. Dire que F
est représentable signifie évidemment que ?E admet un élément initial
(en fait, les objets initiaux de ﬂF sont précisément les isomorphismes
F—> X, i,e. les donnfes de représentation pour F). Or F étant prorepré-
sentable,{ﬁgo}est filtrante et équivalente 3 une petite catégorie, donc

X = limo X est représentable dans C, et comme F commute 3 la limite

0o

envisagée, il s'ensuit que ¥ est un objet initial de ﬁQ s cqfd.,

Corcliaire 4.12,8, Les hypoth2ses sur C &tant celles de B,12,7, soit

f: C—> C' un_foncteur de C dans une U-catégorie C' ., Pour que f admette

un adjoint & gauche, il faut et il suffit que £ commute aux petites

limites projectives,

Cela se raméne en effet trivialement 2 8.12.7, en appliquant

cet énoncé aux foncteurs composés de la forme X b—> Hom(Y', £(X)).

Exemples 5.12.9., Comme on a signalé dans 7.13, les hypoth2ses sur E de
8.12,7 et 8.12.8 sont vérifides si C est la catégorie des U-faisceaux
d'ensembles sur un espace topologique X € U (ou plus généralement, sur
un U-site (II 3.0.2)). Donnons un exemple instructif (¥) qui montre que
1'hypotheése d'existence d'une petite sous-catégorie cogénératrice D de
C n'est pas sursbondante dans €.12.7. Prenons pour C la catégorie des
groupes éléments de U . Soit J l'ensemble des classes d'isomorphie de
groupes simples € C, choisissons pour tout j € J un groupe simple Gj
dans la czlsse de j, et soit I l'ensemble ordonnd filtrant des parties

U-petites de J, et pour i € I, soit Ki = E%%—G‘ . Les Xi forment alors
- |

(*) (don » H. BAsSS),
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un systéme projectif (xi)iel dens E, 2 morphismes de transition des

épimorphismes, et le foncteur correspondant

(%) F(x) = 1im Hom{xi,x}

prend ses valeurs dans (U=-Ens) (bien que 1'ensemble d'indices I n'ait
&videmment pas un cardinal € E) ; plus précisément, montrons que pour
toute petite sous-catégorie pleine C0 de C, il existe un io €I tel

que la restriction de F a Co soit représentable par Ki ; ce qui prouvera

2 la fois que F est & veleurs dans U-Ens, et qu'il com;ute aux petites
limites projectives. Pour prouver notre assertion, il suffit de noter

que pour tout X &€0b CO, 12 cardinzl de l'ensemble J(X) des j € J tels
qu'il existe un homomorphisme non trivial de Gj dans X est nécessairement
petit, puisque un tel morphisme est nécessairement un monomorphisme

(Gj étent simple) ; par suite, si i, est la partie de J réunion des J(X)
pour X € ob CO, i_ est petit i.e. io € I, et il fait 1'affaire. D'autre

part il est clair que F n'est pas représentable, puisque on a card I £ o .

De ceci et de 8.12.7 on conclut donc que la catégorie C des groupes € U

n'admet pss ume petite sous-catégorie pleine cogénératrice, Comme 1'objet

Z de C est d'autre part un générateur, il résulte alors de la démonstration
de 7,12 qu'il existe un groupe G 2 deux générateurs qui ne se plonge pas
dans un objet injectif de la catégorie C des groupes € U. Il semble
d'ailleurs plausible que C n'admette pas d'autre objet injectif que

les groupes unités,
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84,13, Foncteurs proreprésentables et foncteurs accessibles

B.,12.1. Dans le présent numérec, nous utilisons quelques notions et
résultats du paragraphe suivant, et notammeat 9.11 et 9.13, pour obtenir
un critére de proreprésentabilité que nous utiliserons (incidemment)
dans IV 8. 16 . C désigne par la suite une U=catégorie satisfaisant

la condition L de 9.1 b), cette condition étant remplie par exemple si

dans C les petites limites inductives filtrantes sont représentables,

Proposition 8.13.2. Scient C comme ci-dessus, et

£ : C—> (Ens)
un_foncteur,

2) Supposons gue chaque objet de C est accessible (9.3). B5i

f est pro-représentzble, f est accessible (9.2) et exact i gauche,

b) Supposons que dans C les limites projectives finies soient

représentables, et que C admette une filtration cardinale (9.12), s8i £

est zccessible et exact & gauche, alors f est proreprésentable,

Démonstration. a) L'hypothése sur C signifie que les foncteurs covariants

représentables de C dans (Ens) sont accessibles. Il en est donc de m@me
de toute petite limite inductive de tels foncteurs (S.6 (i)), done
aussi de tout foncteur pro-représentable,

b) En vertu de 8,3,3 (iii), il reste & prouver que dans
Ob{ﬁgio il ¥ 2 une petite sous-catégorie eofinale, Or par hypothise

il existe un cardinal 71 tel que f soit T=accessible, Scit alors
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(X,ul), u € F(X), un objet de #€ . Avec les notations de 9.12 ¢) on a
alors X = 1lim X. , avec I filtrant grand devant 7 et les X, dans
5 = :
gl = Fil:ﬂ(C}, d'oli F(X) <= lim F(X,). Cela montre que la petite
= i

i
sous~-catégerie (PQ‘}O est cofinale dans (ﬁp)c, et aché&ve lz démonstration.

Corcllaire &.,13.3, Soit C une U-catégorie satisfaisant sux conditions
suivantes :

2) Dans € les limites projectives finies sont représentables,

b) Dens C les petites limites inductives filtrantes sont

représentables,

c) Le foncteur Ker sur la catégorie des doubles Flaches de C

est accessible (par exemple, il commute a2ux petites lim filtrantes).
-

d) Tout épimorphisme strict de C est strict universel (10,2).

e) Il existe une petite sous-catégorie de C génératrice par

Epimorphismes stricts (7.1).

Sous ces conditions, un foncteur f: C —> (Ens) est proreprésentable si

et seulement si il est exact & gauche et accessible (9,2),

En effet, les conditions de 8,13.2 a) et b) sur C sont vérifiées,

en vertu de 9,11 et 9,13 respectivement.

Corollaire 8.,13.4, Soit £: C — C' un foncteur entre U~catégories

satisfaisant gux conditions a) a4 e) de 8.13.3. Pour que f admette un

pro—adjcint, il faut et il suffit que f soit exact 3 gauche et accessible.
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Comme les foncteurs représentables
hY' : X' —> Hom(Y"',X") : C' —> (Ens) sont exacts 3 gauche et
accessibles (9.11), si £ 2 ces mBmes propriétés, il en cst de mlme
de ses composés avec les foncteurs précédents, qui sont donc pro-
représentables par §,13.3, i.e., f admet un proadjoint. Inversement,
supposcons que f admet un proadjcint, et soient C{ une petite sous-
catégoris génératrice de £,7T un cardinal tel que les ¥' € Ob C' soient
Tl=accessibles ; pour prouver que f est T—accessible, il suffit donc de
prouver qu'il en est zinsi de ses composés avec les hY' , ¥Y' € Ob T ;
or par hypothese ces composés sont proreprésentables, donc ils sont
accessibles (8.13.3), donc T=accessibles pourvu qu'on prenne T assez

grand, cgfd.

9. Foncteurs accessibles, filtrations cardinales ct construction de

petites sous-catégories génératrices,

Le présent paragraphe, de nature plus technique que les autres
paragraphes de cet exposé, ne servira dans ce séminaire que dans IV 9
et dans VI 4, qui ne sont pas utilisés ailleurs dans le Séminaire. Il

s'impose donc d'omettre la lecture du présent paragraphe, du moins en

i premidre lecture |

9.0. Toutes les catégories envisagées dans le présent numéroc sont
{ supposées 8tre des U-catégories, Sauf pour les petites catégories d'indic
I, J ... que nous aurons & utiliser, les développements qui suivent

s'appliqueront surtout & des "grosses'" catégories E,F ... qui sont

stables par petites limites inductives filtrantes. Il suffira cependant
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le plus souvent qu'une condition un peu plus faible soit vérifiée (condi-
tion L dans 9.1 ci-dessous). Tous les cardinaux envisagés dans le présent
numéro sont supposés € U .

Suivant une suggestion de P, DELIGNE, nous allons &tudier,
pour un foncteur f: E —> F entre grosses catégories, une condition
de commutation de £ & certains types de limites inductives filtrantes,
condition remarquablement stable, et qui sera vérifide pour les foncteurs
les plus importants qu'on rencontre dans la nature. Les applications
que nous avons en vue, pour notre séminaire, sont §,13,3, 9.13.4(utilisés
dans VI 4) et surtout 9.25, qui donne, dans ur cas non trivial, 1'exis-
tence d'une petite famille génératrice dans une catégorie de sections

d'une catégorie fibrée ; ce résultat sera utilisé& dans IV $.16.

Définition $.1. a) Scient I un ensemble préordonné, T un cardinal. On

dit que I est grand devant 7 si I est filtrant, et si toute partie de I

de cardinal = 7 admet un majorant dans I

b) Soit E une catégorie. Si T est un cardinal, on dit

que E satisfait la condition L_ si pour tout petit ensemble ordonné I

grand devant 7 , E est stable par les limites inductives de type I

On dit que E satisfait & la condition L s'il existe un cardinal 7 € U

tel que E satisfasse 3 la condition LF

%.1.1. Lorsque dans 9,1 a) on a 7m = 2, la deuxiéme conditicn énoncée
implique déja que I est filtrant, et si T est fini, I grand devant 7
signifie simplement que I est filtrant., Nous ne nous intéresserons gueére
par la suite qu'au cas ol 7 est infini. Notoms que si 7, 7' sont deux

cardinaux tels que ™'z 7, alors I grand devant 7' implique &videmment I

grand devant 7 .
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Sl Comme annoncé dans 9.0, les conditions L_ , L doivent 8tre
considérées comme des variantes techniques de la condition plus forte
de stabilité par petites limites inductives filtrantes, Il est clair
que si 11, 7' sont des cerdinaux tels que ' = T, alors lz condition

L_ implique la condition LF' .

Définition 9.2. Soit f£f: E —> F un foncteur. Si 7 est un cardinal, on

dit que f est T-préaccessible (resp. T-accessible) si E satisfait L_

(9.1) et si pour tout ensemble ordonné I € U grand devant 7, et tout

systéme inductif (xi}iEI dans E de type I, le morphisme canonique

lim £(X_ ) —= £ (1lim X.,)
— X — i

est un monomorphisme (resp. un isomorphisme). On dit que f est préacces—

sible (resp. accessible) (relativement 2 l'univers U) s'il existe un

cardinal 7 € U tel que f soit T-préaccessible (resp. T-accessible).

La catégorie des foncteurs T-accessibles (resp. accessibles)

de E dans F sera noté Hom(E,F)r resp. Hom(E,F)acc "

9.2,1. Evidemment, un foncteur commutant aux petites lim filtrantes
(p. ex. un foncteur admettant un adjoint & droite) est Tl—accessible

pour tout cardinal 7= 2

D&finition 9.3. Soient E une catégorie, X un objet de E ,

hK : E —> (U-Ens)

le foncteur covariant qu'il représente, 7 € U un cardinsl. On dit que X

est un objet T—préaccessible (resp. T—-accessible) de E si le foncteur
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h; est T-préaccessible (resp, T~accessible) ; on dit que X est préacces-

sible (resp. accessible) s'il existe un cardinal 77 € U tel que X soit

un objet T-préaccessible (resp. T-amccessible) de E .

9.3.1. On désigne par E_ 1a sous-catégorie pleine de E formée des objets
T—accessibles de E

Lorsqu'on applique la définition 9.3 2 une catégorie de la
forme Hom(C,F), la terminologie introduite présente a priori une
ambiguité avec la terminologie anaslogue introduite dans 9,2, lorsqu'eon
interpréte les objets de EEE(CIF) comme des foncteurs ; il ne semble

pas cependant qu'il y ait un risque de confusion sérieux,

Définition 9.4. Soient E une catégorie, T € U un cardinal. On dit que E

est une catégorie T-préaccessible (resp. T~accessible) s'il existe dans

E une petite sous-catégorie pleine C qui est génératrice {7.1) et dont

les objets sont T-préaccessibles (resp. T-accessibles) (9.3). On dit

que E est une catégorie pré-accessible (resp. accessible) s'il existe

un _cardinal 7 € U tel que E soit T-préaccessible (resp. T-accessible).

Pour des exemples importants, cf. 9.11.3 plus bas.

Proposition 9.5. Seit f: E —> F un foncteur entre catégories telles

que F soit accessible et que tout objet de E soit accessible. Alors,

si f admet un adjoint & gauche, f est accessible.
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En effet, par hypothése, F admet une peticte famille conser-
vative de foncteurs représentables F —= (U-Ens) gqui sont accessibles,
donc on est ramené aussitdt 3 montrer que le composé de f avec chacun
des foncteurs précédents est accessible, Or comme f admet un adjoint

a4 gauche, ces composés sont des foncteurs  —s (E—Ens) représentables,

donc accessibles d'apres 1'hypothése sur E ,

Proposition 9.6, Soient E et F deux catégories, 7 £ U un cardinal et

considérons la sous-catégorie pleine Hom(E,F) de Hom(E,F) formée des
¥ T] —— —— .

foncteurs T-accessibles (¢,2) de E dans F,

(i) Cette sous-catégorie est stable par tout type de lim

qui est représentable dans F ,

(ii) Supposons F T-accessible {(9.4), et soit J une catégorie

telle gue card FL J < T et que les lim de type J scoient représentables

dans F , donc les lim de type J sont représentables dans Hom(E,F). Alors

la sous-catégorie Hom(E,F}ﬁ est stable par les lim de type J .

Corecllaire 9,7, Socient E et F deux catégories, avec F accessible {(9.4).

Alors la sous-catégorie pleine Hom(E,‘r")acc de Hom(E,F) formée des foncteurs

accessibles est stable par tout type de limite inductive ou projective,

relative & une petite catégorie d'indices J , qui est représentable

dans F (donc dans Hom(E,F)),.

Preuve de $.6. L'assertion (i) résulte trivialement de la

commutation du foncteur liq;aux limites inductives gqueleconques. Pour (ii),

soit (fj)jEJ un systéme projectif de foncteurs T-accessibles E —> F
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f = 1im £, sa limite projective, qui se calcule "argument par argument',
prouvons que f est T—accessible, i.e. que pour tout ensemble ordonné
1 € U grand devant T, et tout syst2me inductif (xi)iél dans E, le mor-

phisme canonique

lim ((lim fj)(xi)) — (1§m fj)(liﬂ Ki)

est un isomorphisme. Or le calcul "argument par argument" du foncteur
1im f. nous permet d'identifier le morphisme canonique précédent au

3
morphisme canonigque

lim lim £,.(X.) — lim lim £ _(X )
Gl S S S

sssocié au bifoncteur

(i,3) — fj(xi) : I —> F .

Donec 9.6 est une conséquence de l'assertion plus générale

-

B

Corollaire 9.8. Soient F une catégorie T—accessible, I un ensemble

ordonné grand devant 17, J une petite catéporie telle que card BL s 115

et que les lim de type J scient représentables dans F , h: IRT —=> F

un foncteur ; alors le morphisme canonigque

NS T Wy v T

(9.8.1) lim lim h{i,j) —= 1lim lim h(i,j)

-y

est un isomorphisme, En d'autres termes, le foncteur
]

,*‘..
k-
il

(9.8.2) lim, : Hom(I,F) —=> F
E i A

commute aux limites projectives de type J (pour toute petite catégorie
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J tellc que card FL(J) = 7 et telle gue les limites projectives de type

J scient représentables dans F), Ou encore, pour toute J comme ci-dessus,

le foncteur
(5.8.3) lim : Hom{(J, F}) —= F
est T=accessible,

Comme par hypothése F admet une famille conservative de
foncteurs covariants représentables T-accessibles g: F —> (U-Ens), on
voit aussitdt qu'on est ramend & prouver 9.8 dans le cas oa F = U~Ens,
Hous prouverons alors l'assertion sous la forme de la commutation de
($.5.2) aux lim de type J, avec card FL J = 7 , Comme I est filtrant,

feoiiaknd
nous savons quz (9.8.2) commute aux limites projectives finies (2.8).
Cn est donc ramené par un argument standard (cf, 2,3) & prouver qu'il
commute aux produits indexés par un ensemble J tel que card J < 7 .
Cela nous ram2ne & prouver la bijectivité de (9.8.1) lorsque J est
discréte, Prouvons l'injectivité : considérons deux &léments a,b du
premier membre, ils provienment donc de TTh{ic,j} pour ioEI convenable,
soient | a(i_,3) eth?b(ic,j) 3 supposgns que les é&léments TTTE{W,j}
du deuxigme membre qu'ils définissent soient épaux, i.e. que piur tout
j, il existe i(j) = i tel que a(ic,j) et b(io,j) aient m2me image dans
h{i,j}. Comme I est grand devant card J, il s'ensuit qu'il existe un
majorant commun i1 € I de tous les i(j), ce qui implique que les deux
£léments envisagés de TTTh(iO,j} ont m@me image dans "fTh(il,j}, done

3
définissent le méme &lément du premier membre de (9.8.1), ce qui établit
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1'injectivité, Pour la surjectivité, soit | [2(=,j) un élément du second
i

membre ; donec pour tout j € J, ale,j) provient d'un é&lément de h(i(j), i),

pour un i(j) € 1 convenable, Comme précédemment, on peut trouver un

majorant commun i € I des i(j), done [ al=,j) provient d'un élément
J
TTal(i,j> deTTh(i,j), donc est dans 1l'image de (8.8.1). Cela achéve
j J

|
12 démonstration.

Corollaire 9,9. Soit F une catégorie T-accessible (resp. accessible),

alors pour toute catégorie J telle que card FL J = 7 (resp. toute pctite

3 : J—> F dont la limite

inductive dans F est représentable, si les Xj sont T—accessibles

catégorice J) et pour tout foncteur (xj)jE

(resp. =zccessibles) il en est de m@me de lim xj ;

En effet, le foncteur F —> (U-Ens) représente par lim X, ast
- e
la limits projective des foncteurs représentés par les Xj, et on applique
.6 (ii) au systéme projectif formé par ces foncteurs.

Remarque ¢.1C, Dans les énoncés 9.6, €.7, 9.8 et 9,9 on peut remplacer
partout les mots “T-accessibles'", "accessibles" par "T-préaccessible',
"prézecessibles", La démonstration donnée prouve en zffet &galement

cette veriente des énoncés précédents,

Proposition 9.11. Soit E une catégorie, satisfaisant la condition L (9.13,

C une petite sous=-catégorie pleine pénératrice (7,1). On suppose satisfaite

la condition :

a) L est stable par noyaux de doubles fléches, et le fonctour

Ker sur la cotégorie des doubles fléches de E est accessible {(par exemple,
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il commute sux petites limites inductives filtrantcs,.

Alors tout obict de E gst pricccessible (9.3), a fortiori E

est préaccessikle, Supposons que C soit mBme s€nfrstrice par épimor-

piiisme stricts (7.1), et supposons que E satisfrsse aux conditions

b) E est stable par produits fibrés,

)

c) Toute petite famille &pimorphique stricte dans E est

Spimorphique stricte universelle (10.3 ) , ou dans E les petites

sommes directes sont représentsbles, et tout &pimorphisme strict de E

est un épimorphisme strict universel,

Alors tout cbijet de E est accessible, a2 fortiori E est accessi-

ble,

Le fait que, moyennant a), tout objet de E soit accessible,
résulte du fait que pour tout objet X de E, 1'ensemble des sous-objets

stricts de E est petit (7.4), et du

Lemme 9.11.1. Sous les conditions de 9.11 a), scient X € ob E et T un

cardinal tels que E satisfasse L_ (5.1), que le foncteur Ker dans 9.11 a)

soit T—-accessible, et que 1'ensemble des sous-objets stricts de X

soit de cardianl majoré par ™ . Alors X est T-préaccessible,

En effet, si I est un ensemble grand devant I, (Yi)iEI un
systéme inductif dans E de limite inductive Y, et (ui,vi : X ::sti}
u, v
une double flache telle que 1a double fléche composée X ———=2Y satis-

fasse u=v, prouvons qu'il existe j = i dans I tel que uj = W, . Pour
J
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ceci, considérons le systéme inductif des doubles fléches
{uj,vj: X :::%Yj)jzi , dont la limite inductive est (u,v}. Par

hypoth2se on a X = Ker(u,v) = ¥§39Ker(uj’vj) = E%E;X' , ob xj = Ker(uj,vj).
Or les xj sont des sous-objets stricts de X, donc il existe une partie
I' de I formée d'indices j = i, telle que card J = T et que tout Kj

soit &gal & un des Xi1 (i'€ 1'), Comme I est grand devant 77, il existe

un mejorant j de I' dans I . Alors Xj contient tous les xj, pour j' = i

done Xj —> X est un épimorphisme (puisque la famille des X —= X

jl
est épimorphigque), donc un isomorphisme puisque c'est un monomorphisme

strict, Donc on a uj=vj , €e qui prouve 9,11.1,

La deuxi2me assertion de 9.11 résulte de la premiére, et du

Lerme $,11.2, Sous les conditions de 9,11 a), b), ¢), scient X un objet

de E, et 7T un cardinsl infini tels que E satisfasse L_ (9.1), que 1'on
ait card ob C, = ™ , gue pour deux objets X' —= X et X" — X EE-CKK 5

X'XXK" soit T-préaccessible, enfin que X soit T-préadmissible, Alcrs

¥ est un T-accessible,

Avec les notations de la démonstration de 9.11.1, il suffic
de prouver que tout morphisme u: X — Y provient d'un morphisme
CP X—>7Y, . Or considérons la famille des morphismes Yi - ¥
qui est épimorphique stricte ; grace & b) et c¢), la famille des
YixYx —=> X est également épimorphique stricte ; d'autre part, pour
tout i, comme C est génératrice par Epimorphismes stricts, 1= famille

des fléches
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T Yi)g{x
de source dans C est €pimorphique stricte. Dans lz deuxigme al ternative
envisagée dans c¢), on peut trouver une telle fléche épimorphique strictas,
de eource, une (petite) somme d'objets de C, En vertu de 14 transitivité
de la notion de famille épimorphique stricte universelle (IT 2.5)
il s'ensuit alors que la famille des flaches Ta_fgh* X de source dans O
qui se factorisent par un des YixYX est épimorphique stricte. Soit J
l'ensemble d'indices de cette famille, qui est de cardinel majoré par
card ob C/jgx = 7 . Cheoisissons pour tout o € J un i= i{a) € I et un
X=-morphisme Ta — YixYx, ou ce qui revient au méme, un eyt Ta —#-Yi

tel que PiVy = de s Ol1 pi: Yi —> Y est le morphisme cenonique, Comme
I est grand devant 7, on peut choisir i) indépendant de a, soit i .,

Pour tout couple d'indices @, B € J, considérons les ccmposés

Prl vOL’

pr, va : TO.XXTB :-g‘fi .

Leurs composés avec Yi —> Y sont &égaux, donc, comme TEIXXTe est
T-préaccessible par hypoth2se, il existe un indice i'= ila,BY = i

tel que les composés des flaches envisagées avec Yi —= Yi' soient
égales, Comme l'ensemble des couples a,f est de cardinal = ﬂ2 = 7

(7 &tant infini), il s'emsuit encore que 1'on peut choisir i' indépendant
de 0,8 . On peut évidemment supposer i'=i . Mais alors, la famille

{fa : Ta'—ﬂr X) étant épimorphique stricte, on peut trouver un morphisme

# r ai = = o
ug X — Yi tel que 1l'on ait u, fu vy . On a alors Pu, Ps Car

pour tout @ on a (piui)fg = pi(uifaJ =y fa » et 1la famille des

= PiVa

fa est épimorphique. Cela achdve lz démonstratiocn de 9.11.2,
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Remarque 9,11.3. On voit, comme cas particulier de 9.11, que dams la
catégorie E tout objet est accessible, dans chacun des deux cas suivants
1) E est une U-catégorie abéliennc 2 limites inductives filtrantes
exactes et admettant une petite sous-catépgorie génératrice (ici, c'est
la deuxiéme alternative de c), qui s'applique). 2) E est la catégerie

des faisceaux d'ensembles sur un espace topologique X € U. Plus géné-

ralement, il suffit que E soit la catégorie des faisceaux d'ensembles

sur un U-site (II 2.1), ou encore, que E soit un U-topos (Iv 1.1).

Définition 9.12. Soit E une catégorie. On appelle filtration cardinzle

s T P =
de E une filtration croissente (Filt (E)) de E par des sous-catégories

strictement pleines Filt (E), indexée par les cardinaux 7 € U tels que

TR (o T, est un cardinal infini fixé, dépendant de la filtration

cardinzale envisapgée), et satisfaisant aux conditions suivantes :

=

a) Pour tout =T s Filt' (E) est égquivalente & une petite

catégerie.

b) E satisfait 3 L_ (9.3), et pour tout =T, Filt (E)
o

est stable dans E pour les limites inductives filtrantes indexées par

des ensembles ordonnés I grands devant T tels que card I=T ,

c) Pour tout T=T_ , et tout X& ob E, on peut trouver un
)

isomorphisme
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I grond devant 7 (9,1), et od les Ki sont dans Filt (E). De plus, si

X & ob Filt (E), 7'=m, on peut prendre I tel que card I < =t

§.12.1, On notera qu'il résulte de b) et ¢) que tout X € ob E apparticnt 3

.
un Filt (EJ, pour T asssz srand.

Tt
Exemple 9.12.2, Prenons E = (U-Ens), T =3¥0, Filt (E) = sous-catégoerie

rleine de E formée des znsembles tels que card X < = . Plus générnlement

Proposition 9,13, Scit £ une U-catégorie, On suppose gque E est stroblo

par petites lim filtrantes, par somme de deux cbjets et par conoyaux de

doubles fléches, que E est stable par produits fibrés, et que les

morphismes épimorphiques dens E sont épimorphiques stricts univarsels,

Soit C une petite sous~catégorie pleine de E qui est génératrice par

épimorphismes stricts, Soit T, so cardinzl infini = card F1 C . Pour

o g " i1} « e 3
tout cardinal m = T, » Soit Filt (E) la sous-catégorie strictement pleine

de E formée des objets X de E tels qu'il existe une famille &pimorphique

stricte (Ki — x}iEI de but X, telle que card I < T ot que Xi € ob C

pour tout i £ I. Alors (Filtﬂ(E)}l est une filtration cardinale de E ,
= T

De plus, pour tout X € ob Filtﬂ{E}, le cardianl de 1'ensemble des fléches

de C/X (et a fortiori, de 1'snsemble des obijets de Cfx) est majoré par T ° ,

Cecte derniire assertion n'est autre que 7.6,
Pour montrer qu'on a une filtration cardinale, il faut prouver
les conditions a), b) et c) de 5.12, La condition a) résulte aussitdt

de 7,5.2, Pour b), supposons qu'on ait X = lim X

. 3 avec card I = 1 et
=2 &
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les xi £ ob Filtﬁ(E). Donc la famille des morphismes canonigues Ki — X
est épimorphique stricte, et par hypothese sur les Xi , il existe pour
tout i € I une famille épimorphique stricte (xij i xi}jEJ{ , avec
cerd J, ST . Passant aux Sommes .%LX_ et 9_% X;. , on voit par tran-—
sitivité des épimorphismes strictsluniverse;;J{II 2.5 ) que la famille
des composés xij —> X, —®X (indexée par l'ensemble somme des J, ,
pour if€I) est épimorphique stricte. Or on a card J = ﬂz =1, d'oa la
conclusion. (NB. on a seulement utilisé le fait que E%E,Xi existe, et
non le fait que I soit grand devant ﬂb ni méme filtrant.) Prouvons
enfin c). Notons que pour tout X € ob E, la famille des fléches xi —> X
de source dans ob C est strictement épimorphique, puisque C est généra-
t rice par épimorphismes stricts, et évidemment petite, donc il existe
un cardinal TET tel que X € ob Filt (E). Il reste & prouver que si on

"
a des cardinaux T'2M=T,,“t si X € ob File! (E), alors on a un isomorphisme

X = lim X,
3 8
T ali
avec 1 grand devant T, card 1 = 7' , les Xy dans ob Filt (E). Cr om =

C étant génératrice par épimorphismes stricts,

(#) X~ 1lim T 5
G,
/X
Notons aussi gu'en rajoutant successivement 3 C des sommes et des
conoyaux de doubles fl&ches de C, et de meme pour la catégorie ainsi
obtenue etc, on se raméne au cas oa C est stable par somme de deux objets

dans E et par conoyaux de doubles fliéches dans E, et ceci sans détruire

L'hypothése T = card F1 C. On peut supposer de plus que, si E contient
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un objet initial fixé @E s on ait QE € ob C . Ceci implique que la
catégorie C/X est stable par somme de deux objets et conoyaux de doubles
fleéches, Elle est alors filtrante, car elle est non vide, puisque si
elle était vide, la relation (*) montrerait que X est un objet initial,
donc C;x contient la flache ﬁE —> X, une contradiction, Soit alors I
l'ensemble, ordonné par inclusion, des sous-catégories pleines i de

Cfx qui sont filtrantes et telles que card ob i = 77 ., Pour tout i € I,
soit Xi € ob E la limite inductive du foncteur composé i — C,x —>E,

qui existe par hypoth&se, Alors on 2 &videmment

lim X, = 1i T =X .

. m
il c/x’
D'autre part, on = déj2 noté que card ob C/x smo . 11 s'ensuit que I
T TITT,
est grand devant T, et que card T = ("' ©)" = ™o = T o, vertu du

lemme suivant, dont la démonstration est laissé au lecteur (ot on fera

ks
f}{:czq’o}:

Lemme $,13.1. Soient J une catégorie filtrante, ¢ et T deux cardinaux

tels que ¢ = Sup(card F1 J,7), et telle que card Hom(j,j') = T, Ppour

toutr couple d'objets j,j' de J. Soit I 1'ensemble des sous-catépgories

pleines filtrantes i de J telles gque card ob i € 7 , Alors, ordonné

par inclusion, I est grand devant T, et on a card I = ¢ .,

Ceci acheve la démonstration de 9.13.
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Remarque 9.13.2. Un léger effort supplémentaire doit permettre de rem-—
placer dans 9.13 1'hypotheése que E est stable par petites limites induc-
tives filtrantes par l'hypoth2se que E satisfait 3 L (9.1), si on suppose
E stable par petites sommes, ou que dans E toute famille &pimorphique
est épimorphique universelle. Il faut zlors, dans la démonstration de c),
choisir T, tel que E satisfasse 2 LW , et se borner aux sous—-catégories
pleines i de (:J,.x qui sont non seulement filtrantes, mais telles que
l'ensemble préordonné ob i soit grand devant ﬂo . Utilisant 8. et
1'hypothése que E satisfait 2 L? , on trouve alors que les Ki existent,
et on devrait conclure par une vzriante convenable de 9,13.1, que le

rédacteur n'a pas vérifiée,

Proposition 9.14, Soient f: E —> F un foncteur accessible (9.2) entra

deux catégories munies de filtrations cardinales (Filt (E)) : et
_- o
(Filt (F))n—né . Alors il existe un cardinal m oz Sup(ﬂo,ﬁé} tel gque

pour tout cardinal T = T

;2 oon ait

m
(9.14.1) £ (FiltT(E)) © Filt"  (F)

" 5 - c
En particulier, si 1'on a 7 = 27 avec ¢ 2 7

on a2
(9.14.2) € (Filt (E)) < Filt (F)

Signalons tout de suite le
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Corollaire 9.15. Soit E une catégorie, munie de deux filtrations ecar-

™ . T
dineles (Filt'(E))__ et (File'(E))__,
_— et — =

-
= Sup(uo,fé) tel gue, pour tout cardinal ¢ = ™, » posant T =2 ,

on ait Filt (E) = Filt' (E).

. Alors il existe un cerdinal

Preuve de 9.14. Soit ¢ un cardinal tel que ¢ = Sup(“b, }, et tel que

'ﬁl
o
£ solt c-admissible. Soit d'autre part ™ = ¢ tel que l'on ait

(#) £ (Fi1t“(E)) < Fi1t"1(p) .

11 existe un tel ﬁl » Erace au fait que Filtc(E) est équivalente a une
petite catégorie (9.12 2)), donc £ (FiltS(g)) l'est également, de sorte
qu'on peut appliquer $,12.1 aux objets de cette dernidre pour trouver
une Filtﬁ(FJ qui les contient tous (compte tenu gque les Filtﬂ(F) sont

1T
des sous-catégories pleines). Soit donc = = Ty » et X € ob Filt (E),

-1
prouvons que £(X) € Filt' (F). Ecrivons en effet

X = lim X, 3
-—T--} i
TT.
avec les X, € ob Filt“(E), I grand devant c, card I < 7° < n'1 (9.12 SHR

Comme f est c-admissible, I grand devant c, on =z

£(X) = 1im £(X.) ’
— i
1 T

T T L
et comme card I < 11 1 e f{xi) € ob Filt' 'I(F) c ob Filt" (F) par (*),

il
on a f(X) € Filt  (F) par 9,12 b), cqfd,

9.15.1. La notion de filtration cardinale 9.12 n'a guére d'intéret
que lorsque les objets de E sont accessibles. Signalons qu'il résulte

de 9.11 que cette condition est satisfaite lorsque, en plus des hypotheses
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de 9.13, on suppose que le foncteur Ker sur la catégorie des doubles

flaches de E est accessible., Signalons d'autre part :

Proposition 9.16. Scoit E une catépgorie munie d'une filtration cardinale

(Filtr(E))_ . Supposons gue les éléments de Filt ©(E) scient des
e i LU

bjets accessibles de E ; alors il existe un cardinal 71 = AL dans U

tel que les objets de Filt ©(E) soient ﬂi-accessibles ; si T, est choisi

ginsi, alors pour tout cardinal T 2 T on a (avec les notations de 9.3.1):

1 3

(9.16.1) E_< Filt (E) © E( o) .

o

L'existence de Fl résulte imédiatement du fait que Filt °(E)

est équivalente & une petite catégorie (9.12 2)). Seit alors T = L
Si X est dans Filtt(E), Scrivant X == 1lim X, avec card I < 7 2 ,

—f*? i
xi € ob Filt ©(E) pour tout i (9,12 e¢)), alers il résulte de 9.9 que

X est T C-accessible, d'od la deuxidme inclusion ($.16.1). Supposons

que X soit T-zccessible, et écrivons X — lim Ki , avec I grand devant
I
T et les X, € ob Fil1t'(E) (9.12 c¢)). Par hypoth&se sur X, l'isomorphisme

P z
donné X —=> lim Xi se factorise par un des Ki

facteur direct de cet Ki. On en conclut que X € ob Filtﬂ(E}, donc la

, done X est isomorprhe a un

premi2re inclusion (9.16.1), gr2ce au

Lemme $.,16,2. Tout objet de E qui est un facteur direct d'un objet de

c T 1
Filt (E) est dens Filt (E).
En effet, si X est 1l'imoge d'un projecteur p dans l'objet ¥

de E (i.e. d'un endomorphisme p tel que p2 = p), et si I est un ensemble
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ordonné filtrent,X est limite inductive du s stéme inductif filtrant
» ¥

133

Cx, 2. défini par Y, = Y pour tout i

ilie I, pt Yi — Yj si 1 <3 .

H

Prenent I grand devant T, @t e2rd I < 7, on voit donc que si Y € Filtﬂ(E),

il en est de m2me de X en vertu de 9.12 b).

Corollaire 9.17. Sous les conditions de 9.16, pour tout cardinal ¢ = ™o

c b ' ; g
posant 7 = 27 , Filt (E) est identique & 1a Sous=~catégorie strictement

pleine de E_de E formée des objets maccessibles,

Corollaire 9.18, Scient E une catégorie satisfaisant la condition L.

(9.1), ot 7 est un cardinal, et C une sous—catéporie pleine de E .

On désigne par Ind(c)ﬁ la sous-catégorie pleine de la catégorie Ind{(C)

des ind-objets de C (8,2) formée des ind-ocbjets de la forme (Xi}

LEE 2

ot I est un ensemble ordonné grand devant T , Considérons le foncteur

canonisue
(9.18.1) (xi)iGI —_— l;m X, Ind(C)ﬂ —= E .

a) Pour que ce foncteur soit pleinement fid3le, il faut et

il suffit que tout objet X de C soit un objet T-accessible (9.3) de E ,

b) _Placons-nous sous les conditions de $.17, en particulier

w=2° » et prenons C = Filtﬂ{E). Alors le foncteur (9.1£.1) est une

€quivalence de catégories.

L'assertion a) est une généralisation immédiate de 8,7.5 a),
et se prouve de la m@me fagon. Alors b) résulte de 9.17 et de la condi-
tion 9,12 c) des filtrations cardinales, qui implique que le foncteur

envisagé est essentiellement surjectif,
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m
Corollaire 9.19. Sous les conditionms de 9.17, soient C = Filt (E),

F une U-catégorie, et considérons le foncteur

(9.19.1) Hcm(E,F)ﬂ_———b Hom(C,F)

-~

induit par le foncteur "restriction a C " fiI—> flC), ot la source de

(9.19.1) est la catégorie des foncteurs T-accessibles de E dans F {2.2).

Le foncteur précédent est pleinement fidele. Si F satisfait & la condi-

tion Lﬂ ($.1), alors le foncteur (9,19,1) est une équivalence de catégories.

La premi®re assertion se prouve comme 7,8, en utilisant 9.18 b),
La deuxi&me s'obtient en construisant un foncteur quasi-inverse de (9,19.1),

en associant & tout foncteur f£: C —> F le foncteur (X, ). —= lim £(X_.)
i"4i€T *—i'—, 1

de Ind(E_) dans F, et en utilisant 9,18 b) pour en déduire un foncteur

f : E —> F. Tout revient & montre que de dernier est T-accessible, Or

cela se prouve comme 1'assertion analogue 8,7.3,

Corecllaire 9.20, Soient E une catégorie admettant une filtration cardi-

nale et telle que tout objet de E socit accessible (ecf, 9.16), F une

catégorie. Alors :

a) La catégorie Hom(E,F)acc des foncteurs accessibles de E

dans F (9.2) est une U-catégorie., (NB on rappelle (9.0) que les catégories

données E,F sont supposées &tre des U-catégories.)

b) Supposons que F scit stable par petites limites inductives

filtrantes. Pour toute sous-catégorie pleine C de E égquivalente 3 une

-

petite catégorie, 3 foncteur d'inclusion i: C —> E, considérons le

foncteur correspondant

._.
i
~4
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(5.1). Pour qu'un fonecteur f: E —> F soit gccessible, il faut et il

suffit gqu'il existe une petite Sous-catégorie C de E, telle que f soit

dans 1'image essentielle du foncteur précédent i, .

Démonstration. a) Il suffit de prcuver que pour tout cardinal
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