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INTRODUCTION

La premiére partie de ce séminaire, dirigée par A, Grothendieck, a paru

dans ces m&mes Lecture Notes in Mathematics sous le n® 288, De cette premidre partie,

pous n'aurons a faire usage que des résultats des exposés I et VI (spécialement les

§§ 5, 6).
Les résultats clef de cette seconde partie sont la formule de Picard-Lefschetz
de 1l'exposé XV et la théorie des pinceaux de Lefschetz de 1'exposé XVIII,

Soit Xt une famille de variétés algébriques dépendant d'un paramétre ¢t

La formule de Picard-Lefschetz décrit le comportement de la cohomologie de Xt au
voisinage d'une wvaleur to du paramétre pour laquelle Xt acquiert un point singu-
lier quadratique ordinaire: elle fournit la différence entre les cohomologies de Xt
et Xt et décrit la monodromie locale quand t tourne autour de Bl Dans le
cadre zranscendant, elle est due & Lefschetz [2] et a une signification géométrique
simple (XIV 3,2), Pour l'établir en toute caractéristique, il nous a fallu monter une
lourde machinerie (XII, XIII, XIV), dont les grandes lignes sont données dans les
introductions des exposés XIII et XIV,

Lorsqu'on prend pour famille xt un pinceau assez général de sections
! hyperplanes d'une variété projective non singuligre X , la formule de Picard-Lef-
8chetz, et dlautres idées géométriques, fournissent de précieuses relations entre la
cohomologie de X et celles de ses sections hyperplanes Xt . Ces relations ne
Prennent toute leur force que lorsque X vérifie le théoréme de Lefschetz vache
b (WVE (Xvirr 5.2,2). Cette condition est automatique en caractéristique 0 , En
dimension = 3 , la seule démonstration connue repose sur la théorie de Hodge des
L Intépraies harmoniques (la démonstration de Lefschetz du point crucial [2] 13, pg. 25

est fausse}; il serait extré&mement intéressant d'en avoir une autre, susceptible de

8¢ généraliser en caractéristique p .




Les principales applications sont les suivantes.

-

a) Dans l'exposé XVI, nous démontrons en é€gale caractéristique p une formule

analogue & celle donnée par Milnor [3] pour le nombre de cycles évanescents en les

n

oints critiques isolés d'une application £ : €@ —>0C .
o q PP

b) Dans 1l'exposé XIX, nous utilisons des méthodes de Lefschetz ({27 p. 1086) pour

démontrer notamment, en toute caractéristique, que si S est une surface générique
3

dans T de degré # 2, 3 toute courbe tracée sur S est l'intersection compléte

3
de S avec une autre surface de P .

¢) Dans 1l'exposé XX, par des méthodes transposées de méthodes de Griffiths [17], *
nous prouvons l'existence, en toute caractéristique, de cycles algébriques homolo-
giquement équivalents 3 zéro dont aucun multiple n'est algébriquement équivalent 2

ZETO.

Signalons encore que la méthode des pinceaux de Lefschetz a récemment

permis de prouver par récurrence sur la dimension le résultat suivant (voir [4D).

Si la variété projective non singuliére X sur Fp se relegve en caractéristique 0 ,
(avec sa polarisation) et que p # 2 , le polyndme caractéristique de Frobenius N,

agissant sur HO(X %F ‘Ep, QL) est dans Z[t] et indépendant de 4 (L # p) . I
P

Les exposés XXII et XXI sont préliminaires a XX (et 2 XIX en caractéristique

2). Dans XXII, nous étudions la réduction mod p de la fonction ¢ d'une variété 4

algébrique sur 'FP {par une méthode ot la théorie de Dwork joue un rdle essentiel),”®

et les propriétés d'intégrabilité de polyndmes caractéristiques de Frobenius agis- o

e
sant sur des H . Dans XXI, nous minorons le niveau de la cohomologie d'intersectlﬂp

complétes génériques,

Je suggdre au lecteur désireux de se faire une premigre image géométrique

de la théorie de lire tout d'abord I, XIV 3.2, XIX § 4 et l'introduction de XIII.

Le Leitfaden qui suit explique en gros la dépendance logique des divers

exposés entre eux,
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INTERSECTIONS SUR LES SURFACES REGULIERES

par P, Deligne

Dans la premiére partie de cet exposé, aprés quelques préliminaires
de théorie des intersections (contenus dans [5] U [7]), on donne la
démonstration d'aprés Artin d'un cas particulier d'un théoréme de

Raynaud [9] (1.13), et une démonstration a priori d'um théorZme que Néron
[B] vérifiait cas par cas (1.15). De (1.13) résultent assez aisément les

théorémes de [9] utilisés dans [2] et par 12 dans IX.

Dans la seconde partie, je poursuis sur ma lancée et raconte
comment les "italiens" [1], [3] calculaient les nombres d'intersections,
sur les surfaces. Les résultats principaux 2.9 et 2.11 se trouvent par
ailleurs dans Northecott [12] et [13]. Pour terminer, je donne en 2.27,
2.30, 2.34 une relation conjecturale entre la dimension du schéma formel
versel des modules d'une singularité d'ume courbe réduite, 1l'invariant &
de la singularité et un invariant mesurant sa symétrie,

Cet exposé ne sera pas utilisé dans la suite du séminaire.

1. Nombres d'intersection sur les surfaces arithmétiques

1.0. On suppose donné dans ce § un schéma résulier X de dimensicn 2, un
diviseur réduit Y de X, et un sous-corps k de HO(Y,Q?). On suppose 7ue Y

@8t une courbe (EGA II 7.4.1) propre sur k. Voilci trois ex=mples dz= cette

8ituation

Exemple 1.1. Soit (S,7,s) un trait et X un S-schéma f : X —> S, régulier,
Propre et plat sur §, 2 fibres purement de dimensiun un. Gn prend

=1
Y= (f (S))red et k = k(s). On se restreindra 2 c¢- cas & pertir de 1.10,




Soient d' 1 1 al de dimensi
Exemple 1.2. Soien Xo le spectre un anneau local normal m on 2, f
s le point fermé de Xo et £ : X —= KO un Xouschéma régulier et connexe, (1

propre sur Ko, distinet de XO mais cofncidant avec xo au-dessus de xo~{s}_

L i

= (¢ 1 w
On prend Y = (f (S)}red et k W(s). ? 5
Exemple 1.3. On prend pour X une surface réguliére compl2te sur un corps k oe

€t pour Y une courbe réduite tracée sur X,

1
Rappelons le lemm= suivant (SG: 6 IV ex. 1.3). (
Lemme 1,4, Soit Z0 un _sous-schéma fermé d'un schéma noethérien Z, Alors,
Lemme S01t or
l'inclusion de Zo dans Z induit un isomorphisme du groupe de CGrothendieck

Q

de la catégorie des faisceauxecchérents de %Z -modules dans le groupe de
Lo}
Grothendieck de la catégorie des faisceaux cohérents sur Z 2 support dans Z0

Ce lemme rpermet de définir la caractéristique d'Euler-Poincaré
%(§) d'un faisceau cohérent F sur X 2 support dans Y, de fagon 2 ce que,

(1) 8i J est un faisceau cohirent de QY—modules, alors

(1.4.1) X® = dim B - aim ul(@)
(i1i) X est additif relativement aux suites exactes courtes,

Si les faisceaux de cohomologie d'un complexe K de gx-modules

sont des faisceaux cohérents 2 support dans Y, on pose

(1.4.2) x(®) = = D yate) :
P
si ? est localisé en un noint ¥y de ¥, on a (
(1.4.3) X = 1 () . [k(y) : k] . £
o v
-y
d
2




38 k

wh

Sous les hypothgses (1.1), (1.2) ou (1.3), on a
(1.6.8) x@) = 18 £,F - 138%g, F .

Soient D un diviseur 2 O concentré sur Y, et % un faisceau inver-
sible sur D. I1 y a alors une et une seule fagon de définir le degré degn(i)
de sorte que

] " = 1 n
deg (£ 8L") deg (£') + deg (£")
(1.4.5)

pour £ <0, on a degD(GE) = - x(0/8) .
Oon a alors la formule de Riemann-Roch sur D
(1.6.6) X&) = X(QD) - degD(aﬁ'} )

Soit D = & n, D, la décomposition de D en diviseurs irréductibles

réduits ; on 3

{(1.4,7) degD{x) = L n, degD- (L) 5
i

Définition 1.5. Soient D et E deux diviseurs 2 0 sur X, et supposons D con-

centré sur Y, On définit le nombre d'intersection de D et E (relativement

au corps k (1.0)) par :

b
- _ 1
(D,E)} = x(gn ® QE) = x(gn ® 0.) - x(Tor (gB,gE)) .
Sous les hypothéses faites, on a en effet Torz(gﬁ,p{} =0 .
Proposition 1.6. Sous les hypothéses 1.5, on a :
(1) Le nombre d'intersection (D,E) est additif en les diviseurs D et E ;

téci permet, par linéarité, de dé&finir le nombre d'intersection de deux

diviseurs non nécessairement positifs,




(ii) (D,E) = degD(g(E)). Prop
(iii} Si D et E ne se coupent qu'en un nombre fini de points, alors i f un

(D,E) = ngn E-QE) 2 0, 1'égalité ne pouvant avoir lieu Que si D EEE

sont disjoints.

(iv) S5i D et E sont concentrés sur Y, alors (D,E) = (E,D).
(v) Si N est le faisceau conormal & D, alors
(0)? = (p,p) = - degD(N)
(vi) 5i E, non nécessairement positif, est le diviseur d'une fonction

méromorphe sur X, alors (D,E) = 0.

Preuve, Soit la suite exacte
0 —=0(-E) — 0o, —0_ —0 ,

elle fournit, par (1.4.8),

din jis L L
{D;E) — x(o, & QE) = x{gn 2 9}-:) - %o, ® 0(-E))
= %) - x(-B)| D) = - degy (O(-E)) = deg, (O(E)) .

Ceci prouve (ii), (vi) et la biadditivité en vertu de (1.4.5) et (1.,4.7).
Sous les hypothgses ({ii), on a Torl(gﬁ,gE) = 0, d'od la conclusion.

Sous les hypothises (v), on a

® =0 et Tori'(p_D, ) =N (sGA & vII 2.5)

0,0, =0 o
(p,p) = x(gn) - xiN)y = - degD(N) )
Enfin, (iv) résulte de 1la symétrie du produit tensoriel.

On notera que (ii), (iv) et (vi) restent vrais sans supposer les

diviseurs positifs,

10
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proposition 1.7. Soient (Yi}LSiSk les composantes irréductibles de Y,

f une fonction méromorphe sur X, et

div(f) = En_ Y. + Z
i i
son diviseur, avec |z! M ¥ fini. Alors, posant D, =n; Y, on a, pour (ai)EQk:
(£a, D)2 =-5% (a,-a,)%2 (0,,0,) - a2 (D,,2) .
i i 1<j i 5 L33 i i

preuve (d'apreés [7]), En vertu de 1.6 (v) (vi), on a

(Ta D) =Ta (D,,Ta, D) = Ta, (D,, La,d, -a, div £)
i i i i i

i i i

=Ya, (b,, £ (a,-a,)D, - a.Z)
i 1% ot i i3 i
2

{ (Di,Z)

=i§jai (aj-aiJ(Di,Dj) - f a

_ 2 2
= _igj (ai_aj) (Di Dj) - f a; (Di,z)

Corollaire 1.8. Sous les hypoth&ses de 1'exemple 1.1, prencns pour f une

uniformisante T de 5. Ici, Z = 0 et
&k B =B & it oa-koad® eovd
1 £ s s i 1 3
i<j n_.n,
1]

donc la forme d'intersection est négative, et si Y est connexe, son novau

est réduit auvx multiples de div(T),

Corollaire 1.9 (idumford [7]). Sous les hypothdses de l'exemnle 1.2, prenons

our f un élément non nul de 1'idéal maximal de 1'anneau local 9Oy . Ici,

2> 0, de sorte que la forme d'intersection est difinie népative.

v

11




1.10. On se restreint, pour la suite, au cas considéré dans 1'exemple L7 I 1) 1

Lichtenbaum [ 5] a prouvé que, dans ce cas, X est automatiquement
projectif sur S, de sorte qu'il n'est pas fatiguant de définir le complexe |
Rf:gs (L4l 111 8.7 p. 190). Puisque f est de dimension relative 1 et que X
et 5 sont réguliers (Gorenstein suffirait) il existe ([4] V 8.3 et v 9.1)

un faisceau inversible WXIS sur 5, unique & isomorphisme unique prés, tel que

v
- = W r
(1.10.1) RO, La.xfs;l]

On désigne par K un quelconque diviseur (effectif ou non) tel que

w = o(K).
Scient D un diviseur = D concentré sur Y er N son faisceau conormal :
; )
D ———=x
g\ /f
s .
On a
{ 1 1 ] 1 ~
1.10.2) Rg'Oy = Ri"RE'Q. = Ri ale{L]—u,x’,sl D® N Lo]

En vertu du théor2me de dualité ([4] v 11.1 p.210),

"

(1.10.3) Rg, Rg'gs — RHom(Rg* gb,gs)
De plus, pour tout Qs-module M concentré au point fermé, on a
(1.10.4) X(RHom(M,0.)) = - x(M)
de sorte qu'ici, utilisant (1.4.4) et (1.10.3), on obtient
L]
X(Rg'05) = - x(0,)

Puisque (1.4.6)

X(Re'gy) = X(g) + deg (Rg'0)

[

12
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on en conclut par (1.10,2) que
! v .
-2 X(QD) = degD (rRg QD) = degD {w|D BN = degD (w) - degD(N} "

ce qui, par 1.6 (ii) et(v) se réécrit

Proposition 1.11. Sous les hypothdses (1.1), quelque soit le diviseur D=0

concentré sur Y, on a

1
x(gD) ® s (D, D+K) x

1.12. On désignera par d le pgcd des multiplicités géométriques des com-
posantes irréductibles de X = fﬁl(s), i.e. le pged des longueurs des anneaux
locaux des points maximaux de la fibre spéciale géométrique de £, §i XT a
un point rationnel, i.e, si f : X —> S a une section X, alors d = 1 ; plus
précisément f est lisse en x(s). En effet, x est une immersion fermée de
schémas réguliers, donc est une immersion Téguliére et on applique ECA IV
17,3250,

Voici la démonstration, d'aprés M. Artin, d'un cas particulier

d'un théor2me de M. Raynaud [9], qui suppose seulement d premier 3 la

caractéristique p de k.

Théoréme 1,13, Avec les notations précédentes, S5i Y est géométriquement

connexe et si d = 1, alors X est hemolog iquement plat sur S en dimension
e e el 81

0 (EGA III 7.8.1), plus précisément (EGA IIT 7.6.9 (ii)) on a

B = 570K, 0. ).
XS

On se ram@ne sisément au cas ot S est strictement local. Comme Y
. o . S
est géométriquement connexe, H (Y‘QY) St une extension radicielle de Kk,

&L puisque (d,p)=1, une au moins des composantes irréductibles de ¥ est

13
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I

R : S e R Gy oy
géométriquement téduite, et on en déduit facilement que H (&,QY] = k.

Soit D un diviseur sur X tel que

— e

¥=D<X .
s
\
Puisque d = ], D n'est pas multipnle rationnel de Ks’ donc par 1.8 r
(D,XS—DJ = - (D,D) >0 .

Le diviseur Y a donc une composante irréductible E telle que

0O<ES®= XS—D et (D,E) > 0 .

Considérons le diagramme

O == OL-D-E) e D i@, =210
L L
0 — o(-D) o o5 o] ;

le diagramme du serpent fournit un isomorphisme entre Ker(y) et Coker(w).

Ce conoyau n'est autre que la restriction de 0(-D) & E, d'oll une suite exacte

O LD B Gy 0y 0 '

Par construction degE(Q(—D) = - (D,E) < 0, donc Ho(g(-D}]E) =0,

et 1la fléche de restriction

o (=]
0O ——H (9D+E) —H (Or)

est injective, Ceci permet de construire par récurrence une suite de diviseurs

Y=D =D = .., =D =X
o 1 n 5

telle que H(Q) ) s'injecte dans H°(0y ), donec HO(0y ) = H7(0,) = k, ce
i 1-1 s

qui achéve la démonstration de 1,13,

D

14




G - X

Le fait suivant est prouvé dans [5] ou [10].

Théoréme 1.14. (Castelnuovo, Enriques,...). Sous les hypotheses (1.1),
—

goit D un diviseur réduit irréductible contenu dans Y. Supposons que

—

), on ait

o
Hl(DsQDJ = 0 et que, posant k' = H (D,QD
(0,p) = - [k' : k] .

Alors, D est une droite projective sur k' et il existe un S-schéma régulier

xl , un point fermé x, de Xl de corps résiduel k' et un isomorphisme entre

X et le S-schéma déduit de Xl par éclatement de x cet isomorphisme iden-

1t

tifiant D & la fibre de % dans xl_

On appelle un diviseur D possddant ces propriétés une courbe

exceptionnelle de premi2re espéice.

Je ne rémiste pas au plaisir de démontrer 1la proposition suivante

de Néron [8] prop 1'p. 90 :

Proposition 1.15. Supposons que Xr soit une courbe elliptique (en particulier

ait une section) et que X ne contienne aucune courbe exceptionnelle de pre-

miére espéce. Alors, avec la notation {1.10.1), on a

{1 " ~ o
e Gppg T iy

universellement.

iITs Comme d = 1 (1.12), il suffit, d'aprés (1.13), de prouver que

u&fs est isomorphe & QO

5 3 puisque QXIS est trivial sur la courbe elliptique

xq » On sait a priori que

4 et T Za %),

15




ot les Yi sont les composantes irréductibles de Y, et puisque div(T) ~ O, -
f
on peut supposer les o, positifs. Si T n, Yi est proportionnel au diviseur l
div(7), il est multiple entier de div(T) et on a gagné. Sinon, on a '
(£a, v%2<0 t
i7i .
il existe i tel que
(Y., Zn, ¥ ) <0
- f

et on applique le lemme suivant : ‘
Lemme 1.16. Sous les hypothéses 1.1, supposons que Y soit connexe et gque Y !

soit réductible, ou que X(QY) = 0. Alors, pour qu'une composante irréductible

Y, de Y soit une courbe exceptionnelle de premi2re espgce, il faut et il

suffit que (Yi,K) <0. 4
Soit k' = HO(Yi,QY ). La formule de Riemann-Roch 1.11 fournit
i
1
= [x': 5 1 il
x(g?i} [k':k] (1 dim , H (Yi‘QYi}) = (Cvy,¥,) + (¥,K)) ;
i Y, est exceptionnelle de premi2re espéce, on a donc (Yi,K] = [k":k] <0.

Réciproquement, si (Yi,K) < 0, alors X(QY ) > 0, ce qui implique que
i
#EO,, )= [k':%] et que Y soit réductible, de sorte que par 1.8, (¥ =<0,
i
Les nombres négatifs (Yi,Yi) et (Yi,K} sont divisibles par [k':k], de sorte

qu'on doit aveoir
= - |
(Yi,Y.) (Yi'KJ [k 1k "

Exercice (a). Sous les hypoth2ses (1.1), on suppose que xr est un espace
principal homogéne sous une courbe elliptique et que X ne contienne aucune
courbe exceptionnelle de premi2re espi2ce, Montrer que sur X, la formule de

Riemann-Roch (1,11) s'écric

x(0,) = - %-(n,n)

10
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(b) Supposons en outre le corps résiduel k(s) algébriquement clos. Montrer
k;e le diagramme des composantes irréductibles de Xs est multiple de 1'un
 ag3 diagrammes considérés par Néron [8] p. 124-125, 42 colonne (cas a 2 c 8).
. Ce diagramme détermine les gerres des composantes irréductibles réduites,

jeur multiplicité dans XS. la nature et la disposition des singularités de
:xs)red
2_' On traitera d'abord le cas oi Ka est irréductible ; ce cas exclus,

dh prouvera que toute composante irréductible réduite est une droite pro-

JjectiVe de self-intersection - 2, §i Ks = T ni

w

Di est la décomposition dgo

" ¥ en diviseurs irréductibles réduits, on réécrira cette condition
¥ s

i 1
(*) n, = — % n, (ni D.)
; 2 j#i 3

D'autre part, Xs est connexe, de sorte gque :

. (**) Quels que scient i et js 11 existe une chaftne i = il,i.2 e 1= 3

avec (Di D, ) # 0.
k "k+1l
On cherchera alors toutes les solutions en nombre entiers de

(*) + (%), On montrera d'abord que, sauf dans les cas b2 et c2 de MNéron,

les nombres d'intersection (DiDj) sont égaux 2 zéro ou un.

2, Intersections italiennes
F

Soient §' et S deux surfaces projectives lisses sur un corps k

et f : S' — 5 un morphisme birationnel., Si D et E sont deux diviseurs

8ur S, on =

a

(D,E) = (£% D, f* E)

11
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comme on le voit, par exemple, en faisant bouger D et E. ( ;

I1 s'impose donc de donner une expression "birationnelle'" pour
le nombre d'intersection. On se propose d'expliquer comment procédaient
les italiens pour ce faire, Ma principale source de renseignements est L1] } I
ol se trouve une longue bibliographie. Voir aussi Manin (6], et Narthcote[12],[13], ] i
(2.0) Soient S le spectre d'un anneau local régulier de dimension 2, s le point

fermé de S et k un sous-corps de k(s) dont k{s) soit une extension finie, Les

fo

nombres d'intersections et les caractdristiques d'Euler-Poincaré serant cal- ’

culés en terme de k.

Dans ce &, un S-schéma p : S' — S sera dit &tre un transformé

birationnel de S s'il est régulier, connexe, et si p est propre et induit

un isomorphisme de §'~ p_l(S) sur S ~{s}. Tout ce qui sera dit de S
s'appliquera encore aux localisés de ses transformés birationnels en un
point fermé&.

(2.1) Soit £ : (8",p") —> (S',p') un morphisme de S-schémas entre trans-
formés birationnels de S. On sait alors [5] qu'il existe une et une seule

factorisation de f :

telle que Si+1 se déduise de Si par éclatement d'un ensemble fini Ki de

) © X, . L'ensemble Xi est 1'ensemble des

points fermés, et que fi(xi+1 i

points de Si en lesquels la projection de S" sur Si n'est pas un isomorphisme.f
En particulier, f induit un isomorphisme au-dessus du complémen-
taire d'une partie finie de S', qui contient les points génériques des

3 -1

composantes irréductibles de p' (s). D2s lors, £ définit une injection

12
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de 1'ensemble Irr(p'_l(sJ) des composantes irréductibles de p'-l(s) dans
11_1
Irr (p (e)).
Les transformés birationnels de S n'ont pas de S-automorphisme .
Oon désignera ici par I 1l'ensemble des classes de S-isomorphie des transfor-
més birationnels de S, ordonné par la relation de domination. L'ensemble I

est filtrant & droite, et de plus petit élément S.

péfinition 2.2, L'ensemble S¥ des points de S infiniment voisins de s est
E——— e ————— ||| e— ———

1'ensemble limite inductive

§* = lim Irr (p 1(s)) .
—)
I
Si un €lément t € S¥ est représenté sur un transformé birationnel

S' de S par une courbe compléte réduite irréductible T, le corps HO(T,QT)
4
ne dépend que de t, et non du choix de S' ; on 1'appelle le corps résiduel

k(t) de t.
Soit S5 1'éclaté de © le long de s, La droite projective s¥
image réciproque de {s]} dans S1 s'appelle la curvetta de s et définit un

€élément 8* de S¥ de corps résiduel k(s).

Soient S' un transformé birationnel de S5, t un point fermé de
S' et SE le spectre de 1'anneau local de S' en t, On d&finit de fagon dwvi-
dente une injection de SE* dans S* ; en particulier, t définit un é&lément
t* de S*, de meme corps résiduel, On désigne par §'* la réunion dans S§%
des sé* pour t fermé dans S',

La proposition suivante résulte de la description 2,1 des trans-

formés birationnels de S :

3
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Proposition 2.3, Quel que soit t € 5%, il existe une et une seule suite *
de transformés birationnels de S (Si)oﬁi‘n‘l et de points fermés

£, € Si (0<i=n) telle que
(1) s =38,
o

S est 1'éclaté de S, le long de {ti}

_t i+1
e T = ¥
@i} e, o € t] (0%i<n) et t t* .

De plus, quel que soit le transformé birationnel (S',p') de S,

pour que t appartienne 3 1'image de Irr(p'-lis)} dans S%, il faut et il

suffit que $' domine Sn

+1°

On appelle n l'ordre de t., On désignera ici par S(t) (resp. par
§.(t)) le transformé birationnel s, (resp. Sn+1J de S. Par abus de notation,
on désignera encore par t le point fermé t, de S et par t* son image réci-

roque t* dans 3§ :
PEOQ n n+l

On munit S¥* de 1'ordre suiwvant :
£ < t, = S+(t2) domine 5+(t1) .
Si t1{ tz, alors k(tz) est une extension de k(tlJ. L'ensemble ordonné S§%
a pour plus petit élément s¥*, et toute partie majorée de S* est finie et
totalement ordonnée (S* est un "arbre de souche s*'). De plus, 1'ordre n
de t € S* est la distance, dans 1'arbre S*, de s* a2 t (n =#[s",t]).

La proposition suivante explicite la description 2.1 des trans-

formés birationnels de S,

Proposition 2.4, La fonction qui 2 un transformé birationnel P 8" =38

de 5 associe la partie Irr(pﬂlis}) de S* induit une bijection entre 1'en-

semble I (2.1) et 1'ensemble des parties finies de S%* qui, avec tout é&lément,

14
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contiennent ses prédécesseurs.

-

Scient D est un diviseur > 0 sur S et t € S¥, On dit que ¢t appar-
tient 8 D si le point fermé t de S(tr) (2.3) appartient au transformé pur

(= adhérence schématique de D -{s})de D sur S(t).

Définition 2.5. Soient t, t'€ %, 0On dit que t' est proche de t si t'c 5 (t)¥

(2.2) et appartient & la curvetta t* de £ (2.3).

Si t' est un successeur immédiat de t, alors t' est proche de t :
i dans une suite (t. : chaque t, est successeur immédiat de t., e
Sk - ( 1)051£n q i+l S i’ E
si t est proche de tys alors t; est proche de £, pour O<isn et t, n'est
pas proche de t; pour O<i=n-1.

(2,6) Soient A un anneau local noethérien de dimension n, T son spectre,

m son idéal maximal, k = A/m son corps résiduel et P = T a, x* son
0=i<n
polynfme de Hilbert-Samuel :

n+1) pour n grand,

P(n) = dim (n"/m

Rappelons que la multiplicité b dans T du point fermé s vérifie par défi-

nition
a1 = Psﬂ(n—l) { .
Lorsque n = 1, on a donec simplement
v = di o fmi L our n grand
s e : P E .

En termes géométriques, U, peut se définir comme le degré, dans l1'espace
projectif sur k Pk(m/mz), de la fibre spéciale de 1'éclaté de T le long

du sous-schéma {s].
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Rappelons que si Y et Z sont deux sous-schémas fermés d'un schéma
¥, alors, le transformé pur de Y dans 1'éclaté X de X le long de Z, adhé-

rence schématique de Y \ Z dans i, n'est autre que 1'éclaté de Y le long

de ¥ Z.
Supposons qQue T soit un sous-schéma fermé d'un schéma régulier U

Soient p : Ul — U 1'éclaté de U le long de fgl, s* 1'image réciproque de

5 dans U1 et T' le transformé pur de T dans U Ce qui précéde montre que la

1
multiplicité de T en s est le degré dans 1'espace projectif s™ du sous-schéma

s¥* Nop!

.

Supposons en outre que T soit un diviseur de U, soit T® son trans-

formé total dans Ul (le diviseur image réciproque) et définissons W par la

formule T = v s* + T', §i X est une droite de s%, et si on calcule les
caractéristiques d'Euler-Poincaré comme sommes alternées de dimension sur k,

on sait que

1.
X(Q, & 0 )

(2.6.1) (X,s%)

degy 0(s¥) = -1

et on a vérifié gque

ji
(2.6.2) (X,T') = x(gx 8 gT.) = deg_x (s¥* N T') = By .
La formule de projection
L IL L
Bp,(0y 2 0.n) = Rpx(0y ®Lp* 0.)=Rpx O & O,
et son corollaire
(X, T%) = v{X,s*) + X,T') =0

fournit, par (2.6.1), (2.6.2), 1'identité

(2.6.3) o= W

16

22

—




- 17 = X

Proposition 2.7, Scient T un diviseur = 0 dans un schéma régulier U, s un

point fermé de U, U1 l'éclaté de U le long de {s}, s* 1l'image réciproque

de s dans Ul’ T' le transformé pur de T sur U1 et T* son transformé total,

Il vy a identité entre

1) La multiplicité, au sens de Samuel, du point s de T,

(ii) Le degré, dans 1'espace projectif s¥, de 5% g,

(iii) La multiplicité de s* dans le diviseur T¥.

2.8. Reprenons les hypoth®ses de 2.0, Soit D un diviseur = O sur S et

t € §¥. La multiplicité LtﬂD)gg D en t est, par définition, la multiplicité
en t du transformé pur de D sur S(t) (2.3). La fonction det:utFD}a

pour Ssupport l'ensemble des points infiniment voisins de s qui appar-
tiennent & D (2.4). Lorsque D est régulier, les nombra;ut(nl [k(e) : k(s)]
sont égaux & zéro ou un : en effet, les transformés pur D' de D sont iso-
morphes 3 D, et on applique la définition (2.6) des multiplicités,

Les nombres d'intersections se calculent en termes de multiplicités :

Théoréme 2.9. Si les diviseurs D et E ne se coupent qu'en s, on a

(D,‘E) = pt(D)ut(E)[k(t):k]

.
tEs*

la somme étant érendue aux points infiniment voisins de s communs 2 D et B

Preuve, Soit p : S' —> S un transformé birationnel de S, On désigne par

D* et E* (resp. par D' et E') les transformés totaux (resp. purs) de D et E.
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Lemme 2,9.1. (i) Le transformé total D¥ est caractérisé par

1

(a) D¥ - D' est concentré sur f

(s)

(b) si X est concentré sur f_l(s), alors (D¥,X) =0

(ii) (D,E) = (D¥,E¥) =(*,E') = (D',E¥).

L'assertion (i){(a) est triviale, et (i)(b) résulte de 1.6 (vi). L

Que (a) et (b) déterminent D¥ résulte de 1.9. Par construction, le conoyau
i

de la fléche de QE dans f, QE est fini, d'eol L

hid ' = 4+ = B}
(D%, E!) );.(ng@_QE,) x(gn £..0

_E.) = x(gn®_qE) = (D,E)

ce qui, par (i), entraine (ii),

Prenons pour S' 1'éclaté de S en s, D'aprés (2.92.1), (2.5.3) et

(2.9.2) (D,E) = (D¥,E') = (D' 4+ u(S) s¥,E')
s

= (D',E') + w (D) (s*,E') = (D',E") + usm)unm}[k(s):k]

Le théoréme 2.9. se prouve maintenant par récurrence sur (D,E), par une

application itérée de (2.9.2).

(2.10) Soient A un anneau local noethérien réduit de dimension un, s le
point fermé de Spec(A), A le normalisé de A et k un corps dont k(s) soit
extension finie. Supposons que A soit fini sur A (i.e. que le complété A"

soit réduit). On appellera invariant & de la singularité de Spec(A) en s

la longueur, calculée sur k, du A-module KIA,

18
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Théoréme 2.11. Soit D une courbe réduite tracée sur S. Alors

(i) Quel que soit t € S¥, on a, avec les notations 2.8

M (D) = E ut.(D)[k(t'):k(t)]
t' proche de t

(ii) Supposons le normalisé D de D fini sur I, et soit & = X(gaﬂgﬂ) 1'in-

variant de la singularité de D en s. Pour tous les t € S%, a 1'exception

d'un nombre fini, uén} est égal & zéro ou un, et on a

1 =
5= T — K (D) (L OFD [k(t):k]
tesge 2 ¢ %

Soient p : Sl — 5 1'éclaté de S le long de {s], D¥ le trans-

formé total de D et D' son transformé pur. En vertu de (2.7), on a
(2.11.1) p¥ = p° +us(n) g% et
(2.11.2) M (D)= (s%,0') . [k(s):k]™}

La curvetta s¥ est non singulire, de sorte que, par 2.8 et la

définition 2.5, la formule 2.9, appliquée aux diviseurs s¥ et D' de Sl,

] s'écrit

(2.11.3) (s¥*,D) = Z M (D) [k(e'):k]
t' proche de s t!
L'assertion (i) pour s = t résulte de (2.11.2) et (2.11.3), et le cas giné-
ral s'obtient en appliquant ce résultat au localisé en t de S(e) (2.3).
Désignons par m 1'i{déal maximal qui définit {e}, et soit n 2 0O,

On sait (SGA VII 3.5) que

l (2.11.4) P 93 (-n s¥%) = o et RiP* g
1 SI

(-n s%) =0 (i>0q)

19
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On déduit de la, et de la suite exacte

= ks

o—:-gsl( n s )———)-gsl—}gm* — 0
que

n i i
(2.11.5) Pr O & = Osf'm et Rpy O . = o (i >0)
et que
= Ny - nin+l) | 1]

(2.11.6) Q) X(0g/m ) Ll [k(s):k]

Faisons n = 0 dans (2.11.4). Quel que soit le complexe K de

faisceaux cohérents sur S, on a par la "formule de projection'

18

K —— Rpy Lp¥K (=K@ Rpy O )
1
n +* = * =
En particulier, puisque Lf Qu £ QD QD*’ on a
(2.11.7) Py Opu = O, et R'puOpz = 0 (1>0)

Posons E = uS(D) s* | D'apres (2.11.1), (2.9.1) (i) b et (2.6.1) on a
(2.11.8) X(Qping) = (D',E) = (D* - E,E) = ~(E,B) = -1 (D)2 (¥, 5%)

= u (07 [k(s) : k]
La suite exacte

0—> 0, —> 0

—
b 0

®go, —

D' gﬂ'ﬂs

fournit par image directe, grace a (2.11.7) des suites exactes

0 —> 0o, —> £,0,, B £200 —> £40,, g~ O
et
— e —
O £405, /0y —> £l > £y Qg O
20
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D'aprés (2.11.6) et (2.11.8), on a done
1
(2.11.9)  X(£40,,/00) = — 1 (D) (u (D)+D)[k(s): k] = u (D)2 [k(s) : k]
1
=5 1 DG (P -D)[ks) : k]

Les schémas D et D' sont réduits, ne cifférent qu'en s, et D'
est fini sur D. Ces schémas ont donc m@me normalisé, et 1'invariani & de
la singularité de D en s est somme de x(f*gn.fgﬂ) et de la somme des inva-
riants S dessingularités de D' en les points de D'M s¥. Prouvons 2.11 (ii)
par récurrence sur 5. Si us(D) > 1, l'hypoth2se de récurrence s'applique
a D', et 2,11 (ii) résulte de (2.11.9). Si B (D) =1, alors (D',s*) =1
et D' N s* est un diviseur régulier de D' ; par (EGA IV 19.1.1), D' est
régulier ; par (2.11.9), D = D' est lui-méme régulier et 2.11 (ii) résulte

de 2.8.

2,12, Soit t € 5% et S' un transformé birationnel de § qui domine S+(t} (2.3).

On appellera transform% total de t sur S', et on désignera encore par t¥#,

le transformé total sur S' du diviseur t¥* de S+(t)_
Soit V une fonction & support fini de S* dans N et supposons que

Vv vérifie, quel que soit t £ S¥%

(2.12.1) vit) = 2§ vie") [k(e") : k()]

t' proche de t
(inégalité des points proches). Soient f : §' —> S un transformé biration-
nel de S qui domine les S (t) pour t dans le support de v, et v* le diviseur

L z wit) t¥ sur S',
LES*®

27



On désignera par I(v) 1'idéal de Oy image directe par f de 1'idéal

de Og+ qui définit le diviseur v¥ .
I(v) = f£,0(~v¥) ;

D'aprés (2.11.4), cet idéal ne dépend pas du choix de S$'. Les idéaux de S

obtenus par ce procédé sont ceux que Zariski [11] appelle "complets",

Théoréme 2.13. Sous les hypoth&ses précédentas, on a

X(0g/1(V)) = T V(E)OW(EI+1) [x(e) : k]
tESH 2

E_E

Rif* gs.(—V*) = 0 our i > Q .

En vieux frangais, on exprime ceci, bri&vement, en disant que :
"exiger qu'une courbe plane passe n fois par un point t, projectif ou infi-

niment voisin, impose n{n+l) conditions, en général indépendantes, aux
2
coefficients de son é&gquation'.

Prouvons tout d'abord le lemme

Lemme 2.14, Soient p : S, —> S 1'&claté de S le long de {s}, T un Sous-—

1

schima fermé de S1 » d'idéal q, D un diviseur, n un entier, J = 0(=s5%)

1'idéal de S, gui définit le diviseur s*, Y = Spec(0, /3%q), D un diviseur
i

régulier sur 5 et D' son transformé pur sur 51. On suppose T M s¥* et

T N D' finis.
(1) si 18k(s) (TN s* S n+l, on a

R'py (g.0™ =0 pour i > 0 et, pour T artinien,

1g, (5)(0g/Pala 3 = n(;+l} + 1lg, gy (D

22
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(1) Si ng(s) (T N s¥) = n, on a

Secit la suite exacte sur 51
n n u n
(2_15.']) 00— J.g—= ] i | @QT—}O =

Pour Prouver que Rip* J%.g =0 (i>0), il suffit par (2.11.4), de montrer
que la fléche pxf{u) est surjective. D'aprés le théoréme des fonctions

holomorphes, il suffit de prouver que les fléches
n k n k
v pr(3 B 0/7) —=p (i@ 0, ® 0/37)
sont surjectives,

On désignera par GrJ un gradué associé pour la filtration J-adique,

1 m+1

Le module Jmem+1 est isomorphe a gs*(mJ ; on a donc R p*Jm/J =0 et

o
“+k+l} dans p*(Jann'k) est surjective. Pour prouver,

la flache de p,(J3"/J
par récurrence sur k, gue les flaches uk sont surjectives, il suffit donc
de prouver, la surjectivité des Vi G
n k n k
vie T g @ GrJ(Q)) —> pp(l ® 6r (0.)) (k=2 0)
k ko, _k+1
Le module GrJ(QT) est un quotient de J /J @ 9. ; il est donc de longueur

sur k(s) au plus n+l. Le noyau N de la flache surjective

n i3 T k
Vg 8 308 6r (0 ~ 0 4 n+k) — " 8 Gr (0.

Q )
est donc un faisceau inversible sur la droite projective s¥*, de depré = -1.
On a Rlp* N =20 et W = p*(?i) est surijectif,

Si T est artinien, de la suite exacte (2.14.1), on déduit main-

tenant que

n n =
lep sy (Ped /pp(37@)) = L& (s) (0.) "
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et 2.14 (i) résulte de (2.11.4) et (2.11.6).
Soit Igtey 1'idéal (monogi2ne de Oy qui définit D'MNT. Sous les P

hypothéses (ii), la suite exacte

—_ PR Y — —_—
@ Ipipr e O o } 1
montre que D'MT wvérifie 1'hypothése {(i). (

La projection p érablit un isomorphisme entre D et D' ; par cet

isomorphisme, & 1'idéal de QD qui définit le sous-schéma D N Spec(osfp%(q ¥
de D correspond 1'idéal de D' engendré par les sections globales de g J"
sur Sl' Cet idéal est contenu dans 1'idéal de D' qui définit D'N Y, 11

lui est en fait égal, car toute section de QD'U v se prelonge en une sec-
tion de Q : si
% -

prolongement se trouve dans Rlp*(I

by y &St 1'idéal qui définit D'V ¥, 1l'obstruction ou

D'UY)' On a

e}

=
I

DUy = 0N q %= (0-dDIN I Nq " =0(-p)s" Ngq 7

n

Il

(o(-p')N q). J
et, d'aprés (i) appliqué 2 D'U T, il n'y a pas d'obstruction.
On a donc
n = ,
(2.14.2) 18 (s) (on Spec(Q./pxlg J7))) 12, ¢s) (D' Y) :
De 1'isomorphie

S e i T o T I

_:Dl'
on déduit que la suite suivante est exacte
n
—_ —
o = lss’1:-'r’1'1' Oy =D'N n s*

de sorte que
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(2.14.3) lgk(s) (D'N ¥) = n (D',s¥%) + lgk(s}(n'ﬂ T)
puisque (D',8%¥) =1, 2,14 (ii) résulte de (2.14.2) et (2.14.3).

Prouvons maintenant, par récurrence sur le nombre d'éléments dans

je support de VW, les assertions de 2.13 et 1l'assertion suivante

(2.14.4) 8i D est un diviseur régulier sur S, alors,
X(DN Spee(0 /1(V)) = ¥ vie) [k(e) : k]
t sur D
Si v = 0, alors v¥ = p, 1(Vv) = QS et 2,13 et (2.14.4) sont tri-

viaux (la seconde assertion de (2.13) résulte d'une application itérée de
(2.11.4) pour n = 0). Simon, on a vw(s) > 0, et il existe un S-morphisme

g: SI—= Sl' Pour chaque point fermé a de SI’ soient sla le localisé de

en a, V_ la restriction de v &8 S.¥% , S' le localisé S' = §'x 5. ,
a la a a g la
1

I(va) = gu gs.(—va*), : Spec(gslfi(va)), T=U ] (réunion finie dis-

!

jointe) et q 1'idéal de T. On a, avec les notations de 2.14
(2.14.5) gx O(-V#) = g, V(8

L'hypothése de récurrence s'applique aux (Sla’ S;, va).

On a donc

(2.14.6) Rig,lE gs.(—v*} = Q0 pour i > 0
% (2.14.7) w(T) = ¥ Vi) (wie)+1) (ki) : k]

I:‘ES"’:"-{S} 2

et, d'apr2s (2.14.4) appliqué au diviseur s* de Sl et 1'hypothése (2.12.1)

18y gy (T N8*) = > vie) [k(t) : k()] < vis)

, t proche de s

3
[57)
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Cette inégalité nous permet d'appliquer ; de (2.14.5), on rtire

R'p. s O(=v¥) = 0 pour i > 0O

ng(s)(gsﬂp* ge 0(=v¥)) = vi(s)(v(s)+1) + 1g (1)

“kis)
2

de sorte que les assertions (2.13) résultent de (2.14.6) et (2.14.7).

Enfin, 2,14 (ii) fournit

1gy(s) (DN Spec (QEII(v)) vis) + 1g () (p'nTy |,

“k

soit par (2.14.4) appliqué a p',

1

vis) [kis) : k] + z wie) [k(t) : k]

t sur D

¥ (DN spec(gsflw})

& b vie) [k(e) : k] .
£ sur D

Ceci achéve la démonstration de 2.13.

(2.15) Des bribes de ce qui précdédent se généralisent en dimension supérieure,
Scit 5 le spectre d'un anneau local régulier de dimension n de point fermé

s, k(s) étant une extension finie de k. On peut encore considérer 1'ensemble
I des schémas f : §' — § déduit de S par éclatements successifs de points

fermés et poser comme en 2.1

lim Irr(f-l(s)
—
s'€ T

g

S* s'appellera encore 1'ensemble des points de S infiniment voisins de s.

Si X est un sous-schéma fermé& de S, et si t € §%, on définit
comme en 2.8 la multiplicité de X en t.
Soient £ : 8' —> S un composé de morphismes d'éclatement de

points fermés, D un diviseur sur S, D¥ = f* D son transformé total sur S',
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£ une courbe sur 8, E' son transformé pur sur S' et supposons que D N E

soit réduit & s. La formule de projection donne encore

(2.16) (D,E) = (D*,E")

Procédant comme en 2.9, on prouve A l'aide de (2.16) que

(2.17) (D,E) = L w(D)u (E) [k(e) : k] .
ces*

Définissons les points proches comme en 2,5, Procédant comme

en 2.11, on vérifie que

(2.18) M (E) = Z MAE) [k(e') : k] :

t' proche de t

Par contre, la formule 2,11 (ii) devient fausse en général (voir les exem-

ples 2.25),

2.19. Soit S une surface projective et régulidre sur un corps k. On désigne

par S¥* la somme disjointe, étendue aux points fermés de S

s* = 11 Spec (gs
s€8

¥* "

,S

et on appelle S¥ 1'ensemble des points infiniment voisins des points de S,

Soit I 1'ensemble des surfaces déduites de S par éclatements
successifs de points fermés. L'ensemble I est cofinal dans 1'ensemble des

l modeles réguliers du corps des fonctions de S, ordonné par domination, Pour

i1 € I, on désigne par Si la surface correspondantes, munie de p; ¢ Si — 5,

On désignera par Divt(Si) le groupe des diviseurs, positifs ou non, sur S

i

Définition 2,20, (i) Le groupe des "courbes" sur S est 1'ensemble 1limirte

inductive lim Dive(S.)
; ifT *

(1i) La catégorie des "faisceaux inversibles" sur S est la limite inducrive

5]
e |
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(SGA 4 VI 6) des catésories de faisceaux inversibles sur les (Si)iEI 3

Ces objets sont des invariants birationnels de S.

Exemple 2.21. (i) Chaque "courbe" C sur § définit un "faisceau inversible"
E(C) sur S.

(ii) Chaque diviseur C sur S définit une "courbe" sur S, qu'on désignera
par C%.

(iii) S5i t € 8%, on définit comme en 2.3 la surface S+(t) et le diviseur

t¥ sur S+(t} ; on désigne encore par t* la "courbe'" définie par t¥*.

(2.22) On vérifie facilement qu'une "courbe” C (resp. un "faisceau inver-

=T T

sible” &) s'écrit d'une et d'une seule fagon sous la forme

c=ckt - L i t* resp. £ =% @0 (-L irt¥) 1
©  reg® © tES#

ou C_ (resp. SO) est un diviseur (resp, un faisceau inversible) sur S et

o1 les it sont des nombres entiers presque tous nuls. On dit que C (resp. i)
est la courbe Co, (resp. le faisceau inversible £oJ affectée de multipli-

cités virtuelles it'

g* (s#)

Le complété Dive (8) xZ du groupe DivE (S) xZz des "courbes"
sur S est encore un invariant birationnel de S ; on 1'appelle le groupe der
"courbes généralisées" sur S. Sur S, une "courbe généralisée'" C se repré-
sente par un diviseur Co‘ affecté d'un nombre pouvant &tre infini de mul-

tiplicités virtuelles,.

On définit de méme les "faisceaux inversibles généralisés' sur 5.

34




- 29 - X

EEEEELE 2.23. Supposons k parfait. Alors, le faisceau inversible Q:!k )
affecté d'une multiplicité wvirtuelle -1 en chaque point t € S*, et un

. 2
gnvariant birationnel de S, soit ﬂS!k

EEEEELE 2.24, Soit £ : Sl ——9'52 un morphisme dominant de surfaces pro-
jectives réguliéres sur k. On définit sans difficulté 1'image inverse d'une
negurbe" ou d'un "faisceau inversible" sur 52, en passant 2 un modéle de s2
ob cette '"courbe'" ou "faisceau inversible" est diviseur ou faisceau inver-
¢ible usuel. Par passage 2 la limite (je n'ai pas vérifié si ce passage 2
la limite é&tait possible), on définit de meme 1'image réciproque d'une
"courbe généralisée"”, ou d'un'"faisceau inversible généralisé&" . Supposons

k parfait et f génériquement étale. La différente (IXE) de f est alors le

diviseur positif sur S, qui vérifie

1

2 —~ 2
£ Qsznr. (R(£)) == QSN"

Cette différente n'est pas un invariant birationnel de f ; pour obtenir

3

un invariant birationnel, il faut considérer la "courbe généralisée" de

coTncidences
3%(E) = R(E) + T e* - £% (£ %)
cg# 3
t€sT :esz
soit, brigvement
2 = 2
* = (] s
@R =Lk = TN
1 2
Cette "courbe généralisée'" 3 un support contenu dans le fermé de 52 ou £
n'est pas étale,
29
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(2.25) Exemple,

Soient k un corps algébriquement clos et En 1'espace affine 2a

n dimension sur k, Soit C une courbe réduite dans En, présentant une sin-

| — gy

gularité & l'origine. A cette singularité on associe son "diapramme d'Enriquesg"

(ef. {3]),qui est le graphe de sommets les points infiniment voisins de o

sur C (2.4 et 2,15), chaque sommet étant joint par un trait & ceux qui lui
sont proches (2.5 et 2.15). Ce diagramme détermine les multiplicités de

ces points sur C (2.11 et 2.18) et, pour n = 2, l'invariant % (2.10 et 2.11)
de la singularité de C 2 1'origine.

Pour les singularités planes les plus simples, on trouve ;:

(e

Dessin équation diagramme (avec multiplicités)

1 1 1 1 b 1 1

] 1 1 i 1
- 8 x5 B 5 2<1 .....

1
M~ y(y.xz) =0 2 %___£<::T———h___~___
1 1 1

B3
< o ¥ .1 1 1

a un invariant & = 3 (resp. & = 2), alors que le diagramme d'Enriques est
le méme, J'ignore si ce phénom2ne se présente aussi pour des courbes
unibranches,

Voici deux exemples de diagrammes, relatifs au cis n=3, qui
ne peuvent se présenter pour des courbes planes (cf. 2.5).

On donne successivement les équations de la courbe, les &quations
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res)

1

& F1.=

de la transformée pure aprés é&clutement de 1l'origine, des é&quations para-

métriques de la courbe, l'invariant § et le diagramme d'"Enriques,

y? = xz® (y/2)? = (x/2)3 x = u®
¥y =nu
L 5 L_ z = (x!z)z . z =" 3 5= 5§ s
(2.25.1)
yzz - x> {yfz)z = (x/z)3 x = u°
y = ug
2> = Fz i z = (yiz)z s & = i & =10 i
(2.25.2)

2.26. Le théordme 2,27 ci-dessous &tait énoncé sous la forme d'une conjec-

ture fausse dans la premiére version (diffusée par 1'IHES) de cet exposé,
I1 deoit beaucoup & des conversations avec D.S. Rim, dont il englobe

certains résultats (D.S. Rim, torsion differentials and deformations,

theorem 2.7 (1)).
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Soit C une courbe projective réduite sur un corps algébriquement
clos k , et s € C(k). On désignera par
A_: 1'anneau local de C en s (ou son complété, cela reviendrait au
m&me pour ce qui suit)

A : le normalisé de A ;
E s
é(s):dlmk(ﬁszSJ 3

mo(s} : la dimension du schéma versel formel T des déformations de Spec(A ),
s

Pour E une composante irréductible de T , on posera encore

mE(s) = dim(E).

Les modules 1 des dérivations de A: et T des dérivations
de As sont sans torsion ; ils s'injectent dans le module des dérivations
du corps des fractions de AS » pour A intégre, et dans le module des
dérivations de 1'anneau total des fractions de Al (un produit de corps)
dans le cas général. De plus, via ces inclusions, T et 7T  sont

commensurables : T/TNT et T /TMT sont de dimension finie sur k =

On pose

s

m1{5) = [T 7] = . dimk(THfTrlfN) = dimk(TfTﬂT"3 "

Théoréme 2.27. Soit E wune composante irréductible du schéma formel

versel T des déformations de As . 81 "la déformation de As au-dessus

du point générique e de E est lisse", i.e. si 1'image du sous-schéma

formel de non lissité (défini par un idéal jacobien : VI 5), fini sur T ,

ne contient pas e , alors

— iz
3 &(s) = mo(s) . miis)
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La validité de 2,27 ne dépend que du complété de A -

Remplagant (C,s) par (C',s) formellement isomorphe a (C,s) en s ,
on peut supposer que les conditions suivantes sont vérifiées

(a) s est le seul point singulier de C ;

(b) €C n'a pas d'automorphismes infinité&simaux.

La condition (b) nous garantit que la foncteur des déformations

i

de C est proreprésentable. Il est mBme effectivement pro-représentable,
car il n'y a pas d'obstruction & relever un faisceau inversible (ample)

donné sur C , Soit f : xo ———t TD la déformation universelle de ¢

et t le point fermé de To : O xoto‘

Lemme 2.28. 11 existe un schéma de type fini sur k T t. & Tlik)

B . |
et i 3 xl s Tl' propre et plat, de fibre € en tl et tel que

pour tout u € Tlik}, le complété de T, en u soit un schéma formel

de modules pour la fibre X

lu
Voici une démonstration directe de ce corollaire de résultats
généraux d'Artin., Soit &£ wun faisceau inversible tras ample sur C ,

tel que H1(C,£} =0, et P =P (HNCL). ona v : cC—= P . soit T,

le schéma de Hilbert, classifiant les sous-variétés de TP de meme

polyndme de Hilbert que w{(C) © IP. Soit t, €T correspondant & v{(C).

2

N - .
2 de T2 en t, est lisse sur So , 1le fibré& tangent

“
vertical de T2,-’T0 se dé&duisant du sous-fibré L du fibré tangent de T

Le complété T

2

image de Lie(Aut(IP)) pour 1l'action de Aut(P) sur T,. Au voisinage

de t,, soit fl I En n = dim Aut(P ) é&quations définissant un

Sous-schéma Ti de T, passant par t, et de complété en t, étale sur EX

On prend pour T, un voisinage de ¢t dans T, on le fibré tangent soit

transverse a L
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2.29. Au morphisme de foncteur

(déformations de €) ————= (déformations de AS)

correspond un morphisme p : I,—=T. D'aprés VI 2.10 5 P l
est lisse. Soit t 1le point fermé de T . L'espace tangent de Zariski |
de pqllt} en to classifie les déformations localement triviales de
C sur k[e] az= 0). Posant E, = p_l(E), on a donc L
(2.29.1) dim(E ) = dim(E) + dim HI(C, TL, )

o c/k

Puisque KofTo est plat, les fibres de KOKTO ont toutes
le mefie genre arithmétique p (l-p = %(®))., Par hypoth&se, la fibre T
au point générique de E0 est lisse ; le schéma formel des modules d'une
courbe propre et lisse étant lisse de dimension 3p-3, on déduit de

2.28 que

(2.29.2) dim(E) = 3p-3 4

Soit € la normalisée de C, de genre arithmétique

i~

p =p - 8(s). On a
; 1 1 = 1 -
(2.29.3) dim H (C’chk} = - X(C,Tcxk} =
~ -1
= - y(c ’TCN/k) + m, (s) = -[3(p-8(s))-3] + m, (s) )

Les formules (2.29.1) (2,29.2) (2.29.3) prouvent 2.27.

Conjecture 2.30. Toute courbe propre réduite a une déformation lisse.

Cette conjecture implique, par 2.27 et 2,28, que le schéma formel
versel des déformations de AS est toujours équidimensionnel, de

dimension 3&(s) - mI(s).
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2.31. Soit C une courbe propre réduite sur k, de genre arithmétique p
on désignera par
M : la dimension du schéma formel versel T des déformations de C ;

My : la dimension de 1'algébre de Lie de Aut(C).

Pour E une composante irréductible de T, on notera MDE
1a dimension de E .

L'analogue global de 2.27 est le suivant,

Proposition 2.32. Si la déformation de € au-dessus du point générique

de E est lisse, on a

3p-3=HE-Ml .

Soit X < C{k) un ensemble fini de points lisses de C , tel
que tout champ de vecteur sur C, s'annulant en tout point x € X, soit
nul. Le foncteur des déformations de (C,X) est proreprésentable, et
vérifie une variante de 2.28 . Le schéma formel des modules de (C,X)
est lisse sur T , de dimension relative #X - M. , et de 1'analogue

i
de 2.28 on déduit que

r-10+(#x-ul) = 3p -3+ #X,

d'on 2,32,

Supposons k de caractéristique O . On a alors M. = dim Auc(c).

Voici une interprétation analogue de mlis).
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Lemme 2,33. Si k est de caractéristique O, toute dérivation de A

s

se prolonge en une dérivation de A; :

5i D est une dérivation de As » expl(bt) = £ 0" %01 est
un sutomorphisme du complété en (s,0) de A, @ k[t]. Par transport de
structure, cet automorphisme agit sur le normalisé (A;'@ kft])A de
cet anneau. Ré&duisant mod t2 » On trouve un automorphisme 1 + Dt de
A;'Aak k[t]f(tz), et D se trouve ainsi prolongé en une dérivation

o~

de as’\ . Puisqu'il se prolonge aussi au corps des fractions de AS

(anneau total des fractions si as n'est pas intdgre), il se prolonge 2

Supposons s singulier. Un argument analogue montre alors gue
le champ de vecteur sur Spec(Agj défini par D s'annulle en tout

point au-dessus de s ,

Soit ¢ wun idéal de A; contenu dans le conducteur de A;?ﬁs .
Soit G = QEE(AEYC) et soit G_ le sous-groupe de G: qui stabilise
la sous-algdbre AS/c . Pour dce, GZ stabilise c¢/d et s'envoie
sur G:' (remarquer que g € d: est déterminé par g(t), pour t une
uniformisante, et que g(t) est n'importe quelle uniformisante). L'espace
homogéne pointé G??GC est donc indépendant de ¢ . On note @ /G.

Soit T:' le A;lmodule des champs de vecteurs sur Spec(A;T

qui s'annullent en les points au-dessus de s . Pour s singulier, on

dimk(Tﬁ7T;) = nombre de branches ;

TS?T — espace tangent 2 l'origine de G™/G
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EEEEEEEEEEE 2.34, En caractéristique O et pour s singulier, 1l'entier

mlfs) est somme du nombre de branches et de la dimension de G /G .
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COHOMOLOGIE DES INTERSECTIONS COMPLETES

par P, DELIGHNE

1. Cohomologie de 1'espace projectif et des intersections compl&tes

Soit X une variété projective non singulidre complexe, purement
de dimension n, et soit 0(1) un faisceau inversible ample sur X. D'aprés

Akizuki et Nakano [1], il résulte du vanishing theorem de Kodaira [4] que
(*) Hifx,ﬂi (-1)) = 0 pour i+§ < n .

D'aprés [1] toujours, ce résultat implique le "théor2me de Lefschetz faible",
en cohomologie complexe. On se propose de montrer, par force brutale, que si
X est un espace projectif sur un corps de caractéristique quelconque, alors
(¥) reste vral. Ceci permettra, & l'imitation de 1], Qe comparer les coho-
mologies de Hodge et de De Rham des intersections complétes, sur un corps
de caractéristique quelconque, 2 celles de l'espace projectif.

On explicite ensuite quelques conséquences des résultats obtenus,
Au n® 2, on expose des résultats qualitatifs déduits de la formule numérique
de Hirzebruch (2.2). Je tiens & remercier N. Katz de 1'aide qu'il m'a appor-

tée dans la conception de ce numéro.

1.0. Soit E un module localement libre de rang r+l sur un schéma S. On buppose
que © > 0. Rappelons que IP(E) désigne 1'espace projectif relatif sur S des
hyperplans de E . On désignera par p la projection de:E(E) sur S et par

ne HO{S’RIP*(ﬁgP(E)IS)) la premi2re classe de Chern, style Hodge, du faisceau
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inversible 0(1). Rappelons que 7 est l'image par la différentielle logarith-

mique df/f : 0% — QU de la classe de 0(1) dans HO(S,Rlpﬂg"'J. Pour

1
P(E)/S

tout faisceau F de O-modules sur IP(E), on pose

En

F(n) = F® 0(1) (n €2)

Théorgdme 1.1. (i) Les faisceaux Rip*(i‘:Jm(E”S[n)} sont localement libres,

et leur formation est compatible & tout changement de base.

(1) Pour O<i<r, la section T de Rlp*(ﬂln,(E)',s) définit un isomorphisme

entre ce faisceau et gs . De plus,

i i oy
I = >
Rp*f]P(f._)f'S o] pour i # joui>r
(iii) 8i n # 0, alors, en dehors des deux cas suivants, Rlp,,,,.(ﬂj (n))
= ®(E) /s

est nul :
(iii ) i =0etn>]j

= EC
(i.iib) i=retn< j-r

Soient V(E) = Spec (Sym* E) 1'espace affine défini par E, e sa
section nulle, V¥(E)* le complémentaire W(E)* = W(E) ~e(S), a et a' les

projections de V(E) et V(E)* sur S et q la projection de V(E)* sur IP(E)

Y(E) < V(E)¥ ———> P(E)
a ll a'
e P
s

L'espace affine épointé V(0(1)}* sur IP(E) est canoniquement
isomorphe & V(E)}*, de sorte que, pour tout faisceau quasi-cohérent de

O-modules F sur P(E), on a canoniquement
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(1.1.1) 4 ¥ F = 2 F(n)
nEZ

Cette graduation de qy q* F peut se déduire de 1"action, sur ce
faisceau, du groupe € des homothéties de V(E).

Les champs de vecteurs relatifs sur V(E) s'identifient aux
S-morphismes de V(E) dans V(E) (identifié 2 l'espace tangent 2 1'origine).
Le champ de vecteur X défini par 1'application identique de V(E) est inva-
riant par homothéties, Ce champ de vecteur est tangent aux fibres de q et

définit une trivialisation

(1.1.2) X e r@ T Qe -

Si les x5 forment une base de L, on a
X = Z:xi dx* .

2 1
Puisque (I V(E)*/P(E) est de rang un, la suite exacte

1

1 o
O T Tpgyss T Wyggynss —> 0

wE)*pE) > °
induit des suites exactes

i

i
O p@yis T Y wi)ss

1 i-1
7 TyE)yemE) SN PCE)/ST > ©

Celles-ci se réécrivent (1.1,.2)

sk

=i pi . —_—
(1.1.3) o — q*‘*mgws —= U V(E)*/s T pE)ss g

On a canoniquement

i . e T
(1.1.4) 9! YE) /s a AE A

Les suites exactes courtes (1.1.3) s'obtiennent donc en fractionnant une
suite exacte longue sur V(E)¥

s i = i-1 ¢ i-2
(1.1.5) ... —a" AE o ~ _F;-—"—L—:- a'® A g —=
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Certte suite exacte longue n'est autre que la restriction & V(E)® de 1la
résolution de Kozul de 0O sur T(E).
—e(8) i
Projetons la suite exacte longue (1.,1.5) sur E(E) par le morphisme

affine q. En vertu de (1.1.1) et de la formule gua'® = q.,q™p*, on obtient

une suite exacte longue

e

-1
(1.1.6) ...—> % p* AE(n) X5 5 p* A EM —> ... . ’

nE Z nt Z

Celle-ci se fractionne en suite exactes courtes, images de (1.1.3),

<1

~i-1
Y PE) /S

(1.1.7) 00— TR /s

nkE Z

Fa) =ix £ oA Ela) 2 F () >0 .

nkt Z nE Z
Les suites exactes (1,1.7) sont sommes de suites exactes

i
P(E) /S

XL ~i-1

i
(1.1.8) o—0 (n) — p* N E(n-i) ——> L.']P(E)I;S(l'l) — 0

Rappelons (EGA III 2.1.15 ou FAC) que les Rip*g(k) sont localement libres

de formation compatible & tout changement de base, et que

(1.1.9) R'p, O(k) =0 si i #0, r, ousii=0, k<0, ousii=r, k>-r-1,

i J
et que R p,p* A E(k) est donc nul sous ces mémes conditions.
Les suites exactes (1.1.8) fournissent une résolution

i
(l1.1.10) 0 —> h]P(E);"S

i
(@) Es 5% nEG-1) B ... — p* R BE(n-0) —> 0

de QzP(E)fS(n}‘ La suite spectrale définie par cette résclution dégénére

(Fl = E_) pour des raisons de degré (1.1.9) ; pour 0 < j < r, elle fournit

. i-
(1.1.11) RJp*narfzjfs(") =+ (... .5 Pie ﬁJ E(n=-i+j) -5 5 s

Puisque r 21, un argument de profondeur montre que

>
|

i i i
— ER P#P* AE(n) = puquq¥p® A E = a',a'™ AE = aea*
n
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i i
de sorte que pup® A E(n) est la partie homogdne de poids n + i de aga* NE,
i
soit Symn{l-:) ® NE . Si on se rappelle que (1.1.5) provient de la résolution
) R,
de Keszul, on trouve par (1,1.11) que, pour 0 < j < r, R p*“j?(;)!S(nJ n'est
non nul que si i-j = 0 et n-i+j = 0, i.e. si n = 0 et i = j. Dans ce cas,

i s § .
de plus, R pui P(E) /S est isomorphe 2 9 .

Pour j = O, on déduit encore de (1.1,10) gque

3

i i i-1
(1.1.13) Paull IP(E)!S(“) = Ker(XL : py NE(n-i) — p, A E(n-i+l)

et le méme argument montre que XL est injectif lorsque n-i = 0,

En vertu de(1,1.8) pour n =0, i = r+l, on a

- r+1
nﬁ?(g}fs — p¥ A E(-r-1). Lorsque S est le spectre d'un corps, les assertions
de nullité de groupes de cohomologie de 1.1 (ii) et (iii) résultent de ce qui
précd¢de pour j#r, et s'en déduisent par dualité ([2] Vv 11.2 p. 211) pour j=r.
En particulier, quels que soient j et m, il existe au plus un i tel que
i . . ~
R P*G%P(E}fs(nJ # 0, ce qui implique (i) puisque “%P(EJIS est plat sur S
(le plus dur est de trouver la référence dans EGA III ; je suggldre :
6.10.5 + 7.4.1 + 7.5.5 + un passage 2 la limite).

L . ;

Sachant que les R p*h.m(ggfs sont des faisceaux inversibles pour

0<=i=r, il reste seulement & prouver que, pour S le spectre d'un corps,

on a ﬂi # 0. En effet TF est la classe de cohomologie d'un point rationnel

(intersection de r hyperplans), donc une base de H (P°,0°) (FGA exp. 149 n®4).

1.2. Il est possible de calculer, directement 2 partir de (1.1.10) ou (1.1.13),

i

les caractéristiques d'Euler-Poincaré des i (n). Le résultat, peu appétissant,

est

PO, S = - _pyi=§fimHl fr+n-i
X, g () £ (1) ( o | J

A
i
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Proposition 1.3, Soient f : X —> S un morphisme propre et lisse, W un

faisceau loczlement libre de rang ¢ sur X, F un faisceau cohérent sur X,

d un entier > 0O et s : W ——-#_Qx une section de E‘ﬂ On_suppose que S est

noethérien et que

(a) Le sous-schéma H de X défini par 1'annulation de s est lisse sur S.

(b) Localement sur X, si les s_. sont les coordonnées de § dans une base

i
de W "les s, forment une suite Oy-régulier et F-régulidre.

(e) Quelle que soit .a suite d'entiers ki’ non tous nuls, on a

’ k, :
p B 1
Rf, (@ A" uBQ)
i

fss-F-’) = 0 pour i+j < d

Alors, on a :

i~

i = i j 8
(i) R fy (“jnfs ® F) le*(njx./s ® F) pour i+j < d-c,

i

s ~J i o3 .
(ii) RUE, (“JH S@E}(————) R f*(;:]xfs ® F) pour i+j = d-c¢ .

/
Le faisceau conormal NH!X de H dans X est isomorphe & la restric-

tion de W a H, de sorte que la suite exacte

(1.3.1> 0— N

i 4 1
wx o s @9 T Gy —>0

définit une filtration décroissante de fifs @ 9& dont les quotients successifs

sont donnés par
(1.3.2) acfd, . @0) = Aue
IS —Y -
I1 résulte de (b) que 1l'on a encore
K i 4 j-k
€1.3.5) Gr(y,c ® 0 ®F) = AN® Q c®F .

On prouvera (i) et (ii) par récurrence sur j, simultanément pour

tous les F vérifiant (b) et (c). Ces assertions sont vides pour j < O ;
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supposons donc (i) et (ii) prouvés pour j' < j. L'hypoth2se de récurrence
k
s'applique aux faisceaux A W® F ; elle fournit, par (c)

s k
(1.3.4) le* ( hee f%;: & P) = 0 pour k > 0 et i+j < d-c+k

La filtration considérée plus haut du Qi](fs ® QY @ F définit une

guite spectrale
P .
p.i-p _ i -p i
L R £,( A g@f\jmssg) ﬁaf*(n;,,s@g\,@g)

Par (1.3.4), on a Ef’xﬂp =0sip>0et i+j = d-c d'olt 1'on

tire que
Rif*(fsj{fs e 9, e F) ——> Rif*(fih,s & F) pour i+j < d-c
(1.3.5)

R'e,(Q),  © 0 &8 B —>s R'£,(0) @ B) pour 1+ = a-c

D'aprés 1'hypothése (b), pour une différentielle convenable, les
k
A NS ﬂgu,s @ F forment une résolution & gauche (de Hoszul) de F%js & 9‘:’ ® F.

Cette filtration définit une suite spectrale
P 5 .
=P,9 _ q ~J g q-p - = F
(1.3.6) E] RUEn(ANG Q8 H —> R f*(Q;fsugYe,D

]

D'apr2s 1'hypothése(c), on a E;p,q =0 pour p > 0 et g+j < d

ou, trivialement, pour p € [0,c]. D&s lors,

!(le*m)](fs @F) ——> Rif*(f{lfs € F) pour i+j < d-c
(.37
r .

LRif*(?ijs 2 fF) —> Rif*(ﬁflfs & F) pour i+j = d-c

Les assertions (i) et (ii) résultent maintenant de (1.3.5) et (1.3.7).

o1



1.4, Soient E un faisceau de modules localement libres de rang r+l1 sur
un schéma S, PP(E) le fibré projectif correspondant, d un entier = r et

a-= (al - ad) une suite d'entiers, Une intersection compl&te relative

dans IP(E), de multidegré a, est un sous-schéma de P(E), fibre par fibre
de codimensiond, qui, localement sur S pour la topologie é&tale, est inter-

section de d hypersurfaces de degrés respectifs a; ... 24 y

En vertu de 1.1, les hypothéses (b) et (c) de 1.3 sont vérifiées "
v
pour X/S =(E)/s, F =_gx , W= E_Q(-ai) et pour s une section de W définis-
§

sant une intersection compléte relative Y CP(E) de multidegré a.

Théoréme 1.5. Sous les hypothéses 1.4, soit n = r-d la dimension relative

de Y et 1 € HD(S,le*Q;fS} la premidre classe de Chern de 0(1)

¥ C P(E)

e

Fh

S5i ¥ est lisse sur §, alors :

(i) Les le*ﬁdfs sont localement libres, et leur formation est compatible

2 tout changement de base.

(ii) La suite spectrale Efq = qu*ﬁz;’s ——— > Rpﬂf*(f‘s‘;‘fs) reliant les

cohomologie de Hodge et de De Rham dégénére (E1 = Em), son aboutissement

est localement libre et sa formation est compatible 3 tout changement de

base.
(iii) On a

a

Rif*fk}{fs =0 si i#j et i+j #n
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(iii)y N est une base de Rl[thY/s 5L 2i € n

(iii) si n<2i<2n et si @; est la base de le*Qi duale de la base
o Bk

Y/s

=1 n-1i n-1i
7" de R £,.0 v/g» 2lors

iii) Si n = 2m, alors 7" # 0 (si S#@) et le quotient Rf fo. .M
( a4 2= =k Ak —= #y/s'=5

est localement libre.

Il suffit de prouver 1.5 dans un cas "universel", ce qui permet
de supposer S5 lisse sur Spec( Z). Dans ce cas, 1'assertion (ii) résulte
de (i), car elle est vraie sur €, donc sur tout corps de caractéristique O,
d'aprés la théorie de Hodge. De plus, S é&tant réduit, (i) résulte de (iii),
supposé démontré pour S le spectre d'un corps : en effet, d'aprés (iii),

pour chaque j les fonctions

s —> dim {Hi(Ys,Q;:s)
sont comstantes sur S, sauf peut-8tre pour i = j, donc sont toutes constantes
puisque leur somme alternée 1'est (EGA III 7.9.2) et on conclut par EGA ITIT
6.10.5 + 7.6.9 + 7.7.5.

En vertu de (1.4) et (1.3), on a

i ~ i j 2
R f*QjY.-’S e SR S*QJIP(EJIS pour i+j < n

(1.5.1)
5 .
R f*rzij — ng*ﬁj]?(g)fs pour i+j = n

8i S est le spectre d'un corps, les assertions {iii)a (iii)b (iii)d résul-

tent de (1.5.1) et de la dualité de Serre ([2] vV 11.2 P.211) La classe de

1
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d
cohomologie 7 est la classe de cohomologie d'un O-cycle de degré TT a
1

[

(le degré de 1'intersection compl&te), de sorte que

)
n 4 l
n =(TT a‘j o
1 1}, n f
issg oz n-i )
Par définition, on a T a;, =, et(iii)c en résulte,

Les assertions (i) et (ii) sont donc vraies, et les assertions
(iii), dans le cas universel, résultent de (i) et de (iii) supposé prouvé

pour S le spectre d'un corps.

Théoréme 1.6. Gardons les hypoth®ses et notations de 1.4, 1.5, supposons Y lisse,

soit 4 un nombre premier premier aux caractéristiques résiduelles de S, r

et désignons nar 3 € HO{S,sz*( E{‘(l))) la premi2re classe de Chern 4L-adigque

de 0(1) (SGA 5 VII). Alors

(i) Rif* Z, = 0 si i est impair et distinct de n

e

(ii) 5i 2i < n, alors Rzlf* I‘P(i) est isomorphe a ZZ{’, et admet 7|
Zi

pour base

e

(iii) Si n < 2i < 2n, alors R £4 Z, (i) est isomorphe 2 Z,, et admet

L}

i d
T, / T a, pour base,
LA 1 i

(iv) Le Z.L-faisceau Rnf* Z, est constant tordu constructible sans torsion

'r{”'z est

et, si n est pair, alors rgf.? # 0 (si S#@) et Rnf‘,m_t(nfz)f zZ, .
sans torsiom.

Les Et-faisceaux Rif* Z-f, sont constants tordus constructibles,
et leur formation est compatible 3 tout changement de base, d'apra2s SGA
4 XVI 2.2. Il suffit donc de prouver ..6 pour 3 le spectre d'un corps algé-
briquement clos. Une application itérée de SGA 4 XIV 3.3 montre alors, pour

tout m, que la flaéche canonique

H‘? @(E z=/2™) — vy, Zz/™)

48

54



est bijective pour q > r + d et surjective pour q = r + d. De 12, et de
la dualité de Poincaré (SGA 4 XVIII) on déduit (SGA 5 VII) que la flache

de restriction
Bl ®®), z)) — wiy, z,)

est bijective pour @ < mn, injective et de conoyau sans torsion pour g = n

Ceci prouve (i) pour 1 < n, (ii) et (iv). On vérifie comme en 1.5 que T§
d

est TT a; fois la classe canonique, et (i) et (iii) s'obtiennent dés lors
1

par dualité de Poincaré (SGA 4 XVIII).

1.7. 81 Y est une intersection compléte de dimension au moins 3 dans un
espace projectif PP"(k) sur un corps k, on sait que Pic(Y) est isomorphe a Z,
et est engendré par 0(1) (SGA 2 XII 3.7). En dimension 2, et si Y est lisse,

on sait encore prouver :

Théoréme 1.8. Soit Y une surface lisse intersection complzte dans 1'espace

-

projectif P "(k) sur un corps algébriquement clos k. Alors, Pic (Y) = 0O,

et la classe de 0(1) n'est pas divisible dans le groupe de Néron-Severi NS(Y).

Puisque H'(Y,0) = 0 (1.5 (iii) ), on sait que Pic®(¥) = 0. La
nullité de Pic (¥) résulte alors du lemme bien connu suivant, du fait
que HE(Yg Z.(1)) est sans torsion (1.6 (iv)) et du fait que HO(Y,G;} =0

(1.5 GETiY ).
a

Lemme 1.9, Soit Y une variété alpébrique compléte sur un corps algébriquement

clos k.

(1)  si 4 est premier a la caractéristique de k, alors la i-torsion de NS(Y)

s'identifie 3 1a i-torsion de Hz(Y, EtfliJ.
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(ii) Si k est de caractéristique non nulle p et si Y est lisse, alors le

noyau de la multiplication par p dans Pic(Y) s'identifie au sous-groupe de

HO(Y,C;) formé des différentielles localement logarithmiques.

Les suites exactes de Kummer

0 th Gm Gm > O

définissent des suites exactes

0 —> Pic(¥) /4™ Pic(y) — ui(¥,u ) — w2 )  — 0
n m g‘n

od Pie(¥)/i" Pic(Y) = Ns(¥) @ Z/L". Par passage 3 la limite projective, on

(‘u

trouve

. 2 2
0 — Ns(Y) @z, —> H (Y, zz{‘u}) — Ham(QlLf z,, H ((;m)) — 0 ,

et le conoyau est sans torsion puisque Qj,fmf est divisible, L'assertion
(i) en résulte,

Pour prouver (ii), il suffit de noter que la suite exacte

P
> o —Er—oX o dE/F A1
0 OY > OY Hy

définit une suite exacte courte

1
F Kol
0> % 9% % loeitog > O

et de prendre la suite exacte longue de cohomologie correspondante. Ce

raisonnement est dG & Cartier, qui prouve de plus que, si 1l'on désigne par
C l'opération de Cartier sur HD(Y,Q;J, alors les différentielles localement
logarithmique forment le noyau de C-Id,.

Supposons par 1'absurde que la classe de 0(1) dans NS(Y) soit de

la forme nw, avec n > 1., Si 4 divise n et est premier 2 la caractéristique,
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en a encore, en cohomologie {-adique

T, = o cl(u)
ee qui contredit 1.6 (iv).
Enfin, si la caractéristique p de k est différente de 0, et si

p divise n, on a encore, en cohomologie de Hodge

NnM=n cl(u) =0 .

ce qui contredit 1.5 (iii}d et achgve la démonstration,

2. Résultats numérigues

. = i
2.1. Soient a (ai)lsisd une suite d'entiers = 1, et désignons par VnﬁgJ

une intersection compléte lisse de dimension n et de multidegré a dans un espace

projectifiwn+d sur un corps k. On posera

aPY (2) = aim Hq(vp (=),

+q

et

WP%a) = WPYa) - & .
o = - P:9

Les hzq(é) sont donec les nombres de Hodge de la cohomologie pri-
mitive de dimension moitié d'une intersection complite de mul tidegré a. Ils

ne dépendent que de a, p et q (1.5). On posera

(2.1.1) B(e) = 2 _ n2% P29 ez[[y,201 .
P, q=20

Pour d = 1 et 2 = (a), on pose hF9(a) = hpq(g} et H(a) = H(a). Pour d = 0,

I

on pose sﬂp(ai) U
La formule suivante est le cas particulier k = 0 de la formule

(2) p.160 de Hirzebruch [3)

i
-
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a, a
d Li.r i
- A 1 (1+yz) *=(1-2)
(2.2) > I oxtva), af) yP MY = T — —
n=0 o (1+yz)(1-z) 1 (i+yz) " ldy(l-2) *

Nous allons transformer cette formule en la suivante

Théorgme 2.3. (Hirzebruch). Avec les notations 2.1, on a

(149) L = (142) "%
1 +y - (1+z
H(a) = ——— T a: a3 -1
(14y)(1+2) | 1sisd -(1+y) £ + (1+2) 'y
En vertu de 1.5, on a
X(v_(a),0®) = (1P + (-1)""P W PR Ca)
de sorte que le premier membre I de (2.2) se réécrit
e
I=) . 2 . ((-1)Ps-1)9 nPrd(g)) yPLPHIH
=0 p+g=n
= 2 ; (-1}p(yz}pz?zd - ; (=19 hg‘q(a) (yz)P2? 20
P, q=0 P, q20

2
z| ———— + Hls){yz,-2)
(l+yz)(1-2)

Le deuxid®me membre II de (2.2) se réécrit

a. a.
zd f% (1+yz) * - {1-2) —

II = b I P
(l+yz)(1l-z) 1 (1+vz) 24 yz(l-z)al

d
de sorte que, simplifiant par z dans I = II, on trouve que

1 [a Gov2)™t - % 1
H(a) (yz,-z) = T’ J

a,
{1+yz){1-z)L (1+yz) *z + (l-z}aiyz

et 2,3 se déduit de cette formule par changement de variable.

52

58




e L

-

Corollaire 2.4, Avec les notations 2.1,
Corollaire

(i) pour d = 1, on a

(1+y)a-1~ () &)
H(a) = -

(1+v)32 - (1+2)%

(a-l ) lej

3 i+j+1
~ a
I= 2> ‘(i+j)yl 27 i
i,j=1

(1i) on a, |P| désignent le nombre d'élément d'une partie P de [1,4d],

|p|-1 |p|-1
H(2) = Z_\(lﬂw) (1+2) 1_|H(ai)

p=l:,d] i€p
P #Q

D'aprés (2.3), on a

=1 (1+)® - (142)°

H(a) + 1

(l+y)(1+z) #_(I+z}a-z = (1+z)ay

-1 (14+y) F(1+2) - (1+2) 31 +y)

(A+y) (1+2) | (149 %2 - (1+2) %

()% L © ey ®?

(1+y) %2 - (1+2)%

Soient N et D les numérateurs et dénorinateurs de cette formule,

On a

H(a)

]
o=
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ral

(y=-2) E (i+j+l y zj

i,j=0

vno=> |

-z )

D = Z(‘:) fykz - yzk) (Z—Y) + ¥z Z( )( k=1 = Zk*]j

=  (y-z) (-1 + yz (1T3+2) izj
i,j=0
7] )
a ..
= (y-2z) (-1 + ; (i-l—j,f yi 27 )
i,j=1 1

et 1'assertion (i) en résulte.

Inversons la formule de 2.3, pour d = 1. On trouve

(1+y)® - (1+2)? (
- = 1 + (1+x){(1+y) H(a) 5
(1+y)%2 - (1+2)%

Si 1'on substitue cette formule dans 2.3, on obtient

- '[ ]

1 d
H(a) = ————— | T Q+(1+) (14y) H(a,)) =} ]
(14y) (142) * '

1 r [»|
_— P:EJ (14x) (1+y> II H(a,)
(1+y) (1+=) P # ;‘.'l i€P

d'olt résulte (ii).

Théoreme 2.5, Avec les notations 2.1

(i) 5Si p+q = p'+q' et si p = p' = q' = q, alors

2P D 2 w? V)
o == o _

(ii) Si p = q, pour que hzq (a) # 0, il faut et il suffit que
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prg+d - T a;
P =

sup(ai)

oit [ ] désigne la partie entidre du quotient,

Soit (*) la propriété suivante d'une série formelle

= P9 .
P=3L 85g ¥y oz F

#* les sont positif = , et si = p'4+q', et = p' = q' = gq,
(*) e apq nt p s, apq aqp 1 piq P g9, P P q 9

alors apq 2 a4

P q
L'assertion (i) résulte aussitdt des formules (2.4), de 1'idenrité
-1 n 2 ”
(1-x) N E:: X , et du lemme suivant, dont la démonstration est laissée
n=0

au lecteur

Lemme 2.5.1. L'ensemble des séries formelles vérifiant (¥) est stable par

addition et multiplication.

On prouvera (ii) tout d'abord dans le cas particulier des hyper-

surfaces (d = 1). La formule & démontrer se réécrit alors, pour p S g,

pHq+l

(2.5.2) hzq(a) £0 == p 2[

a —
( <= (p+l) a = p+gq+2 trivialement),

De la deuxi2me formule 2.4 (i), on dé&duit que hzq est non nul

si et seulement si il existe des couples (e, f) et (ci,di) tels que
(e,f) = (0,0) et e+f < a-2
(2,5.3) (c,,d.) = (1,1) et c.+d. = a
i L 1 1

{p,q) = (e, &) + € (ci’di)
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Pour p+q donné, le plus petit p possible s'obtient pour e = 0 et

= 1, et est le nombre d'indices i. Ce p est donc la borne inférieure des

p pour lesquels on a
{p+q)-(a-2)
B g mmmm———  diue. (p+1)a = p+q+2 4
a

Passons au cas généresl. Si a' se déduit de a en supprimant les

a; égaux 23 1, alors H(a) = H(a'). Vu la forme de la formule 2.5 (ii), on
peut supposer que pour tout i, a; >1l. 8i d = 0, alors hgq = 0 et l'assertion

est correcte; on ne restreint pas la généralité en supposant que & > 0 et

que a, = sup(ai}.

En vertu de 2.4 (ii), et (2.5.2), pour que th(g) # 0, il faut
et il suffir qu'il existe une partie non vide P de [1,d], un couple (e,f)

et des couples (ci,d.} tels que
i=si=d

(|p|-1, |P|-1) = (e,£) 2(0,0) ,
c.+d +1
p R &

(2.5.4) Eypd.. 2 3 Lesydy) 2 (0,0)
£70 . 553

i
(p,q) = (e, £f) + T (ci,di)

Pour n = p+rq fixé, cherchons la plus petite valeur de p possible.

Si ny = < + di’ pour un tel p, les conditions (2.5.4) se réé&crivent, en

terme des cs ni, e ec f
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8, =2 e n, pair (zinon (2.5.4) est impossible)
n -+l T
ci =z H ci ﬁ.nl R
a3
(2.5.5) (|ej-1, |B|-1) = (e,£) 2 (0,00 ,
n =

et+tf+ T n, ,
i

p=e+ LT ¢

Cette description montre tout d'abord que le plus petit p est

obtenu pour P = [1,d], cas auquel on se limitera. Si on a

(2.5.6) E(ai—Z) + (d=1) = n,
alors il existe une solution avec p = ci = e = 0, Sinon, si a, # 2, le
miewtqu'on puisse faire est de prendre ng = oa; - 2 pour i # 4, de sorte
que ¢, = O pour i #d, e =0, f =d-1etn, =n - (d-1) - £ (a.-2). On
i d i
i#d
a alors

n-{d-1) - & (ai-Z) + 1
£2.5.7) p= 174 i

a4

et donc, pour p < g, on a hiqu) # 0 si et seulement si

a- T (a,=1) +1 |

:
(2.5.8) p = 1#d
4a
" La formule (2.5.8) se réduit & (2.5.2) si d = 1 et est triviale-

ment vraie si (2.5.6) est vérifié, Si d = 2, si (2.5.6) n'est pas vérifis,

et si tous les a;, sont €égaux 2 2, le mieux qu'on puisse faire est encore de
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prendre n, 0 (i#d), e = 0, £ = d-1 ou d-2, congru 2 n modulo 2, et

n, = n-f. 5i n=d-1 (2), on prouve (2.5.7) comme plus haut. Sinon, on note

que

n - (d-2) +1 n - (d=1) + 1

2 2
de sorte que (2.,5.7), et par 12 (2.5.8), est valable méme si ay = 2. I

Reste & vérifier que (2.5.8) équivaut & ls formule 2.5 (ii).

n-% (a,-1) +1 n+d-ZL a; p+q+d-L a
i#d _ i#d - 41 !'
a a a
d d ] d
2.6. 5i X est une intersection compl2te de dimension n dans EF, il résulte

aussitdt de (2.5.8) que la partie primitive de H'(X) n'est nulle que si X

est une quadrique de dimension impaire.

Définition 2.7. Si X est une variété algébrique propre et lisse sur c, le

niveau de Hodge de H'(X) est la borne supérieure des nombres g-p pour

p+q = n et hPHX) # o.

Le niveau de Hodge 4 est donc congru 2 n modulo 2, et est au plus
égal 2 inf(n,dim(X) - n), Il est = O,sauf 'si H (X) = 0, auquel cas il est

égal 3 - @,

Corollaire 2.8. Reprenons les notations 2.1, en faisant k = €, et en Suppo-

sant que a, = sup (ai). Soit £ un entier O < L < n, congru 2 n modulo 2.

Pour que le niveau de Hodge de Hn(Vn(E)J soit = 4 , il faut et il suffit que
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£ Cap-1) = (41) < <ad-z>“—;i .

i#d *

En vertu de(2.5.8), si le niveau de Hodge est = 0, il est la borne

supérieure de O et de

n - I (ai—l) +1
n - 2 lf'd
2a
et 1'inéquation
n - (ai-lJ +1 =
= i#d <4
Ad
peut se réécrire
n- ¥ (ai—lJ +1
n -4 & i#d 3
2 ay

ou encore

|
T e

- &
i (ai—ll =1 +n -ay . =4 +1 —(ad-2J s sk {
i#d 2 2 :

-

2.9. A l'aide de la formule 2.8, il est facile d'énumérer, pour % petit,
les multidegrés des intersections complétes dans EF, de dimension n > 1,
dont le H" est de niveau 4. La table donnée dans la premiére version de cet
exposé é€tait néanmoins incorrecte, et celle donnée ci-dessous est extraite
de celle plus complite donnée par M. Rapoport dans son article

5 Complément & 1'article de P. Deligne "La conjecture de Weil pour les
surfaces K 3", Inventiones Math, 15 227-236 (1972), Pour £ = 1, les
intersections complétes ?n(g) de dimension n et de tmltidegré a =

i (a] ..... a,) avee n > 4 ,d=1 et a; = 2 de niveau de Hodgce §

sont les suivantes :
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L= -= Vioeiy $20 (k=z0)
L=0 Vo (2) (k21), v, (2,2) (k21), V,(3)
'
- ¢
i 1 Uzk_'_l(z,zj (k=1), vzkﬂu,z,z) (k=1)
v,(3), v (3), v3(3,2}, v3(4) S
2.10. Pour a petit, les fonctions génératrices des hzq(ﬁ} s'écrivent, i
d'aprés 2.4 i
1
H(2) =
l-yz
)
2 +y+z2
H(3) = 1
1l - 3yz - yzz - yzz
y tz 2 1
H(2,2)= 7 + o+
(l-yz) (1-yz) l-yz
de sorte que
nPP(2) = 1 5
o
hl(3) = 6 "

th(z,2)= 2p + 3
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S GA 7

EX POSE XII

QUADRIQUES

par P, DELIGNE

0.0. Le présent exposé rassemble quelquas résultats bien connus sur les
quadriques, dont nous aurons besoin pour démontrer la formule de Picard-

Lefschetz,

0.1, Seoit m une section d'un Gs-dodule M sur un schfma S. Cn dira
que m est partout mon nulle sur S si, pour tout s € S, l'image de m
dans le k(s)-vectoriel M_ déduit de M par le changement de base

{s}] —> ¢ est non nulle., Méme terminclogie pour S = Spec(A) et m un

élément d'un A-module M.

1. Formes quadratiques

1.1. Soient S = Spec(A) un schéma affine, V un A-module localement

libre de rang n et Q wune forme quadratique sur V (Bourb. Alg 9 § 3 p®4).

Rappelons que Q est dite non dégénérée si la forme bilinéaire associée
3(x,y) = Qx+y) - Q(x) - Q(y)

est non dégénérée, i.e. établit un isomorphisme entre V et son dual V¥,

Si 2 n'est pas inversible dans A, ceci ne peut se produire gue pour n

pair (loc. eit.).
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Les formes quadratiques sur V forment un A-module projectif ;
une forme quadratique Q est "partout non nulle" sur § (0.1) si et seu-
jement si les Q(v) engendrent 1'idéal A de A,

La notation IP(V) sera prise au sens des EGA ; rappelons que
si A est un corps, alors TP(V) est l'espace projectif dont 1'ensemble
des points rationnels est le quotient (V¥ - {0])/a%* .

La forme gquadratique Q s'identifie 2 une section du faisceau
inversible G6(2) sur l'espace projectif IP(V#) sur S. Pour Q partout
non nulle, 1'€quation ("homogéne") Q = 0 dé&finit un sous-schéma de P(v*),
plat et purement de dimension relative n-2 sur S. Ce schéma s'appelle la

quadrique définie par Q. La forme @ est dite ordinairs si elle n'est

nulle en aucun point de 35 et que le quadrique qu'elle dé&finit est lisse
sur S,

Pour que Q scit ordinaire, il faut et il suffit que les formes

qui s'en déduisent aprés extension des scalsires de A 3 un corps le soient,
51 A est un corps, alors :

a) pour n pair ou car(A) # 2 : Q ordinasire === Q non dégénéré ;
b) pour n impair et card(A) = 2 : Q est ordinasire si et seulement si le

l noysu N de la forme bilinéaire (alternée) assocife & cst de dimension

un, et que Q n'est pas nul sur N,

Proposition 1.2. Si O 2st ordinaire et si n = 2m (resp. n = 2m +1),

alors, localement pour laz topologie &tale sur 5, V admet une base e telle

L1e
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n m=1
Q( i.xlel) = i X %,
n m=~1 2
(resp. Qf % xiei) = I T ST S © S () inversible) .

Prouvons 1.2 per récurrence sur m . Si m = @, 1'assertion est
évidente. 5i m > 0, le quadrique d'équation Q = 0 est lisse sur S et
4 fibres géométriques non vides ; elle admet donc des sections localement
pour la topologie &tale, Localement, une telle section est définie par un
€lément e €V, nul en aucun point de Spec(A), et tel que ©Ofe) = O, En

aucun point de S, e n'cst dans le noyau de & ; localement, on peut donc

trouver f'

tel que &(e,f') =1, 5i f = -Q(f').e+f, on a
Qle) = Q(£) =0 , &(e,f) =1 .

Si V2 est 1'orthogonal du sous-module Vl de V engendré par e et £

on a V = VI S VZ‘ et on conclut en appliquant 1'nypoth&se de récurrence

1.3. Pour la définition et les principales propriétés de 1'algdbre de
Clifford de Q, on renvoie & (Bourb, Alg 9 § 9). On désigne par p 1'appli-

cation canconique de V dans C(Q),

Lemme 1.3,1. Sous les hypotnéses de 1.1, il existe pour A € A un et un

seul nomomorphnisme

(x : cto. Q) —— ct@

tel que, pour X, y € V, on ait

(Al (px).ply)) = r.p(x).ply) .
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Cet homomorphisme se déduit par passage au quotient de 1'endomore
phisme [1] de la pertie T+(E) de 1'algébre tensorielle de E, qui wveut
TZn

n

z* sur (E), En effet,

Ml x@x -3 Qx)) = alx ®x - Qx)) .

Supposons 0 pertout non nulle sur S, Alors, le lemme 1.2.1

définit un syst2me transitif d'isomorphismes entre les algibres C+(). Q)
pour L € AT,

Dés lors, l'algdbre C+(Q) ne dépend (2 isomorphisme unique prés)
que de V et de la donnée de Q & un facteur prés ; en d'autres termes,
c"'(q) ne dépend que de V et du sous-schéma d'équation Q = 0 de P(V¥),
Chaque homothétie de repport inversible est un automorphisme du couple
(v, XCc(V¥*)) ; on vérifie que ces sutomorphismes agissent trivialement
sur C+(\.-', X), et il en résulte que 1'algdbre c*(v, X) ne dépend que du

couple de schémas X < PP(V¥) sur A. On la notera C+{XJP(V*}).

1.4. Seit V un A-module localement libre de rang 2m > O et Q une
forme quadratique non dégénérée sur V ., Soit donné une décomposition

Vi Wi EBWZ de V en deux sous-espaces totelement singuliers, La forme
Q(?l + wzJ met alors Wl et Uz en duglité perfaite. Rappelons que pour

fec wz (identifié 2 NI*), le produit contracté par f est 1'endomorphisme

de degré -1 de A Wy défini par

i
EL (ela\...neP} = I (-1} < a,.f>eN,.. ei...nep .

Munissons le A-module A ”1 de la Z /2-graduation pour laquelle
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= 21 _ 2i+1
(A 1-*1) = & AW, et A wl) = is AW L'alg2bre End(A w,)

alors Z /2-gradué : les endomorphismes pairs (resp. impairs) sont ceux

est

.

qui respectent le gradustion (resp. sont de degré 1 (meod 2)).

On renvoie & (Bourb Alg 9 § 9 n°4) pour la démonstration de
l'existence d'un unique isomorphisme d'algdbre Z /2-gradufes s entre

€{Q) et End(n Wl}, tel que )

s(p((e,0)) = e A et s(p((o,£)) = £L .

) 1'élément de C(Q) tel que

)+

Désignons provisoirement par e(Wl,W

2

3 L] + v
s(e(hl,wzl} soit l'identité sur (A Wy s

Z(Q) de C+(Q) est isomorpne & A © A, cette décomposition &tant définie

et 0 sur (A W.J ., Le centre 1}

par les idempotents e(ul,wz) et 1 - e (wz,wl). De plus € (Q) est une

algébre de metrice sur Z(Q).

De ceci et de 1.2, on déduit comme en loc.,cit,

Proposition 1.5. Sous les nypothéses de 1.1, si n = 2m > 0 et que Q

est non dégénérée, alors le centre Z(Q) de C+(Q} est une algdbre é&tale

localement libre de rang 2 sur A et C+(Q} est une algdébre d'Azumaye sur Z(Q).

1.6, Soient V et Q comme en 1.4, et W un fecteur direct totalement

singulier localement libre de rang m de V, Soit wi un supplémentaire

de W: V=W Wi . Tout supplémentaire wé de W s'identifie su grephe

d'une application u de Ui dans W. La forme ¥ met en dualité W et

wi ; 1'application u est donc uniquement déterminée par la forme bilinéaire
sur W!

1
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Blx,y) = &(x,uly)) ,

et ui est totalement singulier si et seulement si, sur W!, on a

1*
B{x,x) = - Q(x) .
Puisqu'll existe toujours de tellesformes B, W admet des supplémentaires
totalement singulier, L'un d'eux, soit W, &tant choisi, 1'ensemble des
supplémentaire totalement singulier W! de W s'identifie 2 1'ensemble des
formes alternées sur W', soit encore & l'ensemble des sections de 1'espace
affine E ( % W') sur S. Pour chaque section x de E ( K W'), soit Wé(x)
le supplémentaire correspondant de W et e(x) 1'idempotent e(W, wé(x)}.
La fonction x ——= e(x) est compatible & toute extension des scalaires,
dont définit un morphisme de S-schémas e de E ( A W'} dans Spec(z(Q)).
Le S-schéma E( K W') est plat & fibres géométriques connexes, alors que
Spec(Z(Q)) est étale sur S, Le morphisme e se factorise donc par une
section de E ( % W') sur S, i.e. e(x) est indépendant de x, Ceci

justifie la

Notation 1.7. Pour W comme plus haut et W' un quelconque supplémentaire

totalement isotrope de W, on désigne par e(W) 1'idempotent e(W,W')¢ 2Z(Q).

1.8. ©Cn a vu en 1.6 que, pour ) inversible, C+(Q) s'identifie 2 C (3 Q).
Un argument de continuité analogue au précédent montre que cette iden-

tification transforme

e(W) € Z(Q) en efw) € 2(3 Q) .
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1.9. Rappelons que si B et € sont deux algdbres Z /2-gradués, alors,
dans le produit tensoriel gredué B ®' Cde B et C, la multiplication est

définie par la régle de Koszul

; . deglc, ddeg(b,)
(bl-:a cl) (b2® cz) = (=1) 1 2 blbz ® ¢,

2 »
lorsque les bi et ci sont homogénes,
5i (Vl, QIJ et (V2, Q2} sont deux modules quadratiques, alors

C{Ql 2 Qz) = C(Ql) ' C(Qz) (Bourb, loc. cit.),

Si P et Q sont deux A-modules localement libres Z /2=gradués
de type fini sur A, on identifie les alg2bres Z /2-gradués End(P) &' End(Q)

et End(P € Q), en posant, pour u, v, p et q homogénes

u® v (p®q) = (_l}deg{v)deg{pJu(P) ® viq)

Lemme 1.10, Soit (V,Q) un module quadratique somme de deux modules

quadratiques {Vl, Ql) gﬁ_(Vz, Qz), avec vi localement libre de rang 2 ™y

et Qi non dégénérée, Soit Vi = wi &awi une décomposition de V., en deux

i

sous-espaces totalement singuliers (i = 1, 2). Alors le diagramme

——

c(Q) chl) @!c(Qz)

s |

End(n(wleauza) — End(n wlawz) — End(a wl) @' End(A wz}

est commutatif,
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La vérification est laissée su lecteur, On déduit sussit®t de

ce lemme que

(1.10.1) ei:w1 ewz) = e(wl)e(wz) + (1 - e(Wl)) (1 - e(Wz)}

1,11. La construction suivante est empruntée & Micali et Vill smayor,

§i p : Z > S est un revltement &tsle double de S, on peut ragarder Z
comme un Z /2-torseurs sur S, Désignons par # 1'addition des torseurs, et
pour § une section de Z, soit e(s) 1'idempotent de 045, qui vaut 1
sur s, et C ailleurs. Avec les notations de 1,10, il existe un unique

isomorpnisme

(1,11.1) Spec(Z(Ql)) * Spec(Z(QzJ) —= Spec(2(Q))

+ Spec(Z(Ql)) xg Spec(Z(Qz)) —> Spec(Z(0Q))

pour lequel, aprgs tout changement de base, on ait
els + t) = e(s) e(t) + (1 - e(s)) (1 - elt)) .

Si s(W) est la section de Spec(Z(Q)) telle que e(s(W)) = e(W), 1la

formule 1,10.1 se récrit

s(ul -awz) = s(wl) - s(wz)

Proposition 1.12. Soient A un corps, V un vectoriel de dimension 2m > 0O

sur V, Q wune forme quadratique non dégénérée sur V et wl, ”2 deux

Eous—espaces totalement isotropes de dimension m de V. Alors, e(wl) = e{ﬁz}

3 ' e i
8i et seulement si dim(&l.Ul |w2) est pair.

el i
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(Cf. Bourbaki Alg © § 6 ex. 28). Soit @ ... £...f une base

de V telle que
a) Q( © x;e, + L yifi) =3 Xy

b) W est engendré par les e, s

1
c) et W, est engendré par les (ei}lsiSs et les <fi)s<i$m f |
Alors V est somme des vi = A e, + A fi,et
W = @& W nNv (a=1,2) .
a & 1

La formule d'addition 1.11 permet d2s lors de se limiter au cas
ofi dim V = 2, 8i Wl = Wz, 1'assertion est é&vidente. Si eu contraire

W) = Ae, et W, = Af avec ¥(e,f) = 1, on a e(Wl) = fe et e(Wz) = ef =1 - fe,

2, Quadriques:

2.1. Soient k un corps algébriquement clos et V un vectoriel de dimen-
sion n+2 sur k. Une quadrique lisse de dimension n sur k est un schéma
X sur k isomorphe au sous-schéma de P(V#) dé&fini par l'équation =0,

pour Q wune forme quadratique ordinaire sur k.

Remarque 2,2, Pour n = 0,1,2 X est une quadrique lisse de dimension n sur

k si et seulement si :

n=20C i X & Spec(k) 1 Spec(k)
_ ) 1
n=1 : X == ka
n =2 : X == Ei xZEi .
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Lemme 2.3, Avec les notations de 2,1, soit X défini per Q =0 ,

(1 & = & (-n)
(i1) Pic(X) =~ (o pour m = 0 ,
1

Gx(l) est le carré d'un générateur.

wa

Z pour n

Z3 Z pour n =2,

z pour n = 3 ; Sx(l) est un générateur.

(111) H'(X,8,) = 0 pour i > 0, ' (X,8, (1) = 0

(iv) ﬁ°(x,3x(1n <— g% P(V*),6,(1)) = V*, et pour n >0, HO(X,GX} =k,

L'assertion (i) résulte de ce que le faisceau conormal de X dans

P(V#) est @x(-z} et que le faisceau canonique de P" est 5(-r-1). L'asser-

e.

tion (ii) résulte de 2.2 pour n < 2, de SGA 2 XIT 3.7 pour n = 3, Enfin

(iii) et (iv) résultent de FAC n° 78,

Définition 2.4, Une quadrique lisse de dimenmsion n sur un schéma 5 est

un S5-schéma f : X —> S, proore et lisse sur S5, dont les fibres géométriques

sont des gquadrigues lisses,

Pour n = 0, une quadrique lisse de dimensicn G sur 5 n'est

autre qu'un reveétement &Stale double de S. Pour n = 1, ce n'est autre qu'une

T

variété de Severi-Brauer de dimension 1 sur S.

2,5. Si p: X —>5 est une quadrique lisse de dimension n sur 5, alors,

_-

d'aprés 2,3 (i), 1'inverse du faisceau inversible ynfc est ample,
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U'apreés 2.3 (ii), le schéma de Picerd Pic est lisse sur £

X/s

) = 0), non remifié sur § (car Hl(X,G } = €) et essentiellement

2.z
(car H (¥,% v

X
propre sur 5 (car X/S est lisse). C'est donc, loceglement sur S pour la
topologie é&tale, un groupe discret constant gyant la structure indiquée
en 2.3 {(iii),

En particulier, si X a une section, il existe sur X un faisceau
- ;i @(-n) . y n
inversibls L tel que L ait méme image dans Plcx{s que {&KS , et deux
tels faisceaux sont isomorphes locelement sur S, D'apres 2.3 (iii) et
[1] 6.5 p. 19 Pyl est localement libre de formation competibls & tout
changement de bsse. D&s lors, p,L est localement libre de reng n + 2
(2.3 (iv)),1'epplication de p*p,l dans L est surjective, l'application /

canonique de X dans‘m(p*L) est une immersion fermée, elle identifie X 2a

un diviseur relatif de degré 2 de P(p,lL), et, localement sur S, X est
la quadrique de IP(p,L) dffinie par une forme gquadratique ordinaire sur

(pyxL)¥*, unique 2 un facteur inversible prés.

2,6, Supposons n >0, Si Ll et Lz sont deux faisceaux inversibles du type
considéré plus haut, alors, localement sur S, il existe un isomorphisme

u : L1 ——2—-9-L2. Cet isomorpnisme est unique & un fecteur inversible preés,
car py,8, = 6, (d'epreés 2.3 (iv)). D2s lors, les divers isomorphismes

w i Ly 42——>-L2 induisant le m@me isomorphisme IP{u): E(p*Ll] > Plpyl,),

de sorte gue ETP*LIJ est canoniquement isomorphe 2 'F(p*Lz), et ne dépend

que de X/S, non du choix d'an L, On le notera P(X).
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L'espace projectif P(X) est défini localement sur S pour la
topologie étale. Par descente, il définit une veriété de Severi-Brauer

sur S, encore notée P(X), donc X est un diviseur relatif de degré 2,

Localement sur 5, le couple X“—> P(X) définit une slgibre de
Clifford C+(X, P(X)) (1.3). Per descente, on obtient une alggébre sur S,

qu'on noteres simnlement C+{X}.

2.7. Supposons que n = 2m >0 , Le centre Z de C(X) est slors une

@S-algébre définissant un revetement &tale double Z(X) de §.

Une génératrice de X est un scus-schfma D de X qui soit

un sous-espace linfaire de dimension m de P(X).

Localement sur 5, pour P(X) =IP(V¥) et X défini par
1'équation ¢ = G, une génératrice D de X s'identifie par définition
4 un sous-Module locatement facteur direct W(D) de V, totalement singulier
et de rang m + 1. D'aprés 1.8, 1'idempotent e(W(D)) du centre de ¢ ()
ne dépend que de D < X, On désigne par e(D) 1la section correspondante
de Z(X) (celle sur leguelle e(W(D)) vaut 1).

Les génératrices de X/S sont les S-points d'un schéma Gén(X)

projectif sur £, et e d&finit un morpnisme de S-schéfmas
(2.7.1) e : GEa(X) —a Z(X) .

Lorsque n =0, on pose Z(X) = X, on aspelle cénératrice de X

une secticn de X et on «ffinit e comme £tant 1'identivs,
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Proposition 2.8, Sous les hypotndses de 2,7, p : Gé&n(X) —> S5 est pro-

jectif et lisse, et (2.7.1) est ss factorisation de Stein.

Le question est locale pour la topclogie &tale sur S. Localement,
si D est une génératrice, les génératrices D' disjointes de D s'iden-
tifient, d'aprés 1,6, aux S-points d'un espace effine sur S convenable,
et on recouvre sinsi Gén(X) par des ouverts lisses sur 5,

Pour prouver que les fibres gfométriques de e sont géométrique-
ment connexes, il suffit de considérer le cas o S5 est le spectre d'un
corps algébriquement clos k, X &tant défini per 1l'équation Q = 0 dans

P(vi),

Scient donc Wl et Wg deux sous-espaces totalement isotropes
de rang m+ 1 de V tels qua e(W) = e(W'), i.e. tels que W/W N W' soit

de dimension peire (1.12)., Procédant comme en 1.12, on trouve une décompo~-

sition orthogonele

v=v. & & v

e

de V telle que
= 3 T 1 =
a) W e Nv, & = 1, N vy (o =1,2)
B) w. Nv =w NV

¢) dim V, = 4, et V; = (W nvi}safwznvi)

i 1
et il suffit de prouver que ¥; N vy et Wy n V, eppartiennent & une meme

famille connexe de sous-espaces totalement singuliers maximeux de Vi . En

d'autres termes, on se raméne au cas des quadriques de dimension 2. Une
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telle quadrique est isomorpne a IPI x]Pl, les génératrices é&tant les

1

sous-schémas {t] X P et p! x {t} ; la proposition est dans ce cas

gvidente.

3., Conomologie des gquadriques

3.1. Soit p : X —> 8 une quadrique lisse de dimension = sur S5, et

£ un nombre premier inversible sur S. On désignera par
o 1
n € nis, Ripy Z ,(1))

la '"classe de cohomologie d'une section nyperplane", Localement sur §

pour la topologie étale, on a P(X) = PP(V¥), et 11 est slors par définition

2

1'image dans H°(S, R p*E{(l)) de la premiére classe de Chern

2
ey (8(1)) € B (X, Z (1)),

3.2. ESupposons que n = 2?m , Une génératrice D de X définit alors
une classe de cohomologie c&'(D) dans H"(X, ZZL(m)’r, d'image c4(D)
dans HO(S,Rnp*E{(m)). I1 résulte de 2,3 que cette derni2re ne dépend
que de le section e(D) de 2Z(X), d'od un mornhisme de faisceaux &tales

Eur S

(3,2.1) et : 2(X) ——>R'p, Z ,(m) .

Tnéordme 3,3. Soit p : X —= 5 une quedrique lisse de dimension n

sur S5 et 4 wun nombre premier inversible sur §

L2i+l .
(1) ] P E{ =G
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24
(ii) 2i C £ 2i < n, (resp.sin< 2i < 2n) alors R lp* Zij(i} est canoni-

- "
: . 5 £
guement iscomorpne au faisceau constant Z:L’ et est engendré par n

(resp. par “132}

(iii) 5i n = 2m, 1'spplication déduite de (3,2.1)
(3.2.1) zzi”” — Ry Z (m) ’

€St un isomcrpiisme, et si @ et 8 sont deux sections disjointes de Z(X)

(supposf isomorpne & 5SS ; c¢' est localement le ces), on 2

(a) nt = cila) + et(d) 5

(B) fncur m air : Tr{c&(a)zi = Tr(c£(3)23 =1, cila) ci(8) =0

1»pour m impair : C%(a)z = cé(i}z =0 , Trici{a).ct(B8)) = 1.

(c) m.(etla) - c(B)) = ©.

Lzs assertions (i) et (ii) ne sont mises que pour mémoire
(XTI 1.6, complété par XI 2.6 lorsque 2i + 1 = n dans (i)).
I1 suffit de vérifier (iii) lorsqu: S est le spectre d'un corps

algébriquement clos k (il suffirait mlme de prendre & = Spec(€)).

Formule (2). On peut supposer que X est la quadrique d'équation
T = 0 dans Eﬂwl(k) La classe nm est la clesse de conomologie
iTim+l ! i
de la section plane d'éAquation
x. =0 {0 =1i<m) 3

x

et ce cycle est somme des génératrices 31 et D2 d'équation
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x, =0(0=<1i=m) et

x, =0 (0=1i<m)et Xomil = 0

[N

l D'apras 1.12, E(Dl) # e(Dz), de sorte que

n = e(D)) + cL(D,) = cila) + ct(p)

Formule (b). Si des génératrices D, et D2 sont disjointes (resp. se
coupent transversalement en un point) on a cL(DI).cL(Dz) = C (resp,

;* It(c{(Dl).cé(Dz)) = 1). D'apr2s 1.12, si m est pair, on a e(Dl} = e(Dz)
(resp. e{Dl) = e(Dz}) ; 81 m est impeir, on a e(Dl) = e(Dz)

(resp. e(Dl) # e(Dz)}. Les formules (b) en résultent.

& Formule (c). Evident si = = G. Ginon, il suffit d'eords (ii) de prouver

que n".(el{a)-ct(B) = C. En effet, Tr(n™(ctla)=ct(B)) = Trict(a)®-ct(2)?)=c,
Vérification.

m peir : 2 = tr(ﬁz) = erlctla®)+ 2eila)et(B) + C%(B}z)

= |

! m impair : 2 = er(n®) = Tr(ei(a)? + 2cila)et(d) + et(8)?) = 2

COue 3.3.1 soit un isomorphieme résulte maintensnt de ce que les

formes bilinéaires & deux varisbles

. B = + %5
; (%,Y) X1, X5¥q et
B =
(x,y) X1¥) + X,Y,
sont de discriminant il §
&
I
[
|
|

—_

i
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Vérification 3,4, OGeoit X wune quaedrique lisse de dimension n sur un
corps fini ]Fq. Compte tenu de 3,3, le formule des traces de Lefschetz
donne la formule classique
[n .
i

+* x( ]Fq} = V) Tz gq pour n impair
o}

n -
LE q]'+e.‘.c.1n'l pournﬂzm(£=1—l} .
0

Pour n pair, on a € =1 si X est déployée, i.e. 2 une génératrice

rationnelle, et ¢ = -1 dans le cas contraire.

3.5. 5i X est une quedrique lisse sur S de dimension n = 2m, on

appellera ovartie primitive de n“f*zz L{mJ 1'orthogonal de 'nm (avec
les notations de 3.3, cet orthogonal est engendré par ci(a)-ci(8)). On

eppellere quotient primitif de Rn£*23 &(mJ le quotient de Rnf*i'z. {'(m) par

&an. On définit partie et quotient primitifs de R“f*z en tensorisant

4
avec ZEL(—-m).

3.6. GSoient V un fibré vectoriel localement libre de reng n + 2 sur 3
et X la quadrique lisse sur S définie per une forme quadratique ordi-
naire Q sur V. Seit de plus H un hyperplan de TP(V¥#) qui coupe

transversalement X, et Sl S H., Les schémas X et Y =XM1 H sont

des quadriques lisses sur 5, de dimension n et n - 1. Ceci permet

d'utiliser 3.3 pour calculer la conomologie de X° = X - ¥,
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(3.6.1) x° ¢ > X < 2y
£ lp q
s

Si n=0, alors Y =@ et X = X°, Supposons mn > 0, On

dispose de deux suites exactes longues duales 1'une de 1'autre

M r s
(3.6.2) ... 2> Riflzz{'  — Rlp*z{' - quﬁzoz‘i,w —_— ..

3

(BN oy Bl TR

qZ (-1) —>R'pZ , —> le*zzé — ... .

L

Pour n peir, l'nomomernhisme de restriction r, est un isomor-
phisme pour i # n,2n ; pour n impair, c'est un isomorphisme pour i # n-1.
Pour n = 2m, et o la classe de cohomologie d'une génératrice, r (a) =3 n
de sorte gque r =~ est surjectif de noyau la partie primitive de Rnp*Z‘{._ .
Pour r© = 2m + 1, rzm('nm) = 'nm, de sorte que Ty, @St injectif de conoyau
2

le quotient primitif de R mq*ﬂ{'. On en déduit que lelZZ{’ = 0 pour

i # n,2n, et que lelZZ{, ast un z?jeb-faisceau constent tordu libre de

rang 1, pour i = n,2n. Par dualité, ou 2 1'aide de 3,5.3, on montre de
i - n
méme que R E*E£=0pour i # C¢,n, que E*ZL=Z?.%, et que Rf*E{’

est de rang un.

Supposons que n = 2m et reprenons les notations de 3.3.
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6 —> Rnflzé(m) —— R7p,Z , (n) —> 3"qz ) ———a0

|

\L;

0 = Rf,Z ,(m) «—— Rp,2Z glm) e g2

q*Z‘gl(m—l)t’:-— & .

=W n i
Le faisceau R £ E{'(m) a2 alors deux générateurs opposés naturels &, d'image

5
= (et(@) - el(8)) dens R%p,Z ,(m). On a (3.3 (iii) b)

Tr(6%) = (eala) - ea(@)? = (-D™.2

+
et - ©(8) est le double des générateurs naturels duaux = §' de

Rnf*EZ i«(mj' 2 savoir les images (opposées) de ci(a) =t ci{g).

Supposons que n = 2m + 1 et szppliquons les notations de 3,3 2 v,

0 ——= 1",z MG e R2"q,Z L —2—> R“frzz‘b(m) —>

2m+2

R puZ () =— &

TayZ | (m-1) <— RU£,Z () e——0

Le faisceau Rnfjﬂ.&(m) a alors deux générateurs naturels onposés

T8 : 3 ctla) et d ci(B), On &

5.0(6) = 82 = (3 ctla))?

oletla).d ci{a)) = ©

de sorte que (8) = 0 , D'autre part, Rnf*ZZ &(nﬁl} 2 deux générateurs

naturels opposés - 6', d'image =(ci(a) - ci(8)) dans Rzmq*ZE. {,‘(m), et

-+

Tr(b.8"') = - 1.
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Ces résultats sont rassemblés dans la table suivante

Table 3.7. Cochomologie des quadriques affines de dimension n, I-{O =X - Y,

A. La conomologie est sans torsion, Les nombres de Betti non nuls sont :

conomelogie sans support : bo = bn =1
cochomologie & support propre :bEn = bn =1
sauf pour n = 0 : ho = 2.
n 5 3 2m
B. n=2m >0, R fiZZL(m) = pertie primitive de R™ p,7Z _L(m)
RUE,2Z ,(m) = tient primitif de R-"p,Z , (m)
#% ;(m) = quotie primitif de Py
n = -

= 2m + 1 RnfEZZ.L(m) quotient primitif de Rzmq*ﬂj(m)

Rnf*ZZ -{,(mﬂ") = partie primitive de Rzmq*ﬂ {,(m) .

Ces groupes ont, localement, des généfrateurs neturels dé&finis au
signe preés, notés & pour les groupes de conomologie & support propre et &'

pour les autres,

Co o= a“flzz‘,u — Rnf*?z i est nul pour n impair, envoye L8 sur T2 6
pour n pair > 0, On a

Te(58')y = 2 1

Tr(éz) =

o si n=2m + 1

(
J
L(-i)’“.z Sbow =5 .

Vérification 3.£. La quadrique affine complexe S dans € d'équation

Ezz-l

i = est difféomorphe au fibré tangent & la sphare réelle 5 N R" .

Ceci concorde avec A et O,
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Introduction
_—'—-—'-'___

Dans cet exposé, nous reprenons le formalisme introduit dans le n® 2 de
1'exposé I de Grothendieck, Te seul noint nouveau est 1'introduction de 1'analogue

algébrique de la variation de 1= théorie classioue.

L'image topologlique gue Jje suils est la suivante. Scient X un espace
enalytigque, D< T un disque de centre 0 , D* =D - [pg} et f : XD un
morphisme propre (le cas non propre sera considéré ensuite), Remplacons D opar un
disque suffisamment petit centré en 0 , X opar 1l'image réciprogue de ce petit
disque et notons encore f : X+ D 1le réfsultat, N'aprés 1l veriante anslytioue com-
plexe du théoréme d'isotopie de Thom, f-lfD*} est un espace Tibré topologique sur
p*¥ . J'ignore si on peut toujours construire un couple (I, r) du type déerit
ci-dessous, mals il semble plausible oue oui,

(a) T est un systd®me localement cohérent de trivialisations locales du fibré
f'l(D*) sur D¥ | En d'autre termes, I définit une trivialisation “i(D*) -
équivariante de 1'image réciproque de X sur un revétement universel D* de D*

(b) r est une rétraction de X sur la fibre spéciale X = f“l(o}

5 » compatible
& 0 : si, sur un ouvert connexe U de D% , T identifie XU = f_l{U} A
X1 xU , r= rfxl, u} est indépendant de u
Soient domnés (X, £, T , r) . Scient +t €D et X = f-l(t) la

t
"fibre générale” , Le fibré ™ , image réciprocue de X/N par ¢ [0, 11 = n* .
x+—3 exp(2 7 i x).t , est trivialisé par T . La monodromie T : X, —X_
i M L (¥
est 1'homéomorphisme

xt={¢:*x)o Tr)_’ (wm1=xt

Seit ¢, : X,—> X 12 restrictionde r & X, . fna T = r M reconstruit

t E t -
comme suit (X, £) & partir de (Xt, X,» T, rt} :

g

w

(a) on recolle, dans X, x [0, 1] , les extrémités X _x {0} et X x[1

l'aide de T , pour obtenir f£' : X' —3g*

(8) r  définit ' : X'—3 X : (X, f) s'identifie A
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W

cBne (f') : (cBne d'application de ¢':X'—+X_ )—D = cBne d'application de (sls ;C”; s

Soit ¥ = (r, £) : x—)Xo *» D , Les falsceaux images directes supérieures
Y4 Z de Leray vérifient la condition suivante.
(#) D*# est recouvert par des ouveris U tels gue la restriction du faisceau T 3

J{G % U est image réciproque d'un faisceau sur Xo - |

Construetion 0.1, Les faisceaux P sur xo x D wvérifiant (%) s'identifient aux

systémes {Fo, F., T, o) ou "
{

a) Fo est un faisceau sur J{o 3

g) F., est un faisceau sur J(O , muni d'une action du générateur T de '.':[(D*,t} :

v) @ est un morphisme de FG dans le faisceau des T-invariants de F

t

Si un faisceau O sur Xo x D¥ vyérifie (#*), et gue D* est le revéte-

ment universel de D* (muni du peoint base t ), l'image réciprogue de G sur

J{o x D¥* est d'une et d'une seule fagon image réciprogue d'un faisceau G, sur X,

1
par passage au guotient par T’i(D*, t) .

G, est muni d'une action de T (D%, t) et G se déduilt de P‘rf(Gt} sur X X D¥

Un faisceau F s xo ¥x D est déterminé par
1) sa restriction & .‘.{o » Solit Fo 5

2) sa restriction & 3{0 xD¥* , solt G

1

3) un morphisme a: F, —> i*J,06 (pour 1:X <> X, XD, J: X xn*f-—»xoxl})..

A )

Si F vérifie (*), G est déerit par (Gt' T) sur Xo . et on trouve la desecrip-

tion annoncée de F

i,

Pour les faisceau R Y, Z , on a
(R ¥, z) = {Z pour i =0
o
e] pour i1 =0 ,

tandis que les (Ri'-!*z :"t méritent (pour i >0 ) le nom de faisceaux de cycles

évanescents (cf. la discussion au début du paragraphe 2 de I).
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Cette discussion n'est utile que si on la raffine en passant 3 la caté-
gorie dérivée: les Ri?,.a sont déduits d'un objet de la catégorie dérivée
D+(IE xD) , et méme d'un objet RY,7Z de la catégorie dérivée de la catégorie des
faisceaux abéliens sur Xo x D wvérifiant (#*). Cet objet détermine non seulement les
faisceaux de cycles évanescents et leur monodromie, mais encore les morphismes

"yariation" classiques (ef, 1.% et XIV 3.1).

C'est son analogue que nous définirons en gdométrie algébrique,
8i S est un trait strictement hensélien et que f : X - 8 est un morphisme de
scnémas, nous définirons un objet R?ﬁz/{p) de la catégorie dérivée de la caté-
gorie des falsceaux abéliernssur le topos produit (Xb)et x Set . Un faisceau sur
ce topos s'interprete comme un systéme (Fo, Ft, T,a) ol
a) Po est un faisceau sur xo

g) Ft est un faisceau sur xo » muni d'une action continue T du groupe d'intertie

I
¥) a est un morpnisme de Fo dans le faisceau des I-invariants de Ft -

Nous aurons 2 travailler dans un cadre un peu plus général que celui
indiqué ci-dessus:
a) La constructionde R ¥(zm /L") ne suppose pas que f soit propre.
Pour 1'interpréter topologiquement, il y aurait lieu de reprendre la construction

qul précede, en remplagant X par un voisinage de la fibre spéciale XO

b) Pour construire R ¥(zm/4") et démontrer ses propriétés, il faudra considérer
non seulement le faisceau constant z/4" » mals encore des faisceaux généraux,

voire des complexes de faisceaux.

©) Lorsgu'on ne suppose pas gue le corps résiduel k du trait nensélien S soit
s€parablement clos, il ¥ a lieu de remplacer le topos produilt ngJET X Se* par le
- -

to 3 x ! 4 T i
pos preduit fioré lxgiet Spec(k)et Set . Le lectewr répugnant aux 2-prodults
fibrés de topos pourra prendre la description galoisienne 1.2.%4 de ce topos comme

en étant la définition.
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0.2. HNotations et terminclogie .

(0.2,1) =zrait : spectre d'un anneau de valuation discrete . {
(0.2.2) hnensélien : (pour un scnéma) spectre d'un anneau local hensélien . I
10.2.3) strictement hensélien : pour un anneéau: hensélien a corps résiduel séparanple-

ment clos. Pouwr un scnéma: spectre d'un tel anneau . i

(0.2.4) point géométrique de S : morphisme X : Specilk) =2 S d'image x €8

kix) = 3¢ K étant une cldture séparacle de K{x) . On dit que x est localisé
en X . Par aous de langage, nous appellerons parfois encore point géométrique un

morphisme X : Speci(k) 2 S tel gque K solt une extenslon séparaplement close de

]
wix) ; un tel morphisme se factorise de fagon unigque par un point géométrique (au
sens propre) de 8§
(0.2.5) s, m S, Tw 8 : 81 S = Spec(V) est un trait hensélien, nous noterons en
principe s le point fermé de 5 , 1 son point générigue, T un point géométrique ,

générique (= localisé en 7 ) de 8 et s le point gdométrique localisé en s

correspondant (I 0,0.3). On note 8 1le spectre du normalisé de V dans k(T , de

corps résiduel une extension inséparable de k(5) . On note Gal(m/m ) 1le zroupe de

Galois de k(7) sur k(N) . De méme pour s . On 2 une suite exacte

0—3 I —3 Gal(f/n) —» Gal(s/s) —» ©

( I groupe d'inertie).
(0.2.6) faisceau (sur un schéma X ) signifie toujours faisceau sur le site étale

Xet de X .,

(0.2.7) premier 4: un faisceau de torsion F sur un schéma S (ou un groupe abé-
lien de torsion F ) est premier aux caractéristique résiduelles de S si pour toul
s €8 , la multipliecation par 1'exposant caractéristique de k(s) est un auto-

morphisme de F .,
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1. Faisceaux d'ensembles

Les faisceaux de cycles évanescents seront définis comme valeurs de foncteurs

dérivés du foncteur exact & gauche Y défini au n® 3 pouwr tout faisceau d'ensembles,

1.1. Faisceaux galoisiens.

1.1.1. Soient Y wun schéma sur un corps k de clBture séparable kE et

T-Ye kK . Soit G un groupe profini et
u: G — Gal(k/x)

un homomorphisme continu de G dans le groupe de Galols de ¥ sur k . Le groupe
de Galois Gal(E/k) agit (& gauche) sur ¥ par transport de structure. Le groupe G

agit sur ¥ via u .

Scoit ¥ un faisceau d'ensembles sur (le site étale de) ¥ ., Une action

de G sur 5 , compatible 3 l'action de G sur ¥ , est une action par auto-

P

morphismesde G sur (¥, &) , induisant 1'action donnée sur Y . En d'autre

termes, c'est un systeéme 4'isomorphismes
alg) : ulg), &8 — & .,

vérifiant ogh) =c(g)o(h) . Si G agit sur F , alors, quel que soit U étale

sur Y , définissant U = U &, k étale sur ¥ , le groupe G agit sur 16T

Définition 1.1.2. On dit que G agit continfiment sur F si, pour tout U guasi-

compact et étale sur ¥ , G agit continfiment sur 1'ensemble discreti  3(U)

Il reviendrait au méme de ne considérer gue les U affines.

8i ¥ est un faisceau d'ensembles sur Y , d'image réciprogue 3§ sur

¥ , alors le groupe Gal(k/k) agit sur & , par transport de structure, de fagen

compatible 3 son action sur Y .

Rappel 1.1.3. (1) L'action de Gal(k/k) sur T est continue.

R7
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est
o~ -5 " 1 % A Y
c — ¢ muni de 1 'action de Gal(k/k) '
st une égquivalence de la catégorie des Taisceaux d'ensembles swr ¥V aves la caté.-
gorle des falsceaux d'ensembles sur ¥ munis d'une action continue de Gal(k/k)
compatible & 1'action de Gal(k/k) sur ¥ .
qu
T ] : - ] i o - ¥
Exprimons k comme limite inductive d'extensions finies galoisiennes ki = 1
Soient @, Yi =Y g ki —2 Y et ©: Y —2 Y les projections., Pour U
1 = g
étale sur Y , supposé affine, soit U, =U g ki . On a
<+ 2
=TT .
F{U) = 1im ¢ #HU.) .
—3 : ] i
1.
Sur @ *F U,) , Gal(k/k) agit via Gal(k./k) , ce gqui prouve (i).
2 i 1.

Le foncteur (ii1) a pour adjoint % droite le foncteur Gt—> (Cai@cal{i!k) Le
Pour tout &F sur Y , ona S-
. (:
@y * 3= lim ¢ @t 3 N

Pour prouver gue JF-=%3 (@ @ 3 )Gal{i/k) s 11 suffit donc de prouver gue pour
tout 1, Iy (g, o*F PRI R) | 11 supere it Wh frsuves gae.cutie Fibate 1
devient un isomorphisme aprés extension des scalaires de k & ki G Spec(ki} d
devient alors somme de copies de Spec(k) , permutée de facon simplement transitive £
par Gal(k,/k) , et l'assertion devient triviale. (

Le foncteur exact (ii) est donc pleinement fidéle, Pour conclure, il reste

& vérifier que la fliche

_Q:o‘*{:'fg'. @Calfkfk) =6

est un épimorphisme, Scit E%: ¥ —a‘Yi . L'hypothdse donne que

Lig 6, (%, @15 5 g
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/k)

che

ive

ste

est épimorphique. On a

Pl @Gal(‘z_c/k) - (o ((E’i* @Gal(l-(/ki}}(}al(ki/k}}

»

et on conclut en notant, par le méme argument de descente galoisienne gue plus haut,

que pour G sur Yi muni d'une action de Gal(ki/k) compatible % son action sur

on a

Y,

Cral(}ci/k}

Gfle s ¢) =3 g .

1.2. ILe topos Y X S .

1.2,1. Soient S un schéma local hensélien de point fermé 1 : s @3 S

Le foncteur S' h——)S'XS s = i¥ 8' est une éguivalence de la catégorie des
S-schémas finis étales S' avec la catégorie des s-schémas finis étales s'
(spectres de k(s)-algtbres €tales). Le foneteur inverse sp* , du site étale

de s dans le site étale de S , est un morphisme de sites
sp : 8 —» s ,

le morphisme de spécialisation (cf. SGA4 VIII 7). Pour s' étale swr s , on

dit gue sp¥(s) se 4dduit de S vpar extension du corps résiduel . Pour F un

faisceau sur & , on a2 un isomorphisme fonctoriel

{1.2.1.1) spy F =1 F .

Pour tout ouvert de 8 : j : U <35 , ou pour tout point de S :

J:m &3 3 , on noterz encore sp le morphisme composé spej . Pour F un

faisceau sur U (resp. sur 7 ), on a

(1.2.1.2) Spg

1.2.2, Socient S5 un trait hensélien, et s, 1, s, T, I comme en 0,2.5.
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Voici comment les faisceaux sur s,m, § et le morphisme de spécialisatig,
s'interpré@tent en termes galoisiens, £
(a) Les faisceaux F sur s (resp. T) s'identifient, par F —> F_ (resp. F- ) aux r

ensembles munis d'une action continue de Gal(s/s) (resp. Gal(TW1)) (Scas4 VIII 2.1, &
ou L.1.3). (
(b) Un faisceau F suwr 8 définit des faisceaux Fs =i*P et F_=J*F s (
s et M , et une fliche d'adjonetion F —3 j4 j* F induisant P

«;:F5=1*F——>1*5*J*F=sp*9

~ B

On sait (SGAY4 IV 9.5.4) que le foncteur F I—> (Fs, e ©) est une dgquivalence de

la catégorie des faisceaux sur S5 aveec celle des triples (Fs, by <)

(Fs faisceau sur s , F_ faisceau sur 1, @ : Fs — I* 3P0,

Via 1'éguivalence (a), le foneteur 1% Jx s'identifie au foncteur
"invariants sous I" , Les faisceaux sur S8 s'identifient done aux triples formés
d'un ensemble F muni d'une action de Gal(s/s) , d'un ensemble F-~ muni d'une

- L |

s
action de Gal(7f/m) et d'un morphisme égquivariant @: F—> Bz
= !

(¢) Les morphismes sp, J, 1, Sp = sSpej s'expriment comme suit, via (a) (b)

Ssp : S —>s : sp*™F_) = (P, P, 1Id)
s s s
SP*(F_.» F;!’ {Q} = F_
s g s
J i S #F , PF- = F-
J T J*( > T @) 5
3y (Fﬁ ) = {F;. § F'ﬁ’ inelusion)
i:s5—>8 : i (F_, F;T; ©w) = 2
s s
i, (F_) = (F_, {o} , projection)
s s
sp=sp J 1M —»s: sp*(F ) - B
s s
I
sp*(Fﬁ} = F =

1.2.3. BSoient S5 un trait hensélien comme en 1.2.2 et ¥ un schéma sur S .
aurons a4 travailler avec le 2-produit fibré Vv X S des topos étales de Y et S
sur le topos étale de s . D'aprés Giraud [1] , ce 2-produit fibré existe, et on

voit faeilement qu'il admet la description galoisienne donnée ci-dessous, Ceux qui
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on

ui

pépugnent aux 2-produits fibrés pourront prendre cette description pour définition,

Construction 1.2.4, les faisceaux F sur Y xs S s'identifient aux triples
e —————Sn e _—

7 ) el
(Fs, - @ A4 %
(a) F_, est un faisceau sur Y , soit encore un faisceau F_ s Y=Y & F
S

muni d'une action continue de Gal(s/s) compatible % 1'action de Gal(s/s)

¥

sur Y »

(p) Fﬂ est un faisceau Fﬁ sur Y , muni d'une action continue de Gal(®/'m) .
compatible & 1'action (via 1.1.1.) de Gal(m/m) sur ¥ .

(e) © est un morphisme éguivariant de F.. dans F; ”
= I

De méme, un faisceau E‘T\ sur Y Xs M est un objet 1.2,4(b). On dispose
|

d'un diagramme de topos

¥ ¥ ‘1—) ¥ x_58 f—'J—J ¥ % n
s s
(1.2.4.1) = ,
|
W " W ) -Jf
& B =t 5 g QJ—; - :
¥ X 5 est réunion de 1'ouvert ¥ . N et du fermé complémentaire ¥ . Les

formules 1.2.2,(c) restent valables pour sp : ¥ x S —3%¥ (encore riotd pr

J:Yxs'r‘,‘—?‘x'xss, i:Y‘:—)Ysz et sp:Yxs'r;—}‘f

(encore noté pr, ).

1l.2,4,2, 8i on prend 1.2.% pour définition de ¥ A S , il y a lieu de montrer,
par une construction directe, que ¥ K 5 ne dépend pas % isomorphisme unique pris,

du choix de la clBture séparable k(7)) de ki(n) . On le fait en interprétant F
<
de 1.2.4(b) comme un foncteur qui % chague clBiure séparable k(7) de k(n)

définissant une cl3ture séparable k(s) de k(s) , assceie un faisceau sur

L g]-'.{s, k(S) : le F de 1.2.4(b) est
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1.2.5. Chague point géométrigue X de Y  définit un point zéoméirigue (x,7)
s
de Y X_ 7 , de foncteur fibre correspondant /
Fo b——F (F.) s
' x
Il définit des points géométriques (X,T) et (x, s de Y X S par }
iy = (F~ ) et F = [(F=) Py
(x7) I x (x s5) s 2

On vérifie gu'on obtient ainsi tous les points des topoas Y xs n et ¥x.85

Nous ne l'utiliserons pas. On vérifie aussitBt que ces ensembles de points sont

conservatifs,

*Remarque 1.2.6. La construction 1.2,5 définit une équivalence de 1la catégorie
Point(Y X n) (resp. Point(y Xg S) ) des points de Y Xg M (resp..... } avee le

2-produit fibré Point(Y) Point(m) .

'KPoint.(s)
Cette équivalence résulte aussi de ce gque ¥ xs 1 (resp. Y x 5) est un 2-produit

fibré de topos., ™

1.2.7. Par la fonctorialité des 2-produits fibrés, le diagramme (1.2.4.1) est
fonctoriel en ¥ et S . En particulier —

a) Tout morphisme © : ¥ —3Y¥' de schémas sur s induit un morphisme de topos S

de Yxss dans Y' xss . Ona

#* #* * .
(I2.7.1) £ (F, F- ,0)= (fF_, ¢ Fz o £ (@)

] n s

et pour f guasi-compact

(1.2.7.2) LulF Fﬁ s ) = (TP, £, P2 fle)) .
s ]

Des formules anazlogues valent pour f : Y X, n—> V! %0 .
b) Tout morphisme surjectif de traits henséliens f : 8' —> S induit un morphis

de topos de Y_, x, §' dans Y X, S . Notant encore f le morphisme naturel de

92

98




it

0s

1isme

ie

- 1l2 - XEIT
Y. = Y 3%(5} k(s') dans Y , on a

i8.7.3) f*(FE. Frr @) = (f*PE. i o %)) .

Lorsque [ est un morphisme fini, £ s'exprime comme représentation induite,

8., Soit f : ¥ —3 ¥' un morphisme localement de ty fini et séparé de
1.2.8. pe pa

s-schémas., On définit un foneteur "image directe % support propre”

£, : (faisceaux d'ensembles pointéds sur Y X S) —> (faisceaux d'ensembles

pointés sur V' xSSj
par la formule

(1.2.8.1) f (F, B, @) =(f F_,£ R, f@) .
s =
Pour £ un plongement localement fermé, £, s'appelle le fonecteur de prolongement

par zéro.

Un foncteur analogue esi défini pour ¥ ¥g M s

1.2.8, 8eit £ : ¥ &—— ¥' un plongement locazlement fermé de s-schémas, Le

]

foneteur I, 2 un adjoint % droite o , "sections . suppor:i dans Y ", vérifiant
' " ' ! !
(l.2.9.1) FF, B ,o)=(FfF, & B, £ ) .
s g :

Supposons seulement £ guasi-fini ., Le foncteur 7 des faisceaux

abéliens sur Y #. S dans les faisceaux abéliens sur Y' X, 5 admet encore un

adjoint & droite ¢ , donné par 1.2.9.1 (ecf. SCGAY XVIIT 3.1.8). Pour * étale,

-y
|
4
+
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1.3, Le foncteur Y . k&

1.3.1. B8Boient 8 un trait hensélien comme en 0.2,5 et p : X — 5 ., On se
propose de définir un foncteur exaci & gauche ¥ des faisceaux sur X dans les
faisceaux sur le topos xs Xs S construit en 1.2, Ce fonctewr n'est pas en £€néral

le foncteur image direcie d'un morphisme de topos.

On définira aussi ?n : (faisceaux sur Xn Yy — (faisceaux sur xs %_ ).
s

1.3.2, Soit X=X Xx_& . On dispose d'un diagramme

V__‘-‘_'

5
A { ~ T e 3 =
(1.3.2.1) - Bk e X2
J- |
I L Fa =
X, y X ¢ 1-[11 4

cartésien au dessus du diagramme

-

n —————uni
i
Jie— 3

L
"

¥ ':‘-_:r gy

Seit F un falsceau sur Kn , d'image réciprogue F% sur K% . On pose

v = T% 5 i
(1.3.2.2) ¥y (F) 1* 3 Fj .

Par transport de structure, ce faisceau est muni d'une action continue de Gal(?f ﬂlu.

compatible & 1l'action de Gal(Ty/m) sur Xz . Le foncteur

(1.3.2.3) ‘rn : (xn at) > X, x,m)

s

est exact & gauche,

R s P Soient F un faisceau swr X , Fﬂ sa restrietion &4 X et F sa

restriction & xs . On pose
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¥ (F = ¥ (F
(1.3.3.1) (¥ (), (F)
(1.3.3.2) (¥ (7)), = F_ .
Soient F 1'image réeciproque de F sur X et ' le morphisme d'adjonetion
o: F— Je J® F . Ce morphisme induit
. P. o T* B I# T TR B o_ A=

@ 5 Forw IR g I 5 R wn(Fn‘)ﬂ :
Le triple ¥ (F) = (?(F)s ,Y(F)n,qﬂ est un faisceau sur X, x_S§ .
Le foncteur
{laj'ji}) ¥ : (:{et} Sttty {XE Xs s]

est exact & gauche,

1.3.4, Iorsgu'il n'y aurs pas de risgue de confusion, on posera

Yo(F) = (¥ (F)), , ¥5(F) = (¥(Fl)y et ¥p(F) = (‘f.n (FJ),—n

1305, Dars la fin de ce numéro, nous dressons une liste de propriéids de

fonctorialité de ¥ (ef. 1.2.7 % 1.2.9). Elles seront utiles surtout saus leur forme

dérivée (2.1).

Soit f : X —>» X' un morphisme de S-schémas, d'ol un diagramme

Y
—

i- < — > X -

s n

(1.3.5.1) l £ J £ lf‘
X'Ec_h_E;_L‘; ¥ e—a o xfﬁ 3

t — i —— e 4 e -
L'ambizuité dans la notation des fiiches simplifiera les formules, et ne préte pas

a confusion: une seule interprétation donne un sens zux Tliches compasées ci-dessous,

De m@me, nous noterons ¥ 1le foncteur {1.3.3.3) pour X iant que pour X'

Les morphismes de foneteurs déeritis ci-dessous pour ¥ ont une variante

Four fﬂ gue ncus omettons en Zdndral d'expliciter

ot
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1.3.6. Le morphisme de chanzement de base i#* Iy —=% ;*i* induit un morphisme

de foncteurs
(1.3:6.1) ¥ofy —% £ ¥
gqui est un isomorphisme pour f propre (SGA4 XIT 5.1(1)).
Le cas essentiel est ecelui ot X' = 5 , On trouve un morphisme
(1.3.86.2) i — £, ¥
de composante essentielle

(1.3.6.3) :wix;_, B — r(xg » Y- (B))

| N

ce morphisme esi un isomorphisme pour § propre.

1.3.7. Le morphisme de changement de base f*J —> 3. £ # induit un morphisme

de foneteurs

(1.3.7.1)

*
%

1.3.8. Supposons f quasi-fini, Les foncteurs f' commutent aux changements de

base: le morphisme f, ._1* —3 3* f, induit un morphisme de foncteurs

L]

(1.3.8.1) b=y 3 ;

Lorsque f est fini, c¢'est 1l'inverse de (1.3.6.1).

i Al & = EiE
1.3.8. La situation est duale pour f {on suppose que f est quasi-fini pour
travailler avec les faisceaux abéliens, ou est un plongement pour les faisceaux

d'ensembles pointés)., Ce foncteur commute aux images directes, et le morphisme

! ~ Vg . » x
i¥ £ —3 £ 3% induit un morphisme de foncteurs

Pour f étale, c'est 1'inverse de (1.3.7.1).

1.3.10. Enfin, pour un changement de base S' —3 S , on trouve un morphisme de

26
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Memen‘t de base

(1.3.10.1) £EY ¥ p® .

1.4, ILa variation,

T, 51 Seient 35 un trait hensélien comme en 0.2.5 et Y un schéma sur s
8cit /A un anneau. On pourrait plus généralement prendre pour fi un faisceauy
d'anneaux sur ¥ . Pour tout cobjet K de la catégorie dérivée D(Y X, S, A

la catégorie des faisceaux de [i-modules sur ¥ xs 5 , nous nous proposons de

finir un morphisme wvariation .

1.4.2. Un complexe de faisceau de NA-modules K sur X Xg 5 s'identifie

triple (Ks, Kn s ) ol

- 16 = XIIT

de

dé-

& un

a) K (resp. Kﬂ ) est un complexe de faisceaux Ko (resp. Kﬁ ) sur ¥, muni

d'une action continue de Gal(s/s) (resp. Gal(T/m);

b) ¢ est un morphisme équivariant - K- —)‘f{ﬁ .

Un tel complexe K est toujours homotope > un complexe XK' = (K' ,XK

tel que ' soit injectif et que la suite exacte

(1.4.2.1) 0 — K"; — E{"?_ — cokerig!' } —> 0
- I
80it seindée degré par degré. Il suffit de prendre Ks =K', et de prendrs
-
K'ﬂ la somme de K"*I et du cdne de sp® K_ . Posons &(K) = coker(¢') . Ia

exacte (1.4,2.1) définit un triangle distingué

8(K)
(1.4.2.2)
sp™ K —> £
dans 1a catégorie K(Y %M » L] des complexes de faisceaux de [, -modules’ nomeotopie
Frés sur v % M . Ce triangle ne dépend que de K& Ob K(Y % 5,1 o
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Cette construction passe % la catégorie dérivée, et associe A tout oblet

K de D(X X, 8, L) un triangle distingud de D(X Xg Mo A)

Le triangle (1.4.2,2) est utile surtout via la suite exacte longue

d 'hyperconomclogie qui s'en déduit

eee — HO(T, Kz) — 0 (T, K ) — H (T, $E)o ) —Feos

. Pour tout Q€I

»

1.4.3. Le groupe d'inertie I agit trivialement sur K‘g
1'endomorphisme © - 1 de K'ﬁ (notation (1.4.2.1)) se factorise donc par un
morphisme

Var(g) : coker(g') _}K"T" :
1

Cette construction passe % la catégorie dérivée: pour K € Ob D(Y xS S, N et

g €I , elle définit la wariation

1.4.35:1) V. a) 1 B(K)- K- .
( 3 ar(Q) ( ;n—)- =

Notant q 1la flache de KT"I dans %(K) , on a

(1.4.3.2) o =1 + Var(Q)gq (sur Kﬁ )
(1.4.3.3) g =1+ g Var(@ ( sur *i’(l'()?1 )

i
(1.4.3.4) Var{(g T = Var(0) q Var{T) + Var(o) + Var(T)

2. Cycles gvanescents

2.1, Le foneteur R ¥ .
2:1.2, Soient & un trait hensélien comme en (0.2.5) et /i un anneau de torsi
premier 2 la caractéristigue résiduelle p de S (0.2.7). Plus généralement, on I
pourrait prendre pour [ un faisceau de torsion premier aux caractéristigues rési-
duelles; le cas le plus important est celui ob A=gz/4" { 4 premier inversible

5

dans ss D)
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P__, gt — —— =}

Soit X un schéma sur S . Le foncteur ¥ (resp. ¥ ) transforme

(resp. XE Xg J . Soilent RY et R!n les fonecteurs dérivés

RY : DT(x, M) —‘>D+(x$ xg S A
RY : D'(X_, n) — D' (x )
‘fn- T’]’ M P Xs ns A »

et R& le foncteur composé & o RY

R : D'(X, A) —D'(X_ x_ n, A .

2,1.2. Soit le diagramme commutatif (1.3.2.1)

xg s__}____; x 4.3..; xﬁ

xs gmjhv-g X *—JL_J xﬂ p

851 F est un faisceau de modules injectif sur X , sa restriction % 1'cuvert
et encore injective. Pour Fﬂ injectif sur Xﬂ » 1'image réciprogue F; est

acyclique. Les formules (1.3.3.1) et (1,3.,3.2) se dérivent done en

(2.1.2.1) RY(K), = i*K (K € 0b D (X, A))
(2.1.2.2 R¥(K) = R¥ (K K € 0b D' (x,
) v( }I71 Y,q( nj (X ¢ (x, n))
(2.1.2. }— = I# R3, K- K € 0bD (X,
3) R?ﬂfmﬂ * Rl B (K € Ob D™(X_, A))

Ceci permet de poser sans conflit

R = y = - = t i = Y=
'!“{K) = (mfxnn o mrﬂ(x) = (mv(r-:n71 e H?ﬁfKJ (IWT_IEI'U},,1 N

Avec ces notations, le triangle distingué (1.4.2.2) s'derit
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faisceaux de f-modules sur X (resp. xﬁ ) en faisceaux de JA-modules sur X, %

s
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H 3]
R&(K)
(2.1.2.4) f
{
# 54 A
sp¥ i%® K —_ R.ﬂ,KSJ 5 l
{
Pour o &€ I , on dispose d'un morphisme wvariation
c
(2.1.2.5) Var{g) : Hé{K};-———?R?a(K} . D
1 :
P
Les faisceaux R &(A) (ou plus généralement R-3(K) ) sont les I
faisceaux de cycles évanescents . ]

2.1.3. Seit (X, ) le point géomdétrique de X Xe N défini par un point gédo-
méirique x de .'.{E 1.2.5). Calculons la fibre de R‘?‘T‘(K*J en (x, m) & 1l'aide 1

de (2.1.2.3) (e2f, I 2.3). L'hensélisé striect X(z) 9 X en X est un schéma sur ¢
1 "nensélisé striect Snr de S5 , de point géomdirique T &
1
Proposition 2,1.4.. Ona (R¥(K )),-= -, = R[(X,-, x N, ¥) : en particulier,
—_— n’ (x,n) (x) T
i : - L
R K - —y = I-Ii X, = K "
Y': T".'I(Xr'n} f (K) xnnr Ma» } :
€

On trouve la

Reformulation 2.1.5. 51 ¢ est lisse et F un faisceau localement constant, on &

R#(F) =0 .

Plus généralement, si K € Ob D'(X, A) ., alors R#(K) =0 1& ou f est

lisse et que les H (K) sont localement constants. Voir aussi 2.1.11.

2.1.6. Seit f : ¥ —3¥' un morphisme de schémas sur s . Les foncteurs

r®r, " fyp (1.2.7 & 1.2.9) ont un analogue naturel dans la catégorie dérivée.

a) Le foncteur f#* est exact, done se dérive triviglement,
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b) Le foncteur £, a un dérivé droit Rf, 5 pour f guasi-compact, on a

(2.1.6.1) (Rf, Ko oK)

(2.1.6.2) (AT, I{i-:] = R:‘;,,(Kﬁ) .

e¢) Pour f quasi-fini, le foneteur f! est exact, donc se dérive trivialement.
pans le cas général, le foncteur dérivé du foneteur f£ est pathologique, et on
procéde comme dans SGAY XVII. On suppose T séparé de itype ©ini, et Y' noethérien,
Il existe alors [2] une décomposition £ =Ff § , ol J est une immersion ouverte ot

ol F est propre, et on définit

Les arguments de SGA4 XVII montrent gue le foneteur Rf, est indépendant du choix

o~
f

de la factorisation J .+ L'analogue de (2.1,6.1) (2.,1.6.2) est valable,

1
d) Nous n'utiliserons Rf® gue pour un morphisme gquasi-fini, auguel cas c'est le

'
foncteur dérivé de f° ., On a encore 1'analogue de (2.1.6.1) (2.1.6.2).

2.1.7. Passons en revue les propriéiés de fonctorialitd de RY (i.e. dérivons 1.3.5

5 1,3.10), Soit £ : X—>X' un morphisme de S-schémas, et reprenons les notations

de 1.3.5.

Le meorphisme (1,3.6.1) définit
(2.1.7.1) RY R, —% Rf_ RY .

D'aprés le théorsme de changement de base pour un morphisme propre (SGA4 XIT &=

el Ja

Le morphisme est un isomorphisme si f est propre,

Le morphisme (1.3.7.1) dérinit

(2.1.7.2) £% RY —3 RY ©%

D'apris 1e théoréme de changement de base pour un morphisme lisse (SGAL XVI 1.2)

Le morphisme est un isomorphisme si  est lisse.

L'isomerphisme (2.1.7.1) pour f jropre et le morphisme (1,38
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définissent un morphisme

(2.1.7.3) Rf, R¥ ——> RY Rf,

qui, pour f propre, est 1'inverse de (2.1.8.1).
Pour f quasi-fini, (1.3.9.1) se dérive en
s i i
(2.1.7.4) RY¥ Rf —> RFf" RY
qui, powr f é&tale, est 1'inverse de (2.1.7.1).

Soit un changement de trait f : 8" —> 8 et X' =X Xy s’

e
U]
Ne———
i
o]

(pour 1'ambiguité dans les notations, cof. 1.3.5). On suppose f surjectif.

La fliche de changement de base (1.3,10.1) se dérive en
(2.1.7.5) f* RY ——)RY £3%

Les mémes énoncés valent pour H?ﬂ =

2.1.8. Le cas essentiel de 2.1.7.1 et 2.1.7.3 est celui ot X' = 5 . On trouve

alors pour K £ Ob 1:-"();::1 . L) des morphismes

(2.1.8.1) s W

(2.1.8.2) £y R¥ — Rf,

d "ol

(2.1.8.3) :Hi(x;], K) ——> B (X5 BY- (X))
(2.1.8,4) Hi(xg, RY-(K)) —> Iﬂi{x;‘, K)

et la commutativité des diagrammes
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(R't, ) = - mifl%, K)
(2.1.8.5)
B (X2, K) > (%, RY-(K))
sp = i
(2.1.8.6) B (X, K) yE (X, K)

mjcxg, RY- (K))

Pour K £ Qb D+{Xw, A) et eI , les diagrammes suivants sont commu-

tatifs
a-1
H (%=, X) H (X=, K)
(2.1.8.7)
. 1 Var (o) -
B (X, R¥-(K)) —> H (X5, Rez(K)) ———— H'(X=, Rv=(X))
A 1 = :
(2.1.8.8) B (X2, X) — > B (X=, K)
° ~
. ) #$ Var{s) g
B (X_, R¥Y=(K)) —> F (X=, RE=-(K) ———— H (X=, R¥-(K)) .
c s n ¢ B n e ™ T

Pouwr f propre, (2.1.8.1) et (2.1.8.2), 2insi gue (2.1.8.3) &t (2.1.8.4)
sont des isomorphismes inverses 1'un de 1'autre. Le triangle distingué (2.1.2.4)

fournit une suite exacte longue

(21.8.9) ... — H (X, X) — B (X ¥ — wx, RE-(K)) —

le complexe évanescent R#{X) exprime done la différence entre les cohomolozies

des fibres géométriques Kg et X= (& valeurs dans 1'image rdeiprogue de K ),
[ i - a . " N - e P % a . - aTiliE 4
Dlapras (2.7.8.7), 1la variation Var(g) &éiermire 1'action du groupe d ineriie T
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3
sur [H (K-, K/ . Ces falts sont a la base de loutes les applications de la méthode ]

des eyeles évansscents. I,
)

L'nypothése de propretd faite ci-dessus sur f rpeut se remplacer par des

conditions de régularité 2 1'infini sw T et K . On a par exemple le résultat >
suivant (pour K £ Ob D{X;, A Y. I,
1
Proposition 2.1.9. Supposons gue f admeiie une factorisation £ = flk
K 5 y
x— x, ——— s ,

»
avee f., _propre, et k 1'ineclusion dans Xl du complément d'un diviseur &
croisements normaux relatif D ’.'_Er* ‘gxpothése, f. est donc lisse dans un voisi-
nage de D ). Si , dans un voisinage U de D , les H (K) sont localement y
constantssur U-(D U Xo} » et modérément ramifiés le long du diviseur & croisements 1

normaux D U X_  , alors (2.1.8.1) et (2.1.8.2) sont des isomorphismes.

La suite spectrale d'hypercohomologie de K montre qu'il suffit de
traiter le cas o K est réduit & un faisceau Fﬂ en degré O . Remplagant S par
son normalisé dans une extension finie (ce gui est loisible, comme on le wveoit sur £
les définitions), et appliguant le lemme d'Abhyankhar, on peut supposer gue Fn i
est restriction & Xﬂ d'un faisceau F sur X , localement constant sur U N X -

et modérément ramifié le long de D . Avec les notations de 2.1.2, soit F 1'image

i

réciprogue de F sur X et T : X8 .,

Pour prouver que (2.1.8.1) est un isomorphisme, il suffit de prouver gue

Rf‘* (PJ* j* F) commute au changement de base s = & . Dans le triangle
—) F —> B, I»F—ry —>

les I;li(ﬂi sont a support dans XE : pour A , le résultat de changement de bﬂ-”’
considéré est trivial, I1 suffit donec de prouver gue Hf‘*{ﬁ) commute au changemen®

de base s = 5 soit, vu le théoréme de changement de base pour £, » Que
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Rk,(_l;) commute au changement de base X, =X,  (2.1.10 ci-dessous).
=3

Pour prouver que (2.1.8,2) est un isomorphisme, il suffit de prouver gue,
pour le falsceau F , le prolongement par O k, commute au foncteur RE*_ s 1.e.

que, dans un voisinage de D ,

Re#(k, F) = 0 sur X ( 2.1.11 ci-dessous).
» s

Lemme 2.1.10. Soit £ : X - S un morphisme lisse, D =X un diviseur 3 crolse-

ments normaux relatif, U=X - D "—-'J—) X et F un faisceau de f-module sur U

e

localement constant et modérément ramifié le long de D . La formation de R, F

commute & tout changement de base T = S .,

La question est locale (pour la topologie étale) sur X . On peut donc
supposer gqu'il existe gz : X' + X , normalisé de X dans un revitement fini étale
surjectit g' : U' = U modérdment ramifié le long de D , tel que g'* P soit
canstant sur U' |, Utilisant le lemme d'Abhyankhar, on peut supposer gue de plus
X' est lisse sur S et gque U’ est le complément d'un diviseuwr : croisements

normaux relatif D' dans X' .

F s'injecte dans g'y, 2'# F et le conoyau vérifie encore les nypotheses
de 2,1.10, It#rant la construction (le méme g continue d'ailleurs & marcher), on
obtient une résolution de P par des faisceaux de la forme g'* G avee G constant
et g' comme plus haut, il suffit donec de démontrer 2.1.10 pour un tel falsceau, i.e.
de démontrer 2,1,10 pour (X'/S, D', G constant sur U’ ) : c'est 1% un cas parti-

culier de SGAS ITI 4.4,

Lemme 2,1.11. Soient S un trait henséiien, f : X -» S un morphisme lisse,

D<o X un diviseur > ecroisements normaux relatif, U= X - D &3 X et F un

faisceau de p-modules sur U » localement constant et modérément ramifié le lons

de D . Ona

RE(Jy F) = 0 .
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Le dévissage utilisé en 2.1.11 nous raméne au cas ot F est constant,

de wvaleur G . On

Pour J oI , soit DJ 1'intersection des D pour 1 €dJ ., Le faisceau F r
admet une résolution F° | de composantes des sommes de faisceaux G » constanis

sur DJ et prolongd&par O sur X . I1 suffit done de prouver 2,1.11 pour un tel

= BB XIII

peut supposer D réunion de diverseurs lisses (Di)i T -

i

J

faisceau, ce qui résulte de (2.1.5) appliqué aux DJfS - L
&
Je conjecture gque 2.1,7.5 est un isomorphisme si S et S' sont excellents, w
Voiei un résultat partiel (voir aussi 2.4.2).
Proposition 2.1.12, Le morphisme 2,1.7.5 est un isomorphisme dans les cas suivants g
{a) 8 est excellent, de complété S' ; 8
()] 8 et 8' =sont d'égale caractéristigque 0O .

Dans le ¢
et qu'une uniformisante pour S est encore une uniformisante pour 3' (&tendre les
scalaires sans changer 3' -+ 3 ), Dans lescas (a) et (b), notant par - le normalisé
dans une cl®ture séparable du corps des fractions, on 2 alers 3' & 8" x § , et, :
revenant aux définitions, on trouve qu'il suffit de prouver que S' =+ S est univer- E’
sellement localement acyclique (appliguer SGAY XVI 1.1). Ceci résulte de I 0.5.1 ;
(basé sur la désingularisation de Néron & la Artin) et de SGAL XV 2.1 (théorime

d'acyelicité locale des morphismes lisses).

2.,1.13., Supposons
1.2.¢) de RY est
et de SGA4 XTIV 3.2

vée entidre

et R¥ transiorme

ment de A-modules

as (b), on se ramdne % supposer S et B' sirictement locaux,

A

5

f : X=8S de type fini. La dimension cohomologique (SGA4 XVIL
alors au plus égale 2 dim{xn) , ainsi qu'il résulte de 2.1.4

(ef. I 4.2.(1)). Ceci permet d'dtendre RV 2 la catégorie déri-
A

RY : D(X, A) —> D{X_ x, 8. A) .

DO en D . Soit L € Ob D (A) un complexe borné supérieure-

4 droite, et K € Ou(D (X, A)) . On dispose alors de

106

112




- 26 - XIIT

L ,__, L
L ®, R¥(K) ———— > Rv¥(L ®, K}l .

(2.1.13.1) A
Pour vérifier que 2.1.13.1 est un isomorphisme, on remplace tout d'abord L par

un complexe de fA-modules libres, et on note qu'il suffit, car RY est triangulé

t3 ]
de dimension cohomologique finie, de le vérifier apris avoir remplacé L par une des
ges composantes. Par passage & la limite inductive, on se ramdne au cas oii L est
Lents un module llbre de type fini, puls au cas trivial ot L = f .
De (2.1.13.1) on déduit par un argument familier (cf. SGAL XVII 5.2.11)
que si K €0b D (xn, A) est de Tor dimension finie =d (4 € Z) (SGAk XVII 4.1.9),
alors R?ﬂ{K} est de méme de Tor-dimension sd .
i 2.2. Une compatibilité (morphismes traces),
25 2.2.1. Soient S un trait hensélien et u : Xs -» Ys un morphisme quasi-Tini plat
isé séparé de présentation finie de s-schémas. Pour tout faisceau abélisn F suw ¥.
=1
et, un morphisme trace Tr, 4 uF +F est défini (SGA4 XVII 6.2.3). Pour F un
er- faisceau abélien sur YS Xg S ou Ys Xg M » on en déduit un morphisme analogue
Tru : u! u* F =« F
L Seit u : X =+ Y un morphisme guasi-fini plat séparé de présentation “inie
de S~-schémas. Nous noterons encore u le morphisme induit X¢ X S =Y x 5 et
= nous noterons ¥ les foneteurs 1,3.3% pour X et pour Vv .,

Proposition 2.2.2,

2st commutatlf

Pour tout faisceau abdlien F sur ¥ , le dizgramme suivant

— - ————
m
W
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La vérification est laissée au lecteur., On a une variante pour ¥ et , e
F  sur YY_! - st
+
2.,2.3. Scient A comme en 2.2.1 et u : X =Y un morphisme quasi-fini et plat | e
de S-schémas séparés de type fini et plats ? 2
u ) B
xr ———3 v »
(
S »
e
On note encore f et g les morphismes Xs xs S5 =+ 5 et ‘is X 3=-+5 . On suppose L] t

que dim¥ =n .,
3

Pour tout K < Ob D(S, A) , on a défini un morphisme trace (SGAL XVIII 2,9)
Tr, : Rfy £# K(n) [2n] —> K .

Corollaire 2.2.4. Le disgramme sulvani est commutatif

RE'UTU* RY g# K(n}tanj .M}-) Rf! RY ©# K{n)[anj ;2.1-10.1) Rf

—
]
*
A
=]
—
[
et

Tr, Tre

w
-

Tr
Rg, RY g* K(n)[2n]  —{2:1.10.1)y p. o (s} [2n] £

Si u est étale, (1.3.7.1) est un isomorphisme.

Le diagramme (2.2.4 ) se déploye en le suivant, ol les arguments sont omis

Rgyuju* R¥ g* —————> Rz, RY uu%* g* ————> Rg,u,u* g# ———> Rf,I*
Tr, (1) T (2) B (3) Tre
Tr

M.RYS*:R&rR?g* ——HRE'S*——S}K L

Que (1) soit commutatif rdsulte de 2.2.2, Que (2) le soit est la
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fonctorialité de (2.1.10.2). Que (3) le soit est la transitivité de la trace

SGAL XVIII 2.9. Var.3.

2,2.4.1.0n a un résultat analogue pour ?n

0.2.5. Soit

& une partie de

"i{mage directe & support dans &

Tr

(2.2.5.1) 2

et son analogue pour rn

fermés, on a

d'oll un morphisme trace

Y
s

"

propre sur s ,

Notons

et

pi s o
-3

et notons

K € Ob D(m,A) .

Rg., 1le foneteur

le morphisme composé

Rf . R¥g* K(n)[2n] -+ Rg,R¥g* K(nJ)[2n] -» Rg,g* K(n)[2n] » K ,

Ry

Tr
u

: RT

u

-1

et K € D(n, A) .

&

Si §

u¥* = ng vy u¥* < HEQ

D'aprés 2,2.4, le diagramme suivant est commutatif,

Rf
u "~ §

Tr

u

_y u* RY g* K(n)[2n] ——> Rf _,

R¥ ©# K(n)
u @

est un ensemble fini de points

[2n]

Rg, RY g* K(n) [2n] =
Supposons u &tale, soit x £ Xs et supposons que x et ¥y = ulx aient
méme corps résidusl. On a alors
_~
Rf —=3 ;
£ 78 )

eet isomorphisme, donné par

£tale de la cchomologie

Rf RY
}

{x]

Rgy 1 RY

HE o
u

exprime la nature

» support dans x .

£# Kin)l2n] -

G# Kin)[2n]

T,

5
e

N
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est commutatif,

Scholie 2.2.6. La compatibilité 2.3.5.2 exprime gque le morphisme trace (2.3.5.1)
pour & = {x} , est un invariant local: il ne dépend que du S-schéma hensélisd de

X en x . De mEme pour RY._ .

2.3. Théoréme de finitude (en égale caractéristigue zéro).

Théoréme 2.3.1. Scient 8 un trait hensélien comme en 0.2.,5, A un anneau de

-y,

torsion noethérien et f : X » 5 un morphisme de type fini. On suppose gue S gst
d’'égale caractéristique zéro . Alors, pour tout faisceau constructible de A =moduleg
feo =g -
P sur xr » les faiseceaux R V¥ (F sur X sont constructibles.
S . ST aa ST " Lt 2

n s

On commence par recopier le début de la démonstration de SGAL XTIV 1.10 :

ppliguens SGAU IX 2.1%(4ii). I1 existe une résolution F' de F
¥
7°

par des faisceaux de la forme & p' G ol Pt 3 ¥ —» X est fini et cu
=

o >

¥
H

b4

.

.

L

i 1
Gi est un faisceau constant constructible. On peut supposer Yiﬂ réduit; soit
pi £ Yi =+ X le normalisé de X dans Yit « Utilisons la suite spectrale de la
résolution F° et appliquens 2.1.7.1 dans le cas trivial du morphisme fini B; i

on trouve qu'il suffit de prouver 2.3%.1 pour (Yi, Gij

Prouvons 2.3.1 powr F constant défini par un N -module M . Rappelons
que A est une Z/n-algébre pour n convenable. Le module M s=a dévisse done en
modules Mi sur ﬁj{iﬁ » avec 4iJn premier convenable, Ceci nous raméne au cas

ou A est une Z/L-algdbre, L premier. On a alors (2.1.13.1)

M2 RY_(#/4) ——> R'v_(M)
sl ko
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il reste 2 traiter le cas ¢l F est le faisceau constant Z/4

Seit X =X! o ..... DX  une suite de parties fermées de X telle
n o Xn e n e que

3 = 1 s 3 . . - [] o » P
(x] x1+l)red soit lisse sur 7 ., Soit X; = X . Le faisceau 2/L se dévisse

en les faisceaux 2Z/4 sur (x{ - I;+1J » brolongés par O . On en tire la

Réduction 1 Il suffit de prouver 2.3.1 pour un faisceau jl Z/L . pour

Iz 0= xﬂ 1'inclusion d'un ouvert lisse.

D'apres la résolution des singularités, il existe € : X =X tel que

(a) & est propre, et induit un isomorphisme g*;(UJ == U ;

»

(b) xl est régulier et X1~ gﬂlfU) un diviseur & croisements normaux dans Xl

»

réunion de diviseurs réguliers q: .
P
Soit j; :g (U) “>X .Ona Rg, Ji] % = 3y Z/4 . Appliquons
2.1.7.1 el le théoréme de finitude SGAL XTV l1.1l.: on trouve qu'il suffit de prouver

(2.3.1) pour (X, §,, 2/2) .
On a une résolution

0 i, 2L — Z/4—— < (2/4) B (B T wewas

d'ol la

Réduetion 2 I1 suffit de prouver 2.3.1 pour le faisceau constant 2Z/2 et un

S-schéma régulier X tel gue xs soit un diviseur % croisements normaux dans X

Dans le eas auguel on s'est réduit, on utilise le caleul explicite I 3.3

(qui utilise le théorime de puretd SoAb XIX 3.2 et la caractéristique Q).

2.4, Singularités isolées.

2.4.1, Dans ce numére, nNous supposons pour simplifier que 8§ est un trait stricte-

ment hensélien. Seient [/ un anneau noethérien de torsion premier & 1la caraciéristique

Tesiduelle de 8 , £ : X =+ 8 un morphisme de type finl et ¥ un faisceau con-
Structible de A-modules sur X . On dit gue x £ X est un point de lissité de
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(X, F) si { =est lisse en X et gque F est localement constant au voisinage de 2.
x . Onnote T 1'ensemble des points de non lisgité de (X, F) , et Tg la fibre sc
]
spéciale de ¥ . On sait gue RE(F) = 0 en dehors de Eﬁ e 1
Théorzme 2,4.2. En tout point isolé x de T ., les Rlé_(F]x sont des ?
n
\-modules de type f£ini, invariants par changement de trait (via 2.1.7.1).
.
{
En égale caractéristique 0 , ces assertions ont été démontrées en 2.1.12
et 2,3.1, sans supposer que x soit isolé, {
]
Soit x un point isolé de Ly e Le théoréme esit de nature locale au {
) 2
voisinage de x ; cn peut done supposer gque f soit propre. On dispose zlors de T
1.
la suite exacte longue (2.1.5.9)
i
. i b
cer 3 H (X, F) —> H (g s F) —> H (X, Re; (B)) —> ... (
. . 1
Dans cette suite, Hl(Ks, F) et H"{xﬁ, #) sont invariants par changement de trait
et des j-modules de type fini (SGA4 XIV 1.1): les Hi(xs, Rﬁﬁ (F)) partagent donc
ces propriétés, Rappelons le
Lemme 2.4.3. Soient (T, A) un topos annelé et F un fermé de T . Seoit i
1'inclusion de F . Alors, i, D(F, A) —> D(T, A) est une éguivalence de caté- "

gorie de D(FP, A) avee la sous-catégorie de D(T, A} formée des K tels gue

E}(K) soit & support dans F .

En effet, pour un tel complexe K , K—> i %K est un