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INTRODUCTION

Soient S wun schéma et f : X —— S un morphisme de schémas. Si f est
propre et lisse, et que le nombre premier & est inversible sur S , les groupes de
. i ; BooE i
cohomologie #-adique H (x; 5 ZZR) des fibres géométriques de f forment un systéme
local R-adique sur S . Pour f seulement supposé propre, ces groupes sont les fi-

- i - A
bres d'un faisceau fZ—adique legzi sur S . La théorie des cycles é&vanescents met

en relation la ramification de ce faisceau sur S et les singularités de £ .

Nous ne considérerons que le cas oii S est un trait hensélien (= spectre d'un
anneau de valuation discréte hensélien). C'est en pratique le cas essentiel. Je ren-
voie & (I 2.1) pour une description heuristiquede la thé&orie. Soient S=Spec(V), k(T
une clSture alg8brique du corps des fractions k(n) de V et k(s) 1la cldture algé—
brique correspondante du corps résiduel k(s) ( k(;} est le corps résiduel du norma-
1isé V de V dans k(;) ). Dans le cas particulier ofi X est propre et plat sur
S , de dimension relative n , et o f ne présente qu'un point de non lissité
x € xs , on définit des Gal(;/q)-modulés ¢i » de nature purement locale au voisi-
nage de x , nuls pour i ¢ [O,n] (I 4.2), et on construit une suite exacte longue

de Gal(;fn)-modules

1 i i i+
e W (X, z,) —SBs B (Xo,2,) — ¢° —> " ICXS.ZEJ —_— ...

(le Gal(;,s)*module Hl{x;,zi) est regardé comme un Gal(;/ﬂ)—module avec action

triviale de l'inertie ; sp est la fléche de spécialisation).

| ——— w—

On donne aussi des critéres, valables pour 1'instant seulement en caractéristique

0 , pour que les & pour i petits scients nuls (par exemple, si X est de plus

.y . o i ;
| localement d'intersection complate, ¢ = 0 pour i #n (I. 4.5)).




]

Le théoréme de monodromie affirme que 1'action du sous—groupe d'inertie I

de Gal(n/r) est quasi-unipotente : pour T & 1 , il existe des entiers N > 0 ,

5 . ;
T't - I]m de HI{X_,Z;) seit nul. On donne de ce

M > 0 tels que l'endomorphisme (
théoréme deux démonstrations. La premié&re (I.1.2), de nature arithmétique, s'applique
d&s que les groupes de cchomologie considérés ont des propriétés de finitude raison-
nables. Le point clef est gue, lorsgue k(s) est de type finl sur son sous—-corps
premier, l'action de I est gquasi-unipotente pour toute représentation L-adique de
Gal(:fr) . La seconde démonstration, plus géométrique, regquiert la pureté et la réso-—
lution des singularités : elle n'est pour l'instant valable qu'en caractéristique 0

1

ou pour un H' . Elle apporte de précieuses informations sur 1l'exposant de nilpotence

2 1 B L 2 =3 %
N (N < i+] pour un H ). Ainsi qu'on le verra ultérieurement, elle se préte bien,

sur € , 3 la comparaison avec la théorie transcendante.

Ces résultats, appliqués au HI des wvariétés abéliennes, i.e. & leur module
de Tate, permettent d'Etudier la réduction med p de celles—ci. On donne ainsi deux
démonstrations du théor&me de réduction stable des variétés abéliennes selon lequel,
aprés ramification, la fibre spéciale connexe du modéle de Néron est extension d'une
variété abéliemne par un tore. La premi&re (I. 6) reprend la méthode de la démonstra-
tion arithmétique du théoréme de monodromie. La seconde (IX 3.6) s'appuie sur une

analyse beaucoup plus fine du modZle de Nérom, et de ses propriétés de polarisation.

Les exposés 1 3 V de Grothendieck n'ont pas &té& rédigés. Ils ont &té résumés
dans un exposé I . Les résultats énoncés y sont démontrés de fagon succinte, mais

essentiellement compléte.

L'exposé II applique la méthode des pinceaux de Lefschetz et (I 5.3) 3
1'étude du groupe fondamental. Pour § wune surface sur un corps algébriquement clos

k , d'exposant caractéristique p , on montre que le groupe profini

nip)(s,s} s Ccom

plété en dehors de p du groupe fondamental, est de pro—-(p)-présentation finie.

Comme expliqué plus haut, les exposés III 3 V n'existent pas.
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L'exposé VI contient, avec quelques compléments, la théorie des déformations
de Schlessinger. On ¥y prend soin de tenir compte des automorphismes infinitésimaux
des cbjets gqu'on classifie,et de ne pas passer trop brutalement au foncteur des clas-
ses d'isomorphie d'objets. On y donne aussi une nouvelle construction des

EEE?{LxIS’ -y« LXKS complexe cotangent relatif de X/S ). Cet exposé sert dans le
reste du séminaire surtout via l'&tude qui y est faite des déformations des singula-

rités guadratiques ordinaires.

Les exposés VII et VIII sont consacrés & la théorie des biextensions. Cette
théorie joue un rdle essentiel dans 1'exposé IX, pour exprimer ce qu'il advient d'une
polarisation quand on passe d'une variété abélienne 3 un modé&le de Néron de celle—ci.
Cet exposé IX contient la démonstration du th@or@me de réduction stable des variétés

abéliennes, et diverses applications.

La suite de ce séminaire : SGA 7 II, par P. Deligne et N. Katz, paraitra

ultérisurement.

Bures sur Yvette, mai 1972,

P. DELIGNE
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SGA 7

Résumé des premiers exposés de A. Grothendieck
rédigé par P. Deligne
Sommaire

0. Préliminaires

1. Démonstration arithmétique du théorEme de monodromie

2. Cycles &vanescents

3. Démonstration géométrique du théorZme de moncdromie

4. Critéres de nullit& pour les faisceaux de cycles &vanescents
5. Action de 1a monodromie sur les n

6. Appendice par P. Deligne : démonstration arithmétique du
théoréme de réduction stable

0. Préliminaires
0.0. Terminologie. Rappelons les définitions suivantes :

(0.0.1) trait : spectre d'un anneau de valuation diserdte. On note souvent n et s

les points génériques et fermés d'un trait.

(0.0.2) strictement local : pour un anneau : local hensélien & corps résiduel sépa-

rablement clos. Pour un schéma : spectre d'un tel anneau.

(0.0.3) point géométrigque de S (dans cet exposé) : morphisme x : Spec(k) —= S
d'image x €5 g k(;} = Qfn k é&tant une clBture séparable de k(x) . Pour un trait
hensélien § = Spec(V) , on note souvent - un point géométrique générique (i.e.
d'image - ) de 5 . Le corps résiduel de 1'anneau de valuation V clBture intégrale

de¢ V. dans K(n) est une extension algébrique séparablement close de k(s) et défi-

ni B oyt - : L.
't un point géométrique s de § localisé en s .




.

(0.0.4) localisé strict de X en le point gSométrique = : SGA 4 VIII 4.4.

(0.0.5) essentiellement de type fini sur § : pour un S—schéma local (resp. local

hensélien, resp. strictement local) : spectre d'un anneau local (resp. de 1'hensélisg

d'un anneau local, resp. localisé strict) d'un schéma de type fini sur § .
(0.0.6) FlF—— F(n) : twist & la Tate.

(0.0.7) Un endomorphisme T d'un espace vectoriel de dimension finie est gquasi-
unipotent si ses valeurs propres sont des racines de 1'unité, i.e. s'il existe N 3 1

s
Mz 1 tels que (Tk - I)H =0 .

0.1. Rappels sur la cohomologie g—adique

Scit X un schéma de type fini sur un corps algébriquement cles k d'expt
sant caractéristique p et £ un nombre premier premier 3 p .
Les groupes de cohomologie i-adique de X ont &té définis dans SGA 4 et

SGA 5.

a) HL(X,Zfin} est le i°7¢ groupe de cohomologie du site &tale Xet de X

" .
i waleurs dans Z/& 3

.

e L i - i n
b) par définition, H (X,Iij = Lim H (X,Z/L )

=]

¢) par définition, Hl(x,ﬂi) H(X,2,) 8, R .

. L

Les groupes de cohomologie fZ—-adique 3 supports propres de X sont définis
de méme & partir des H_(X,Z/2") de SGA 4 XVII.
Dans chacun des cas suivants, on sait prouver que ces groupes Ha(x) ont

des propriétés de finitude raisonnables

(8+141) en cchomologie 3 support propre ;

CQL. 1. 2) pour X propre sur k

(0.1.3) pour X 1lisse sur %k (gr3ce & a) et 3 la dualité de Poincaré SGA 4 XVII
(0.1.%) lorsqu'on dispose de la résolution des singularités a la Hironoka pour les
schémas de type fini sur k , de dimension g dim(X) ;

(0.1.5) pour i = 0, 1 .




r11l)

i o : o
Dans tous ces cas, les Hl(x,lfkn) sont finis, les H CK’IEJ de type fini,

i TR . ' |
les H (X’Q£) de dimension finie et (sauf peut-&tre pour (0.1.3)) en dispose de suites
exactes courtes scindées

: : . B -
0 —*H (X,2,) @ Z/2" — W (X,2/2") —— Tor (W ' (X,2,),2/t™) —= o0 .

De plus, la démonstration du théoréme de finitude fournit chaque fois une démonstra-—
tion d'un théoréme de constructibilité génédrique : s8i k est le corps des fractions
d'un schéma noéthérien inté&gre S et que X est la fibre générique de f] : x] —3 5
(de type fini), il existe un ocuvert non vide U< § tel que, sur U , les

lex 1/4" soient localement constants de formation compatible 3 tout changement de

base.

0.2. Ne supposons plus k algébriquement clos, et soit k une clBture algébrique

(ou séparable, cela reviendrait au m@me) de k . Nous considérerons les groupes de ccho-
mologie "gEométriques" Hl(xgj (XE est le schéma déduit de X par extension des
scalaires de k 3 k ). Par transport de structure, le groupe de Galois Gal(gfk)

agit sur ces groupes. En Qi-cohcmologie, lorsqu'on est dans l'un des cas (0.1.1) i

(0.1.5), on obtient ainsi des représentations continues de Gal{ﬂ/k} dans un groupe

linéaire GL(n,ﬂi) .

0.3. Rappels sur les traits (0.0.1)

Pour les démonstrations, on renvoie & [&]. Soien S5 un trait hemnsélien,
n, s , VvV, v . N 5 s comme en (0.0.1) (0.0.3). On note p 1'exposant caractéristique
de k(s) et Gal(:fn) (resp. Gal(s/s) ) le groupe de Galois Gal(k(n)/k(n)) (resp.

+++)+ Par transport de structure, Gal(n/n) agit sur k(s) , d'oli une application de

Gal(n/n) dans (en fait sur) Gal(s/s) , de novau le groupe d'inertie I . Le sous-—

corps de k(n) défini par I est une extension non ramifife maximale de ki{n) .
Le groupe profini I admet un plus grand sous—groupe P qui seit un pro-

P~8roupe. Le quotient I/P est le groupe d'inertie modéré. On a canoniquement

I/P = 1im :n{k{E}) 2 e Z(1)(k(5)) .
n




51 & est l'application canonique de I/P 'dans u (k) , et que wu est un élément

de WV de valuation !/mn , on a pour o €1

g (u)

i

an(u).u (mod. 8léments de valuation > /o).
En résumé, on a :
(0.3.1) Gal(n/n) > 1 D P,

Gal(n/n)/1 = Gal(s/s) ,

1/P = Z(1)(k(s)) >
P : pro-p-groupe ( {e} si p=1) ,
et 1l'action (par automorphismes intérieurs dans Gal{n/n)) de Gal(n/n) /I sur I/P

s'identifie & 1'action naturelle de Gal(s/s) sur Z(1)(k(s)) .

O.4. Soit plus généralement S strictement local régulier, D un diviseur régulier

)

dans S et p 1'exposant caractéristique du point générique de D . Scient n un
point géométrique générique de S et s le point géométrique localisé au point fern

5 , qui s'en déduit. D'apré&s le lemme d'Abhvankar, le groupe fondamental zI(S—D,n)

admet un dévissage analogue 3 (0.3.1) :

(0.4.1) atlcs-n,H) - I o P
n, (S=D,n) /I = Gal(s/s)
1/P = I(1)(k(s))

P : sans gquotient d'ordre premier i p

L'action par automorphismes intérieurs de 11(5~D,;)f1 sur I/P s'identifie i

l'action naturelle de Gal(s/s) sur I(l)(k(;)} 2

0.5. La désingularisation de Néron

La méthode de désingularisation de Néronm fournit le résultat suivant :

Lemme 0.5.1. Soit § —— SCI un morphisme de traits hemséliens, avec S = Spec(V)

5Q = Spec(vo} et 7 une uniformisante de vo . On syppose que  est une uniformi

sante de WV , et gue les extensions k(s)fk(so) et k(ﬁ)/k(no} sont séparables.

Alors, V est limite inductive de V -algébres henséliennes lisses et essentielleme
—_ o

de type fini Bi sur vo i




Pour construlre les Vo—algébres voulues, on prend VGC: BeV avec B de
type fini, et on désingularise Spec(B) 23 la Néron ([1: § 4).

Soit 8 = Spec(V) wun trait hemsélien.
(0.5.2) Si S est d'égale caractéristique, d'uniformisante s , on peut appliquer
(0.5.1) pour S_ = Ipfé:{w) . L'extension s{so est séparable car E? est parfait,
1'extension nfno l'est car m , é&tant une uniformisante, n'est pas une puissance
piéme (si p# | ) donc fait partie d'une p-base. On trouve que S est limite de

spectres de Ep[ﬁﬂ(")-algébre henséliennes lisses essentiellement de type fini.

(0.5.3) 8i 5 est complet, d'inégale caractéristique, 3 corps résiduel parfait k ,
V est une extension d'Eisenstein de 1'anneau des vecteurs de Witt ( = anneau de
Cohen) W(k)

Vo= Wk)

o
LB

(gt + Y a, ) g
0

5i on perturbe un peu les a; , on trouve une extension isomorphe. On peut donc suppo-—

L

ser les a, dans W(k') , avec k de tvpe fini sur Ep . Soit ko la ¢lBture par-

faire de k' dans k et

=]

V, =Wk [x] /(" +

(s}

i
a. T .
;T p)

o~

Le lemme 0.5.]1 s'applique & VXVG s et le corps résiduel de Vo est une extension

radicielle d'un corps de type fini sur Ep

1. DEmonstration arithmétique du théordme de monodromie

= - - ¥ & & - .
Le lecteur trouvera dans [5], Appendice, une démonstration du résultat suivant

\ de A. Grothendieck.

I i g z " - . 5 g %
) o Proposition 1.l. Soient § un trait hensélien, &£ un nombre premier premier i 1'expo-
o= o g 4 ; _ ' ! =
— Sant caractéristique p de k(s) et £ une representation continue de Gal(r/n)
dans GL(n,0. ) . On suppose remplie la condition suivante :
LS
(xi] Aucune extension finie de k(s) mne contient toutes les racines de 1'units

1 - 5
d ordre une puissance de i .

10




.

Alors, il existe un sous—-groupe ouvert 1 du groupe d'inertie I tel gque

p(z) soit unipotent pour o € I

1
La condition {xi) est automatiquement vérifiée pour k(s) de tvpe fini sur
le corps premier (ou radiciel sur un tel corps).

Le théoréme suivant résulte aussitdt de 1.1.

Théoréme de monodromie 1.2. Avec les notations précédentes, soit X un schéma de

type fini sur n et H wun espace de cohomologie de = , & coefficients dams Qi :

de 1l'un des types (1.1.1) & (1.1.5). Si la condition (%,) est vérifide, l'action

d'un quelcongque &lément de I sur H est quasi-unipotente.

Les résultats de passage 3 la limite 0.5 permettent de se débarasser de

1'hypothése (x_ ).
- A

Variante 1.3. La condition CxE) dans 1.2 est superflue.

Seit Hé un espace de Ii—cohomologie de X- qui donne naissance & H ,

et Ho = H;ftcrsion. On a par hypothése H = Ho @z QE , et l'action de Gal(n/n) se
déduit de

p : Gal(n/n) — GL(H)) .
Soit Il' le plus grand sous—groupe premier 2 % de I . Son image dans GL(HO) es

un groupe de Lie &—adique premier 3 1 , donc est finie.

Procédons & une extension de trait §' —— S . Ceci ne change pas H
(SGA 4 XVI 6.6) et o(1') est d'indice fini dans o(I) , car 1I'/P' est d'indice
fini dans I/P et ce qui précéde. Il suffit donc de prouver le théoréme sur §' :
on peut supposer que

a) Gal(;fn) agit trivialement sur HQILHO :

b) si S est d'inégale caractéristique, § est complet & corps résiduel

parfair (EGA OIII 10.3.1).

Posons S = Spec(V) , définissons Vo comme en (0.5.2) et (0.5.3) et appli

guons (0.5.1). On a

Vo= lig Bi

11




st

aved Si = spec(ni) essentiellement lisse de type fini sur vo . Soit Dic: Si
d'équation T = 0 . Pour 1 assez grand, Ho provient d'un Zi—faisceau constant
tordu mi sur S, — D, (d'aprés la "constructibilitéd générique" (0.1)) et Kimz‘i’
est constant.

Les dévissages (0.3.1) et (0.4.1) donnent lieu 3 des diagrammes commutatifs :

Gal(n/n) = I = P /e e ey
(1.3.1) l 1 l et l I
xl(si—ni,n) = L, = Pi Ii!Pi — I(1)

et la représentation Ho de Gal(;fn) se déduit d'une action de tl(si—Di,;) sur
H , triviale sur HOKLHO . Le groupe Ker(GL(H) —— GL(H/%H)) est un pro-i-groupe
o

P. agit donc trivialement, et on applique la wvariante suivante de 1.1.
i

Variante 1.4. Reprenons les notations de 0.4 et soit p wune représentation continue

de Gal(:fn) dans Gal(n,ﬂi} . On suppose que k(s) wvérifie (*1} et que o(P)

est fini. Alors, l'action de I est guasi-unipotente.

2. Cycles &vanescents

2.1. Seit § wun trait strictement local, et reprenons les notations de 0.3. Par
hypothése, on a ici s =35 , Soit f : X —= § un schéma de type fini sur § . Le
formalisme des cycles &vanescents est un outil pour &tudier la relation entre les
cohomologies de Ks et de X- , et l'action du groupe d'inertie sur celle de X; s
3 partir d'informations locales (sur X ) sur le morphisme f .

Un résultat clef de ce type est le théoréme de spécialisation SGA & XVI Zie 2y
Selon lequel pour f propre et lisse xs et X- ont wméme cohomologie.

Dans la théorie transcendante, si f : X —= 0 est un morphisme propre

L] . o ) . .
d'un espace analytique X dans le disque D , les cycles Evanescents apparaissent

comme syuit

a2) Quitte i rapetisser D , on peut supposer que X est un fibré topologi-

que au-dessus du disque épointé D théoréme d'isotopie de Thom). Les fibres

12




2 * ; 5 ;
¥ («r € D” ) sont en particulier toutes isomorphes.

b) Il n'est pas déraisonnable de se représenter la fibre spéciale KS commg |

déduite de "la" fibre générale Kt par ceontraction de polyédres dans Kt i on aurai4
T : Xt ——h—o-xs . La méthode des ecvycles évanescents consiste alors 3 étudier la diff&
rence entre les cohomologies de Ks et Xt 2 1'aide de la suite spectrale de Leray

de T . ‘

La théorie géométrique expliquée ci-dessous est trés proche de cette théorie

transcendante ; il faut remplacer le point général t&€D par n , le point géométrique

générique de S . Inversement, on peut calquer la théorie transcendance sur la théori

. - ; s %
géométrique, en remplagant t ou n par le revétement universel D de D , et

x = ~ .
Xt ou X- par X xD ] . Ce faisant, on se débarasse de nombreux ¢ et n , mal
T

on perd parfeois de l'information.

2.2, Fixons un anneau de torsion A dans lequel p soit inversible (par exemple

A=1z2/2"2 , L premier & p ). Soient les morphismes :

-

e X-

|
¥
5§ ————— § «—— n -— 1

Les faisceaux de cycles &vanescents $; sur Xs sont les
(2.2.1) AP0 il Lol T G

Si f est propre, on a (SGA & XII 5.5)

. X
1

(2.2.2) : HP(x,RY 3* 5 — HP{xs,i*Rq §u & s

et la suite spectrale de Leray pour J se récrit

(2.2.3) w4y ———> Hp"q(x;,,w) :

-

Lorsque rien ne se passe 3 l'infini, on peut parfois obtenir cette suite
spectrale sans hypothése de propret&@. Qu'il faille quelque hypoth&se 3 1'infini se

voit déji sur le cas trivial X, = 9 .

13




On tire aussitdt des définitions :

Proposition 2.3. Soient X un point géométrique de X, (par exemple un point fermé)

1'henselisé strict de X en % et

X(i) en et X(x)ﬁ la fibre géométrique générique de

la projection de X(i) sur S . On a

: ; i

: 1 ; A P
Corollaire 2.4. La oiu f est lisse, ¥ = 0 our L > 0 et ¥°® = A |
e P

C'est SGA 4 XV 2.1.

Le groupe Gal(%fn} {€gal par hypoth&se au groupe d'inertie) agit par trans-—

i
port de structure sur les v 5, et

Scholie 2.5. La suite spectrale 2.2.3 est Gal(;/n)—équivariante.

Variante 2.6. Soient S = Spec(ﬁ) et X = X KS s . XE est le complément de

X = X- dans i . Posons
5 s

¢ =@,

5

(faisceaux de cohomologie & support). On a une suite exacte de faisceaux

o = o o

¢ A L2 é 0
et, pour i » 0 , des isomorphismes wl Wi, ¢l « Pour f lisse, les ¢* sont
nuls.
Posons ¢;I = H; {i , ) (analogue global des ot ). On dispose d'une
s
suite spectrale
2.6 10 p o — 2 b
( ) Ho(x_, ¢ -@21

et d'une suite exacte longue de cohomologie qui, pour f propre, se récrit

(2.6.2) ces — Hl(x3 sl Y —r Hx‘x‘n &3 °;I

Vari 1 1 i Era ifia 1 ! da
Tlante 2.7. Soit Kt l'extension modérément ramifide maximale de K dans K
L On pose X, =X *g Spec(Kt) « Soit }t la projection de X, dans X . On définit

. 3 5 1
des Variantes modérées ('"tame") des U en posant

14




i T
| = R A
¥y Tex
Utilisant que P est un pro-p—groupe, avec P Linversible dans A , on
trouve que
* - = P
(2.7.1) H (xt,ﬂ} = H (X=,MN) s
(2.7.2) wt = P .

Pour f propre, la suite spectrale de Leray de jt se déduit de 2.2.3 par passage

aux P-invariants

(2.7.3) B (x v ——— #"Ux 0 - Hp+q(x;,.ﬂ)P :

3. Démonstration géométrique du théoréme de monodromie

Seit A comme en 2.2.

Conjecture 3.1 (pureté&). Soient A un anneau excellent strictement local (0.2)

régulier et D wun diviseur ré@gulier de Spec(A) dé&fini par un paramétre x . Soit

U = Spec(A) — D = Spec(A[ifxa Y. Onoa

A pour g = 0
(3.1.1) Hq(U,ﬂ) = AC-1) pour g = ! (notation (0. 0.6))
0 pour q > |

Voici des cas oll cette conjecture est connue (SGA 4 XIX) :

pour q = 0Qou | , pour A de caractéristique 0 , pour A d'égale carac
téristique p lorsqu'on dispose de la ré&solution des singularités en dimension
£ dim(A) et en caractéristique p , ou pour (Spec(A),D) un couple lisse (théorame

de pureté relatif SGA 4 XVI 3.7).

Lorsqu'on dispose de la pureté, et que D = E Di est un diviseur 3 cro
i€ B
sements normaux dans Spec A , défini par une partie d'un systéme régulier de para-

métre, la cohomologie de U = Spec(A) - D est donnée par

10
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Ee

|

6))

racT

BO(U, A = A
B
(3.1.2) B (U,0) = Al=1)
Hq(Usﬁ) - i HI(U,h) (donné par le cup-produit)

Ces formules sont identiques 3 celles qui, sur € , donnent la cohomologie de

3.2. Soit § wun trait strictement local. On garde les notations (0.0.1) (0.0.3).

Soit f : X —> 5 un morphisme de type fini. On suppose que X est régulier,

que X est lisse et gue XS est un diviseur 3 croisements normaux dans X . On
n

supposera que ce diviseur est (globalement, et non seulement localement pour la topo-

logie €tale) somme de diviseurs réguliers : (Rs)red = iéB Di (le cas général peut
se récupérer par localisation). Notons mi leurs multiplicités : X = 3 mi Di .
i€RB

Soient x un point de Xs s ¥ un point géométrique de X localisé en

x (par exemple x fermé, x=x), C = {i|x € Di} et K 1le complexe concenttré
en degrés 0 et =1
c d
K:s:Z" —— I : d{(n.)) = fm n. .
J = J 3]
J
Théoréme 3.3. (utilise laz pureté). Les groupes de cycles &vanescents modérés ;i_
N tx
sont les suivants :
(i) On a un isomorphisme canonique de A-algBbres graduées
%
Vo A (K@ A-I)) @, O N
£ X 1 i tx
— : E
(11) Py = est une pA-algébre ) , pour E un ensemble sur lequel le
= Peur
groupe d'inertie modéré It = I/P = Z(1)(k(s)) agit transitivement, de nombre d'&la-
ments le plus grand diviseur premier 3 p de # HO(K) g
Voici la méthode de démonstration.
a) Soient X,— le localisé strict de X en x i B E ey e K= (1a
(x) (x) (x)s
complément d'un diviseur i croisements normaux), t. une &quation locale de D. 5
J 3
Xn = K(x):(t;/n}: (pour (n,p) = 1 ; c'est un schéma régulier) et U l'image réci-
B Y
. : 17 x i - . . Ol
Proque de U dans ESI D'aprés 3.1.2, on a Hq(Up,L) =ALC-1)7) 3 pour m=xd ,
l"application "image réciproque” de Hqﬁtq,ﬁ) dans HqLUH.L) est la multiplication
11
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par dq . Posant U = &im Uq » on a donc
(nsp)=1
B, = A
3.3 E)
(U, N = lig quun,n) =0 pour q # 0 .
T & = C SN e &
b) U est un prorevétement de U de groupe 2(1)(k(s)) . Par définition,
on a ¢=*; = H*[Un o U est un prorevétement de groupe HI(K) 8 I(1)(k(s)) de
N
chacune des composantes connexes de U_ , et celles—ci sont permutées transitivement

g
par le groupe d'inertie modéré. De (3.3.1) et de la suite spectrale d'Hochschild-Serr

on tire alors les formules 3.3.
En termes imagés, on peut dire que U; est la fibre d'un morphisme & d'u
K(I(]}(k(s))c,l) cohomologique U dans le K(Z(1)(k(s)),1) cohomologique n , ce

morphisme & induisant d =L mg ny E(i)(k(s))c — 5(1)(k(5)}

Corecllaire 3.4. (utilise la puret&). Supposons f propre. Soit N le plus petit

' 1a borne infarieut

commun multiple des multiplicités mj (j€éB). Seoit g 2 0 , et g

de gq et du nombre maximum de diviseurs Dj passant par un méme point. Pour T da

le groupe d'inertie modéré It =L/P , on a

(" - DY =0 ‘sur wix= ,0)7 . :

Résulte aussitdt de 3.3 et de la variante 2.7 de 2.5.

- N = . i 1 -
Les résultats de puret@ requis sont disponibles pour les H , en caracté-

ristique 0 , ou pour S essentiellement de type fini sur un corps.

Théoréme 3.5. Spit C une courbe projective et lisse sur le corps des fractions

k(n) d'un anneau de valuation discréte V . Le groupe d'inertie I agit sur

Hi(Cﬁ,Qi) par automorphismes quasi-unipotents d'échelon 2 : il existe N tel que,

pour T & I , on ait
N 2 i}
(T" - I)° =0 sur H CC;,QQ) .

On se raméne 3 supposer V strictement local. L'assertion est gu'il exist

un sSous—groupe ouvert II de I tel que (T - I)2 = (0 sur Hl pour TE II .

12
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Il nous est loisible d'étendre les scalaires de k(n) & une extension finie (rempla-
cer V par son normalisé dans cette extension). Puisque 1l'image du pro-p—groupe P
dans un groupe de Lie £-adique GL(H,QE) est finie, on peut en particulier supposer
que P agit trivialement.

solt Co 4B modé&le minimal de € sur V (pour 1l'existence de C_, basée

sur le théoréme d'Abhyankar, cf. la discussion dans [3] § 2, p. 87 ; on pourrait ici

se ramener au cas V excellent en passant au complété de V : invoquer SGA 4 XVI 1.6).

Soit Cj un modé&le régulier de C , déduit de CO par éclatements, de fibre spéciale

un diviseur 3 croisements normaux. Les arguments 3.3, 3.4 s'appliquent & CI s Ve s

wl et HICC—,Zlin}P = HI{C_,EIRn) avec N indépendant de n , et 3.5 en résulte.
t n n

Remarque 3.6. Soit A wune variété abé&lienne sur k(n) . Puisque A est gquotient
. i
d'une jaccbienne, on trouve encore que l'action de I sur H (AH,QR) ou T£{A) est

quasi-unipotente d'&chelon 2.

g 1 A F s e~
Remarque 3.7. L'action de I sur H {X;,Q) est en fait quasi-unipotente d'échelon

2 pour tout sch&ma X de type fini sur n

Le théoréme 3.5 (ou 3.6) est 3 la base de la démonstration du théoréme de

réduction stable pour les vari&tés abéliennes qui sera donnéedans l'exposé IX § 3

3.8. 1l est clair que lorsqu'on dispose de la puretd et de la résolution des singu-
larités (par exemple en caractéristique 0 ) la méthode précédente démontre le théoréme
de monodromie, et fournit des bornmes pour 1'exposant de nilpotence. Ainsi, en Egale
caract&ristique O , on trouve gue pour X propre et lisse sur n et T dans un
Sous—-groupe ouvert de I , on a

g+l

(T - 1) 0 sur HY(x- , T.) (T€I1, € 1)

. 4. Critéres de nullité pour les faisceaux de cycles évanescents

: 4.1. Scient S wun trait strictement local et f : X ——> 5 un schéma de type fini
t
Sur 5 ., Posons n = dim(X )
5i X' est l'adhérence schématique de X_dans X , on a :
a) s " e =1 . i
ar hs = 55 s G = [\ et les autres 4 sont nuls ;
13
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i i : = B - =1
b) sur X! , les = et relatifs 3 X/8 ou & X'/S colncidednt, et & =0

Puisque X' est plat sur 8§ ceci permet souvent de se remener au cas
P ’

X est plat sur 5 .

Théoréme 4.2.

(i) tma v =0 pour i > m .

(ii) Plus précisément, pour x un point de 2 dont 1'adhérence soit de

dimension k ( k = deg tr(k(x)/k(s)) ) et pour x un point géométrique localisé

X , on a

wf =0 pour i > n-k , i.e.
x
d(¢) £ n-i (notation de SGA 4 XIV 2.1).
i i ; s :
ib = _ — A R - -
On a y; H (X(x}ﬂ » A) , et K(x)n est limite projective de schémas

affines de dimension £ n sur k(n) . L'assertion (1) ré&sulte donc du théordme de

Lefschetz affine (SGA 4 XIV 3.2) par passage 3 la limite.

Pour prouver (ii), on peut supposer que X est plat sur S (4.1) et qu

existe un S-morphisme quasi-fini et plat g : X-————*—A: tel que g(x) soit le p:

k

générique de ﬁt - Soit S' 1le trait localisé strict de &S en x . On a

a) 5! est le spectre d'un corps, et Gal(;T?s‘;) est un p-groupe Q .
=

b) D'aprés (i) pour g , on a Hl(x A) = 0 pour i > n-k

(x)n'’

¢) On a Hl(x(xja,n) - Hl(xcx);T;A)Q , ‘4’60 & thEoFata.

Corollaire 4.3. 8i f est propre et plat et que la dimension du lieu de non liss

de f dans XS est < d, le morphisme de spécialisation ul(xsj ——~—+—Hl(x;) e:

un isomorphisme pour i > n+d+l et un épimorphisme pour i = n+d+] .

4.4. Pour prouver, dans certains cas, que les ¢i pour i petit sont nuls, on

s'appuyera sur la théorie de 1la dualité locale (directement ou via des théordmes de
Lefschetz locaux de SGA 2 XIV). Cet outil n'est disponible qu'en caractéristique 0
(ou en &gale caractdristique p lorsqu'on dispose de la résolution des singularités

& la Hironaka dans les dimensions considérées).

14

19




|=

F
| 3

Théoréme 4.5. Supposons S de caractéristique 0 . Soient f : ¥ —— S§ un mor-
—

phisme de Ctype fini et x un point fermé de xs . On suppose que

(a) x est un point de non lissité isolé dans sa fibre

(b) X est de profondeur géométrique relative > n en x : au voisinage de

x, X s'identifie 3 un sous-schéma défini par k &quations dans un schéma lisse de
dimension relative N en x , avec n s Nk .

Alors ;; =0 pour i <n .

Soit Xx le localisé strict de X en x et V = xx - {x} . Pour tout
trait 8' Ffini sur S , scient de méme x; = xx xg §' et V' =V e 8' . Pour S 1le
normalisé de S dans ; , scient ix = Xx Xg s g V=yv g S .0na

e & . —— i
(1) 81 ¢ = 0 sur (Xx)s (i.e. en toute gémnérisation de =x dans XS )

pour i ¢ m , alors

i-1.= A= A, Al = i .
H (xx) = X (V) ——— H (V=) = ¢ pour i $ m
{x} 2
Les ¢l sont en effet des faisceaux de cohomologie 3 support dans V de

g
(SGA & XV 2.1).

]
B

V ; sous les hypoth&ses de 4.5, (a) est d'application pour m

(2) L'hypoth&se (b) de 4.5 est stable par changement de base. D'aprés SCaA 2

XIV 5.6, elle implique gue

ﬁi(v') = Hi_1 (x!) = 0 pour 1 < mn ;
{x}

o= i ; 2 A
on conclut en notant que H (&) est limite inductive des ﬁl(V') 3

D'aprés 4.2. et 4.5, on a

Corollaire 4.6. Pour § wun trait hensé&lien de caractdristique 0 , X/$ une inter—

Section complite relative de dimension relative n et x € X un point de non lissité
s

: = o i P
1s0l& dans sa fibre, ona & =0 pour i # n .
” EOME

Corellaire 4 1 = q u | 1
==*0oilaire 4.7. Sous les hypothéses de 4.6, & est un f-module plat.

x

Pour ' wune p-algébre finie, un general nom sense (SGA 4 XVII 5.2.11)
fournit T ) i i -
1 en effet, pour les 4, , relatifs & A" ,
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;ﬂhi — I v ;T
& = Tor; CAY y9)
et on applique 4.6 a A'
Variante 4.8. Dans 4.5, supprimons la condition (a) et soit Z le lieu de nomn

de £ . On peut encore conclure

i . "
¢x = 0 pour i1 < n dim Zs :

On procéde par récurrence descendante sur dim {x} . L'hypoth&se de récurrence perme: |
d'appliquer 4.5 (1) avec m = n - dim ZS » et on achBve la démonstration comme précé

demment .

4.9. Il est possible d'obtenir un critére de nullité utilisant seulement des infor-
mations sur les fibres géométriques de f . Dans le cas des intersections complates,

le résultat est toutefolis d'une unité moins bon que 4.5.

Proposition 4.10. Sous les hypoth&@ses générales de 4.5, supposons que

(a) x est un point de nonlissité isolé dans sa fibre.

(b} Pour tout point y de X; , d'adhérence dans X; de dimension

d(y) , qui soit une générisation de x , on a prof 2ty(X;) zn —d(g) , 1i.e.
i i
H{y}cxa) =0 pour i g nmn = d(g)
(c) prof etx(xs) Zon
Alors, Q; =0 pour i < n-1 .
Gardons les notations de 4.5 ; on peut appliquer 4.5 (1) avec m = = ,

D'aprés le théor&me de Lefschetz local (SGA 2 XIV), 1'hvpothése (b) fournit

i " i .
B — 8 ) (i<n-1)
HI{VI)L_;‘H].(US) (i=n-1)
et on conclut par (c) que Hliﬁ) = 1lim HL{V') =0 pour 1 £ n-1 , d'oii 4.10.
4.11. Comme en 4.8, on peut donner de 4.10 une variante ne supposant pas (a).
16
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5. Action de la monodromie sur les T,

Dans cet § ( = exposé& de Grothendieck du 19/11/1968), nous ferons usage du
théoréme de réduction semi-stable pour les courbes. Artin et Winters [2] ont donné
une démonstration directe de ce théoréme, qu'on peut aussi déduire [3] du théoréme
analogue pour les wvariétés abéliennes (IX § 3, utilisant 3.6). Nous utiliserons aussi

1a théorie de Schlessinger (expos& VI de Rim).

5.1. Soient k un corps algébriquement clos, C une courbe projective sur k et
T e K un ensemble fini de points fermés de C . On dit que X = (C ; Kisees xn}
est stable si

(a) C est réduite et ses seules singularités sont des points doubles & tan-—
gentes distinctes ;

(b) les xs sont distinets, et des points lisses de C ;

(e) si C, o8t une composante irréductible de C , et que E est l'ensemble
des points de la normalisée C; de C1 au—dessus d'un point singulier de CI ou
d'un des X alors, si C; est de genre O (resp. 1) , E a au moins 3 (resp 1)

€léments.,

La condition (c) &quivaut 3 chacune des suivantes ;:
(¢'") X n'a pas d'automorphismes infinitésimaux non triviaux.

(e¢") Si w est le faisceau inversible dualisant, le faisceau inversible

w' = (I xi) est ample.

Un S-schéma C , muni de sections x e Xy est une courbe stable sur

1)

S si ses fibres géométriques sont des courbes stables. Dans :3] §§ 1,2, seul le cas
n = 0 est considéré. L'extension des résultats de loc. cit. au cas général est tri-
viale :
. . 1 8n Bn

(1) Pour X/k stable, H (C,u' ) =0 pour n z 2 et w' est trés
ample pour n 23 (el :3’ 1.2,

(2) Le schéma formel M des modules de X est lisse, er C reste sin-—
Bulier au-dessus d'un diviseur 3 croisements normaux de M .
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(3) Pour X et Y stables sur 5, Isom (X,Y) est fini et non ramifié
sur S (isomorphismes compatibles aux points marqués).

(&) Pour X/k stable, Autk(x) ——— Aut, Pic®(g) est injectif.

k

On a enfin

Proposition 5.1.1. Seit X = (Cn 3Xys ey xn} stable sur le point générique

d'un trait S , avec Cr lisse. Il existe une extension finie séparable n' de n
€ un Lrext ' ==

et une courbe stable X' sur le normalisé S5' de S5 dans n telle que

' | JET o
X' 8, n X 8. n

Cela ré&sulte du thSoré&me de réduction semi-stable habituel qui permet de

prendre n tel que la fibre spéciale géométrique du modéle minimal C" de © |,
sur §' wérifie (a). On 8Seclate ensuite, de fagon itérée s'il le faut, des points
lisses de C" pour que (b) scit vérifife. On contracte alors les chafTnes de compo

santes rationelles lisses de self intersection deux ne contenant aucun Xy de la f

bre spéciale et on obtient C' (cf. [37 preuve de 2.3 p. 88).

- ¥

On peut vérifier comme dans loc. cit. que C' existe dé&s que la jacobien

de C€_ a réduction stable. L'hypothése de lissitd sur C_ est par ailleurs superfl
51 I

5.2 ‘Soit Xq un schéma géométriquement connexe de type fini sur le corps des fra
tions d'un trait strictement local § . Pour & un point géométrique de X— on a:
n

suite exacte

(5.2.1) 0 —— & (X7,8) — n,(X,8) — Gal(n/n) — 0

»

d'el un homomorphisme de Gal(;fn) dans le groupe des automorphismes extérieurs de

(p)

ml(K;) . Passant au plus grand quotient premier & p T

(X=) de =n (X=) , on
n | RS 1

trouve
ot (p)
(5.2.2) Gal(n/n) —— Aut ext (EI (X;)) ‘
Suppesons gue Xn ait un point rationmel x , et soit x le point géomé
trique n— o = X . Pour g = % > la suite exacte (5.2.2) splitte canonique

ment, d'eol
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(5.2.3) Eﬂ : Gal(n/n) — Aut (ﬂI(K;.;)) — Aut (nfp)(x:,;))

Théoréme 5.3. L'image de P par 5.2.2 (ou 5.2.3, cela revient au méme) est finie.

5,3.1. Réduction au cas ol X est géométriquement normal et intégre.
n

Soient X; le normalisé de .'1{1"I 3 (X{F )i la famille des composantes con-

nexes de x; : x: = x; xxn x; et (XEF )j les composantes connexes de x: . Quicte

a passer & une extension finie de k(n), on peut supposer que les X{ sont gEomé-

triquement normaux et intégres, avec¢ un point rationnel X et gque les X" sont
in
séométriquement connexes, avec un point rationnel yj . Pour k = | ou 2 et

P k(yj) € xin , choisissons une classe de chemins Ekij de prk(§j) 5 ;i S

! -,x.) . it R ..
un £lément d'un torseur sous ‘1(x1n:“1) Soi Kij
(p>) . On peut prendre Eﬁij invariant

par P : l'ensemble des chemins premiers & p est lim d'ensembles finis d'ordre pre—

"

le chemin "premier 3
P

correspondant (le méme modulc Ker(m —— T

mier 4 p sur lesquels le pro-p—groupe P agit.
Dés lors, si un sous-groupe d'indice fini P' de P agit trivialement sur

les mfp)

(Xi:,xi) » 11 résulte des formules de Van Kampen (i.e. de ce que
X;; E—— xi; est de descente effective pour les revEtements &tales) que P' apgit

(p)

trivialement sur x]

(X;,;) =

5.3.2. Pour x; normal et U un ouvert, mi(E} s'envole sur m](x;) ; on peut done
supposer X; lisse et affine. Coupant par les sections hyperplanes génériques (ceci
remplace 5 par le localisé strict de S au point générique de la fibre spéciale
d'un Ag) et appliquant Bertini, on se raméne i supposer gque X est lisse,

géométriquement connexe et de dimension un. Quitte 3 passer 4 une extension finie de

k(n) , on peut Supposer gque xn est le complément dans une courbe projective et
lisse ﬁn d'un ensemble fini de points rationnels xi,(dont il nous est ldisible
d'augmenter le nembre. Appliquant le théorgme de ré&duction semi-stable (5.1.1),
On Se raméne 3 supposer qu'il existe une courbe stable X = (C T K ey xn) sur

1

$ rtelle que X. = @ = {x] T xn} . On applique alors le résultat suivant
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Théoréme 5.4. Seoient S un schéma strictement local, f : X —— $§ un morphisme

propre et plat, de fibre spéciale une courbe dont les seuls points de non lissité sont

des points doubles ordinaires et Y un sous—schéma de X , réunion d'un nombre fini ¢

sections disjointes contenues dans l'ocuwvert de lissité. Soir x un point rationnel de
i | P

X¥=X-Y . Seit U 1l'ouvert de S EEfdessus duquel X est lisse, et £ un point

(p)

1 X

xE)) est abélienne

géométrique de U . Alors 1'image de xI{U.g} dans Aut(x o
et premiére 4 p .
On prendra garde qu'on ne peut faire agir tI(U,g) sur tfp}

TgP}

(Kg.xi) que
parce que les vérifient le théoréme de spécialisation.

On se raméne au cas S complet, puis au cas universel o § est un schéma
formel de modules pour la fibre spéciale, munie de ses sections. S est alors um
anneau de séries formelles sur un anneau de Cohen : S = Spec(w[[tl — tn]I Y et U
est le complément d'un diviseur & croisements normaux d'é&quation R 0 . Dan

ce cas universel, d'aprés le lemme d'Abhvankar, II{U:E) est abélien et premier &

p , d'oi le théoréme.

Remarque 5.5. On peut démontrer un résultat analogue 3 5.4 en dimension relative

quelconque en considé&rant une section plane générique de dimension un et en appliquan

Bertini.

6. Appendice : démonstration arithmétique du théordme de réduction stable

(par P. Deligne)

Scient § wun trait et A une variété abélienne sur k(n)

n , de dimension

d # 0 . Pour §8'" —— S un morphisme local de traits, on note ﬁ”, la variété abé-

lienne sur k(n') déduite de A par extension des scalaires. Soient A le mod:

ot
slsl s'lsl

de 'AS'S' . Le théordme de réduction stable est le suivant.

de Néron de ﬁﬂ' sur S' , A sa fibre spéciale et A la composante neutre
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est exten—

Théoréme 6.1. Pour S' convenable, An' a réduction stable, i.e. "A;'s'

sion d'une variété abélienne par un tore.

I1 résulte assez facilement de 6.1. qu'on peut prendre S' tel que k(n')
;;i: une extension séparable finie de k{(n) . Supposons tout d'abord que le corps ré-
siduel de S est de type fini sur le corps premier (le méme argument marcherait pour

k(s) radiciel sur un tel corps).

Soient £ un nombre premier premier & 1'exposant caractéristique résiduel -
T,(A) le module de Tate, V,(4) = T, (&) 8Q, et o : Gal(n/n) — GL(T,(4)) 1a
représentation naturelle. Une extension des sScalaires préliminaire nous raméne au cas
oll le groupe d'inertie I agit de facon unipotente (1.2) donec & travers son plus

grand pro-f£-groupe quotient 13(1) (0.3). Soient T 1'image dans GL(TE(A)} d'un

générateur de 2£(l} et r le plus grand entier 3 0 tel que (’I-])r # 0 .0n a :

Lemme 6.2. L'application

c €1, vE V(&) —— (p(a)-N" (v)

induit des morphisme et isomorphisme

M I
v _—
mnt p(A) 8 Q) U, (4)
: +
(6.2.1) [ [
& |
Vp (&) /Rer(T-1)7 @ 0, (r) ———— Im(T-DF ;
VE{&)I et VE{A)l sont des Gal(s/s)-modules et M est galoisien.

6.3. On dit qu'une représentation f£-adique * : Gal(s/s) — GL(V) est de poids
n

M (n€Z) si la condition suivante est vérifide :
e

(%) Pour un modéle convenable X de k(s) (X = une variété irréductible de type fini
dél -

8ur le corps premier, avec k(s) = k(X)), <t se factorise par u](x,s) et pour x
- )

Un point fermé de X » les wvaleurs propres de <(F ) sont des nombres algébriques

x
dont les conjugués complexes sont tous de wvaleur absolue k(x) |""" (F_ désigne le
Frobenius géométrique ;_] b 1
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5i V (resp. W) est de poids n (resp. m ) et que n #m , on a

Homcal(V,k) =0 .

. ¥ 2 i I .
6.4. 1I1 résulte de la propriété universelle du modéle de Néron que Ve(A) = ?EQAS s}
»
Si a est la dimension du plus grand quotient abé&lien de .AE s et m la dimension

, d'aprés Weil, Vi(A)I est donc extension d'une

de la partie multiplicative de 'AS <
]

représentation de dimension 2a et poids -1 par une représentation de dimension

m et poids -2 .

6.5. Soit AY 1la variété abélienne duale de A . Rappelons que VE{Ax) et vz(a)
(done Vz(A*}I et vE(A)I sont en dualité 3 valeurs dans QE(I). si a¥ et o
sont définis pour 2% comme a et m pour A , il r@sulte de 6.4 gue VE(A]I est

- % . a . = % = .
extension d'une représentation de dimension m et de poids O par une représentatic

de dimension 2a% et de poids -1 .

6.6. Le module galoisien @Q,(r) est de poids =—2Zr . Pulsque Im(Thl)r # 0 , on
8 e

déduit de 6.4, 6.5 et de 1l'isomorphisme 6.2 que r £ 1 . 85 r =0 , on a

donc m=0, a=d et An a bonne réduction. Supposcons que r = 1 . On tire alors

de 6.2 gue Im(T-1) est de poids -2 et que VE(A)/VE(A)I est de poids O ; ces

espaces ont méme dimension mosm .

On a alors

dim v£(A}I =2d - m 2a +m ,

1

2 a:liz:u..,dus'S z22(a+m 22 a+m+ m, = 2d=2 dim.As’s s

de sorte que A a réduction stable (dim:As g TE ¥ m) . On a obtenu en méme temps

que m, =m, i.e. que Im(T-1) & VE(A)I:g UEGAO s) est le VE de la partie multi-
»

- =+ -]
plicative de AS,s .

6.7. Pour traiter le cas général, nous utiliserons (0.5) (cf. 1.3}. On se raméne 2

supposer que
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o

= 2= I

(a) les conditions de (0.5.2) ou (0.5.3) sont vérifides ;
(b) Gal(n/n) agit trivialement sur Ay

(¢) l'action de I sur TECA) est unipotente.

Sous ces hypothéses, nous prouverons gque Aﬁ a réduction stable. L'hypo-
thése (a) permet d'appliquer (0.5.1) pour aveir § = Eim Si comme en 1.3, dont nous
reprenons les notations. Seit s: le point fermé de Si .

Pour 1 assez grand, la composante neutre A° du moddle de Néron AS

provient d'un schéma en groupe lisse 3 fibres connexes .Ai sur Si , et (,A.L)E est

constant sur S, - D . Le groupe tl(Si N D]._ s M) agit sur Tam) , et agit trivia-
lement sur TE{A}KE TE(AJ Q!AE . Comme en 1.3, on voit que Pi agit trivialement.
On a aleors par [1.3.1) :
T, (&), = T,(a) T,A, ) = T,%) =T, " = 1,(ali)
£ 1 £ I, . £ i,s; < i - £ £
et (6.2.1) est un diagramme de Gal{;ifsi)"modules auquel on peut appliquer les argu-

ments 6.4 3 6.6,
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Propriétés de finitude du groupe fondamental

par Michéle RAYNAUD

Soient k un corps séparablement clos de caractéristique p # 0 , X un
schéma connexe de type fini sur k et pr)(x) le plus grand quotient ''premier 3

p " de nI(x}. On montre, dans cet expos&, que, si X est une surface, fsp)(x) est
topologiquement de présentation finie et qu'il en est de méme pour ¥ quelcongue si
1'on admet la résolution des singularités.

Dans le cas d'une surface, la méthode de démonstration, due & J.P. Murre,

: H - 2 . i
consiste 3 se ramener au cas ol l'on a une fibration au—dessus de P avant les
¥

propriétés (i), (ii) et (iii) de la proposition ci-dessous.

Proposition 2.1. Soient k wun corps algébriquement clos, S une surface projecti-
ve, irréductible, lisse sur k . Alors on peut trouver un &clatement
g : § —— g ‘

ofi S' est une surface régulidre, munie d'une fibration

£ i § —= P

tels que f ait une section © , et qQue les conditions suivantes scient satisfaites :

(i) f est lisse aux points de U(PI} i

(ii) 1les fibres de f sont des courbes géométriquement intégres n'ayant

que des singularités ordinaires.

P " " ) 1 4
(1i1) il existe un ouvert mon vide U de P tel gque les fibres de f aux

Points de U soient lisses.

- - - - x . - . = r
La proposition résulte de 1l'existence d'un plongement projectif § —— P

tel qu'on puisse trouver un pinceau de Lefschetz par rapport 3 ce plongement (XVII

2.5). Soit en effer D = th} cep! un tel pinceau d'hvperplans ; rappelons que l'on

15
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a les propriété&s suivantes (loc. cit. 2.2) :
a) l'axe 4 de D coupe transversalement S :; le sous-schéma fermé a4
est donc ré&duit et formé d'un ensemble fini de points fermés de S , XpperesX o
b) il existe un ocuvert non vide U de PI tel que, pour tout point t &
Ht coupe transversalement S .

. 1 ”
¢) pour tout point t€ P -U , Ht coupe transversalement S5 sauf en un

point gqui est un point singulier quadratique ordinaire.

Par chaque point x de § n'appartenant pas & A passe un unique hyper
plan Ht » et 1'application qui, 4 x , associe ¢t € PI , st une application rati
nelle a de S dans PI de domaine de définitiom S-(a N S) .

On consid&re 1'éclatement g : S' — > S du sous—schéma fermé SN A 4

)

5 . Le schéma §' est régulier et la fibre Sx au-dessus d'un point x5 s'iden

i
tifie au fibré projectif d&fini par 1'espace tangent &% S en X donc est isomo

phe & PI (EGA IV 19.4.2, 19.4.4). De plus 1l'application rationnelle £ = ag est
partout définie (XVIII 3.1). Enfin, on peut associer 3 chaque point ® la sectic

- . 1 ¥
de f qui, 3 un point t € P , fait correspondre le vecteur tangent en xi a

H NS .
=

Vérifions les conditions (i), (ii) et (iii). On note que, pour chaque
L& P} , les courbes Sé et St = Hth S sont isomorphes ; le morphisme
Sé-—u——} St est en effet un isomorphisme sauf peut—&tre en les points X point
ol 5t est réguliére ; comme de plus S; est intersection compldte dans §' , Sé

est intégre, donc isomorphe 3 St .
Les conditions (i) et (ii) ne sont autres gque les conditions a) et b). En
f est lisse aux points de o car f est plat et car les fibres Sé sont géomét

quement régulidres aux points o(t) .
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Corollaire 2.2. Les notations &tant celles de 2.1, soit Y wun diviseur 3 croisements
Loro . 2"~

¥' =Y % 8' . Alors on peut choisir £ , g , U tels que Y'x .U

normaux dans S ., s o

goit un diviseur 3 croisements normaux relativement 3 U .

On sait gque, s'il existe un pinceau de Lefschetz pour un plongement

r

g — P~ , les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert de la variété des droites de

p¥ (XVII 3.2.1). Il en est de méme de l'ensemble des pinceaux de Lefschetz dont 1'axe

.. 5 i 1
ne rencontre pas Y et tels qu'il existe un ocuvert non wvide UI de P tel que
1'intersection de Y et Ht soit lisse si t € UI . I1 suffit alors de construire
f et g & partir d'un pinceau satisfaisant & ces deux conditions et de remplacer

par UM U, =

2.3.0. Seit G wun groupe profini. Rappelons que G est dit topologiquement de
génération finie s'il existe un entier n tel que G soit isomorphe 32 un gquotient

du pro—groupe libre & n générateurs F(n) ; soit K = Ker(F(n) — = G) ; on dit
que G est topologiquement de présentation finie si, de plus, on peut trouver un nom—
bre fini d'éléments kl""'kr de K tels gque le plus petit socus—groupe invariant

fermé de K , contenant kI""'kr s Soit é€gal 3 K .

Théoréme 2.3.1. Scient k un corps séparablement clos de caractéristique p » 0 ,

X un schéma connexe de type fini sur k . On suppose gue les schémas de type fini et

de dimension < dim(X) sur une clBture algébrique de k sont fortement désingulari-

sables (SGA 5 I 3.1.5) (condition réalisée si dim X = 2 d'aprds [1] ousi k =0
d'aprés [2}]. Alors le groupe fondamental :fp}(X) est topologiquement de présen-

tation finie.
=8tion finmie

On peut supposer k algébriquement clos d'aprés SGA | IX 4.10.

I} Réduction au cas oli X est une surface régulidre.

8i f : X" —— X est un morphisme de type fini, on pose X" = X'x_8' et
on note (¥') .oer (xX'"y l'ensemble des composantes connexes de X' et X"
a A B BDEB :

respectivement. Lorsque £ est un morphisme de descente effective pour la catégorie

9es revétements &tales, le groupe fondamental I (X)
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en terme des groupes fondamentaux TI(X;) et :l(x;) : il en résulte (SGA | IX 5.2,
5.3) que, si les Il(X;) sont topologiquement de génération finie, il en est de méme |
de HI(K) ; si les :1(3;} sont topologiquement de présentation finie et les HI(XEJ

topologiquement de génération finie, I!(X) est topologiquement de présentation
finie.

Comme X est désingularisable, on peut trouver un schéma régulier X' et
un morphisme propre biratiomnel f : X' —— X ; comme £ est un morphisme de
descente effective pour la catégorie des revétements étales, il suffit de prouver le
théoréme lorsqu'on fait 1'hypothdése supplémentaire que X est régulier. On en déduit |
en effet que nl(x) est topologiquement de générationm finie ; sachant que HI(Xﬂ

|

est topologiquement de présentation finie et les HT(X;) topologiquement de généra-—

tion finie, on en déduit que Hi(X) est topologiquement de présentation finie.

Soit maintenant (Ui) iet un recouvrement fini de X par des ouverts affi-
nes et soit £ :_L__[__Ui ——— X le morphisme canonique. Comme f est un morphisme de
descente effective pour la catégorie des revétements &tales, on voit gqu'il suffit de
prouver le théoréme pour les Ui ; on est donc ramené au cas ol X est affine et

lisse.

On suppose désormais X affine, lisse sur k , et dim X > 2 . On peut alom

appliquer le théoréme de Lefschetz pour les schémas gquasi-projectifs ([3] Vv 7.4) 3

si Y est une section hyperplane '"'assez générale" de X , on a un isomorphisme
HICY) o ﬂl(X) &

I1 "suffit donc de prouver le théor&me pour Y , ce gqul nous raméne au cas ol

dim X =2 .

2) Cas o X est une surface lisse sur k

D'aprés le théor2me de désingularisation forte des surfaces, on peut trouvel
une surface § 1lisse, intégre, projective et une immersion ouverte 1 : X —— §
telle que le diviseur Y = § - X soit 3 ecroisements normaux. On applique le corol-|

; |
laire 2.2 dont on reprend les notations.
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Ln

Montrons qu'il suffit de prouver que le groupe fondamental de X' = XxSS'

est topologiquement de présentation finie. Comme X et X' sont réguliers et comme

on a

codim(x- \J {x:1,%) 3 2 ,

lgign
tout revétement €tale de X' dinduit sur X- L ){xi} un revétement étale qui se pro-
lgign
longe de fagon unique en un revétement &tale de X (SGA 2 1.11) ; ceci montre gue 1l'on

g un isomorphisme

n](x')g nI(x)

On considére le diagramme cartésien

C:‘—'C.Pi
&
=

=2
o A

of h = f|X'" . On note L 1'ensemble des nombres premiers distincts de p et 1

. LT & =z 1 =
un point géométrique au-dessus du point générique n de P ., Vérifions que les

hypothéses de SGA 1 XIII 4.8 sont satisfaites. Le morphisme h a une section ¢

car il en est ainsi de f . Prouvons la condition a) de SGA 1 XIII 4.7 ; les fibres

de h éEtant géométriquement intégres, le morphisme h est O-acyclique et locale-
ment (-acyclique (SGA 4 XV 4.1, 1.16) ; il reste 3 montrer que, pour tout faisceau
d'ensembles localement constant F sur X' » (F,h) est cohomologiquement propre en
dimension < 0 . Si ¢ est un point fermé de P1 et si Z désigne la fermeture inté-

grale de Spec § , dans n le schéma X; = X'x | Z vérifie la condition (s,)
P ,E P
aux points fermés de X' et est régulier en tout autre point, donc est normal ;

Par suite un revé8tement &tale de Xé dont la restrierion & X' est connexe est né-

o
Céssairement connexe. Ceci dBmontre notre assertion, d'o@ a). Comme xﬁ est le com—

Plémentaire dans Sé d'un diviseur 3 croisements normaux relativement 3 U , ht est
localegent l-asphérique pour L (8GA 4 XV 2.1) et, pour tout faisceau de L-groupes

constant fini F sur Kﬁ 3 (F'ht) est cohomologiquement propre en dimension < 1

: g g o | 1
(SGA 1 x111 2.4), d'od la comdition b). Comme P est normal et T =P - U de
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codimension 1 , on

w

prof étT{S) 2 ,
d'ol la condition ¢). La condition
prof hopx(x') z 3

est walable en tout point fermé de X' d'aprés le théoréme de pureté, d'ol la condi-

ticn e). Enfin, pour tout point t € P° , h est lisse em o(t) , donc est localement

l-asphérique pour L en o(t) , d'ol la condition d).

D'aprés SGA | XIII 4.7, si a est un point géométrique de X' , on a une
n
suite exacte
) (x1,8) —— n1(X],8) — 1 (U,a) — 1
n

] —— 1

et le choix de la section ¢ définit un scindage de cette suite exacte. Notons K

(p)

1'image de HI(E,a) dans Aut(ﬂl

(x%,a)) ; le groupe des coinvariants sous K ,

Iip)(xl,a)x , est le quotient de HEP)(Kl,a) par le sous—groupe invariant fermé

n n
engendré par les éléments du type x ]qx , oi x & HEP)(Xl,a} , a€&€ K . D'apraés loc.
n

eit. (4.7.4), on a un isomorphisme

HEP)(K‘,a} zngp)(){;,a) X
n

5 1 A = i = s
Soit P - 0O = {ti} et, pour chaque 1 , solt Ti le localisé strict

I<isn
de P en un point géométrique t. au-dessus de t. et s le point générique de
i i
Ti . Un revétement étale de U , dont la restriction 3 chaque Si est triviale, se

- s 1 7oy ;
prolonge en un revétement &tale de P , donec est trivial. Pour chagque i

, soit
E(si) la cloture algébrique de k{si) 5 l'assertion ci-dessus revient 3 dire que
H](U,a) est égal au sous—groupe invariant fermé engendré par les images des groupes
de Galois, Gal(E(si),k(si)) , dans HI(U,a) . D'aprés I 5.3, 1'image Ki de
Gal(E(si),k(si)) dans Aut(ﬂfp)(xl.a)} est finie. Comme K est le plus petit sous:
groupe invariant fermé contenant tgus les Ki , et comme 3ﬁp)(X%,a) est topologlqus

ment de présentation finie (SGA 1 XIII 3.2), ceci prouve que ﬁip)(xﬁ,ajk s donc

aussi H&P)(x) qui lui est isomorphe, est topologiquement de présentation finie.
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Remarque 2.3.2. La résolution des singularités n'est pas nécessaire pour démontrer
—
1e théoréme 2.3.]1 dans le cas oG X est l'ouvert complémentaire d'unm diviseur 3 croi-

gemenls NOTmMaux d'un schéma projectif, lisse sur k .
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FORMAL DEFORMATTON THEORY

by D. S. RIM

1, Formal existence theorem

We recall the notion of cofibered category (3.G.A.1.IV),
Let C be a fixed category. A cofibered category A over C is, by definitien,

a category A tTogether with a functor P : A -»C such that

Ax,l. For any map f in C and any object a in A with P(a) = the
source of f , there exists an f-morphism o : 2 ®b which is cocartesian (i.e.
for any f-morphism 2" : a =2 b' there exists a unigue T-morphism T : b = b’

in A such that ' = T+0 where T = the target of ¢ ),

Ax.2, A composit of cocartesian morphism in A is again cocartesian,

The following properties of a cofibered category P A 2>C follow

immediately from the definitions:

a' be any two cccartesian maps such that

5
P(a) = P(B) . If there exists a cocartesian map b 2 a such that QY = 8y ,

(eancellation) Let =

e

them o =8 .
o
=

dm

1

(factorization) Given cocartesian maps = a s &

bl
exists a cocartesian map a' = 2'' sueh that Y@ = B if and only if there exists

a'' , there

=

£ : P(a') *P(a'') in C 'such that f£P(X) = P(B) . Furthermore Yy is unique,

Let A be a cofibered category over C , For each cbject S8 in C

we denote by &(S} the subcategory of A whose objeets are the objects a in

1
st -
A cofibered groupoild over € 1is a cofibered category A over £ such that A(S)

A such that P(a) =S , and Hom(gy(a,a') = {U.eHomA(a,a'HPEﬁ) = id
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is & groupoid for every object S8 in C . We recall that a groupoid is a cate-
gory in which every morphism is an isomorphism. Thus, a cofibered groupcid over
c is a cofibered category P : A ?C such that every map in A 1is cocartesian,
Purthermore, for every map @ € F4(A) , @ is an isomorphism in A if and only

4f P{a) is an iscomorphism.

Throughout the rest of this section, we fix a complete noetherian local
ring A with the residue field k , and we set £, to be the category of
artinian local A-algebras with the same residue field k , where the maps are
local homomorphisms over ~ . From 1.2 on, a cofibered groupoid A over _c’\
is always assumed to have the property that A(k) = {e} , where {e] denotes the
eategory in which Hom[e}(a, b) consists of one and only one element for any two

objects a, b in f{e} . Amap a' —%—> a in A will be called simply a

1y = 1 [+ 4 4
Cp -map if p(a') = pla) and pla) =1,y .Amap a' ——> a on A will be
called surjective, by abuse of language, if p(a) : p(a') —» p(a) is surjective

in B

Ex.1.1.(a) Let F : C—»(categories) be a functor. Define the category
F as follows: an objeet in F is a pair (8S,a) where S €ob(C) znd

a €EobF(S) , and a map (S,a) = (8',2") is a pair (f,u’) where f : & =>8' is

amap in € and u' : F(f)a 2?2' 1is a map in F(3') . Composition of two maps
CON | - T

(S.a) _(I—"-t'l‘—)—P (3'a") aH (8",a") dis given by

(f, u"-(F(zg)u')) : (S,a) = (8",a") . With respect to the functor P : EoC

glven by (8,a) » 3 , F becomes a cofibered catezory over € . If P(8S) is a

Broupoid for every S € ob(C) , then F is a cofibered groupoid over C . 1In

Particular, a functor F : €~ (groups) yields a cofibered group, and a functor
F: C - (Ens) yields a cofibered discrete groupoid. We alsc note that a natural
transformation ¥ : F - G , where F,G : C = (categories) are functors, induces

4 cocartesian functor @: F > G over C
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T N
isomorphism X @ke—s ¥ @k . Then the functor Isom = ¢, ? (groupcids)
I A X ¥ —A
given by Isomx _V_(S] = the set of isomorphisms X @& S“—g-—' ¥ &5 uch that
4 N A
C@k = T yi . -
A X vields a cofibered groupoid P : Isomx,Y E!\ .
Ex.l.1l.{e) Let XO be z fived scheme over k , and let E‘}{ be the
0
category consisting of deformations of X, over Ca (see §4). Thus an object in
is a pair (R,X) where R is in C, and X is a deformation of X, <o

”E

. Then the functor P : I‘-_'lx > C, siven by (R,X) W R defines a cofibered

groupoid over C, .

Ex.1.1.(d) For any groupoid X we denote by [X] the discrete groupei

consisting of the isomorphism classes of objects in X , If P : F = is a

=A
cofibered groupcid, we obtain a functor [F] : Ty (Ens) given by
[F1(s) = [E(s)] , and in turn a cofibered discrete groupoid, which is, by abuse
of notation, denoted by [E] -

Definition 1.2. _A cofibered groupoid A over Qh is called semi-homogeneous if

the following properties hold:
(1) every diagram 8 mmmmme » 2
v i
2y —» a

of solid arrows in A where a' = a2 1s surjective can be complete

into a commutative diacram including dotted arrows
""1

(2) Let R x k[e].\_’ktgj be the projection maps, where k[e] is the

a ————____) 3
ring of dual numbers over k , and let a be nl—map

b' B E
in A . Then there exists a Eﬁ—:t-a_p v :a'—P b with a= B+

if and only if (ﬂz)*(a'] ~ (-.12}*('::-

Remark 1.%.{z) A refoermulation of the notion in terms of 2-categories will be
given later in 2.6(b). We note that if A is semi-~homogeneous. Then so is [A]

and in particular 1.2(2) entails the canonical map
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(AR xx[e])]—s [A(R)] x [A(k[e])]

to be bijective,

Remark 1.3.(B) Consider
Hemarx

a commutative diagram

in a cofibered category A over C, . Set R = P(a) , R' = P(a') and

R, = P{ai) for i =1, 2

i

114

. If we set a" to be the "direct image" under the

. o
map (P(vl},P(vgjj : R R, ¥ R, , we obtain a commutative diagram

Thus 1,2(1) can be replaced by

(1)': every diagram

R, 2R

a . . R R " B
2 in A above hE 2 in © » Where
2 i
JN\\gf(/f \\‘Hf(/

is surjective can be completed to a commutative diagram

N e WONE

Remark 1.3 (c) I A is
A(k [€])] is canonically

k [El is the ring of dual

(i = 1,2) are projections.

a semi-homogeneocus ecofibered groupeid over C » then

M

provided with a vector space structure over ik , where

numbers over k ., Indeed, let be the cztegory of

<t
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finite-dimensional wector spaces over k Then any functor H : V- (Ens)

preserving the product is canonieally factored through

v ———— (Ens)

where V = (Ens) is the forgetful functor. On the other hand, the functor
G:V——> C, given by W—>k[W] =k @©W , with W = 0 , transforms
products in V into fibre products over k in Ey, «- If A 1isa semi-homo-
geneous cofibered groupoid over C, , then [A(k[V] ;;;[w])] —» [A(X[V])Ix[A(K[W],
is bijective by l.3{a), and the functor V Hf&{k['\?]}j commutes with products.

hence the result,

Definition 1.4, (1) Let R € ob(C,) . A small extension of R in
Ca

surjective map R' ——> B 4 such that (Ker £)° = 0 and Ker £ =k

n
in C, is 2 small extension of R if

In other words, R' ——= R
0—+» k——> R' —=>R—> 0
is exact for some t €R' with +..2 =0

(2) Let A Dbe a cofibered groupoid over C, - 2nd let a be an objec

in A ., A small prolongation of a is an arrow a' —2 .+ 2 in A such that

P(@) is = small extension in C, . An arrow a' —2 5 a in A will be called
"versal for small prolongations of a " if, for every small prolonzation

! 2 4-
ag —> =a in A , there exists a commutative diagram

Proposition 1.5. Let A be a semi-homogeneous cofibered oupoid over E,.\ =

a
1 T - W -
(1) Zet R ;k[&‘-] ?.?kl:é:] be projection maps in € , , and let a > a

36
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be a ﬁl—map. Then there exists a map a —Bv 2a' such that a B = 1,

if and only if there exists a map a ——» ﬂﬁzj*ﬂ-' .

(2) let R' — R be a2 small extension in C, , and consider a commutative
diagram
R'xR'
R

N
N N

fine the canonical map ¢ : R'XR' —s k[Ker £] by ?{ri, ré) = ri{{)}-f—{ri-r'é} .

£ there exists 2a map a' — (:‘.'“J*(a",l » then there exists a map ¥: a' — =2

such that c.=a1-*r w

Proof (1) The part "only if" is clear. Now assume that there exists a map

@:a—> an}*a' . If we set 'n-h : R —R I:k[e] by h=1 %XPl¢ , then the

composite map R 25 % % k[e]—-l—r R is the identity, and therefore we get
y n

maps a?f*a such that &Y = 1, where P(Y) =h and PLc'i) = 1"!‘1

On the other hand, ‘I'I'z-h = Pl¢l and hence there exists a 1'T2 -map

Vit ; f . _ 1 2
hg —— (T‘rz,*‘; . This means that k1'r2,1 *{n*a) - L‘r'rgj 2 » and therefore

by 1.2(2) we have =a EA—map u:ha—-> a' such that a-u = 4 . Define

B:a— = by B=uey , Then a°E=G-u-Y=E.1»Y=la .

(2) Themap 1 Xf : R' Xh' ——= R' #w[Ker £] is an isomorphism

R k

; i . . . o, s "
etompatible with the projections on the first factor, and ﬂ?:ilej = £ where
s : R' X[ker 1] — k[Ker f] is the projection map. We note that

P T : - o
k(Ker £] < k[e] =ince R' —» is a small extension., Therefore, if there
exist i g . \ ¢ st " i = ; N :

“Sa map a' —> (f).a" = (,—.2;* [{1 f;*a ] » then by (1) above there
exists a map yt: a' — a" such that a'.¥' =1, . Define Y ta'l —s &
by L 33'_-‘." . We then nave Cl-"‘ = a .

T
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Corollary 1.6. Let A be a semi-homogeneous cofibered groupecid over C

and consider a dia

@
o
=1

N e

in A where a,l is & small prolongation. Assume that a 1is versal for small

prolongations of e . Then there exists a map a' —2&— a such that a = @ P

1
in A if and only if there exists a map f : Pla') = P{a.f) such that

Pla) = Pla,)* £ 4in S, -

Proof: Assume that Plg) = P(alJ‘f where f : Pla') = P{al} . Replacing a'
by its direct image under f , we may and shall assume that Pla) = PLq,lJ a
Set R' = E’La.l} » R=Pla) . Since A is semi-homogeneocus, we get a commutative

diagram
R ] XR r

a' above R' R
R
Since a 1s versal for small prolongations of e , so is a' and therefore

our statement follows from 1,.5(2).

Definition 1.7. For each object R in _g‘h we put QO =Mj(mn1{+}{2) where m,

M are the maximal ideals of A , R respeetively. It is a finite-dimensional

vector space over k , and R I—>ER defines a functor [ : C, = ¥ where

v is the category of finite-dimensional vector spaces over k ., If A isa
P
cofibered category over E.-\. » then the composite functor & 5 9,-\ -» E is, by

abuse of notation denoted by 0 again.

Proposition 1.8. Iet A be a semi-homogeneous cofibered groupoid over _c_ﬂ

Then, given an object a in & versal for small prolongations of e , there

exists a' =« a such that

38 |
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(i) a' 4is versal for small prolongations of &

(ii) pla') — pla) 1is surjective; and the kernel is annihilated

by the maximel ideal of pla) .

(iii) ﬁ;r ———9-5£ is an isomorphism.

Proof: Set R = Pla) and consider an exact sequence 0 =+ J =2 S35 =2 R - 0 where
=rec-
& is a formal power-series ring over A in a finite number of variables, and

J = M2 where M 1is the maximal ideal of S5 ., Let T be the set of ideals Jl

in S such that (i) J 2 J, DMJ and (ii) there exists

1 ﬂi-morphism a, =»a in

i -
A where ™ol S/Jl - R is the canonical map, The property 1,2(1) of A  together
with the fact that J/MJ is a finite dimensional vector space over k entails

that there exists a smallest ideal in the family T . Let it be J' and choose

a ' -morphism a' S a where ©' : 8/J' + R is the canonical map, Note that

na"*Eg. is an isomorphism since J' o J o M° . We claim that 2' $ a2 is versal

for small prolongations of a ., Indeed, let ala a be a small prolongation, IT

we put Rl = P(alJ s we obtain an exact commutative diagram

0 = J/MJ - S3/MT >R =0

J,h J,hl I
0= k - Rl -+ R=0
If h=0 , then m o Rl -+ R admits a cross-section so that h1 induces

£ AT - R, . If h #0 , then hy : §/MJ » R, is surjective and hence h,

induces £ : §/7' » R, by the definiton of the ideal J' . Therefore in either

cases we obtain a commutative diagram

= £

8/J Rl

T I\. %1
R

Since a is versal for smell prolongations of e , it follows from

1.5 that we obtain a commutative diagram
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Let P : A< L, Dbe a cofibered category (in groupoids), It is then clear

that we obtain a cofibered category

pro(?) : pro(A) - pro{EA,. (in groupcids)
(pour la définition de la catégorie de pro-objets pro(A) , wvoir A. Grothendieck,
Sém. Bourbaki 195),
A ———————> pro(d)
P \l pro(P)
—_— &
2 pro(C )

L

Now let gﬁ be the full subeategory of pro-gﬁ in which

"~
ob(C ) = [{Hijiez_i > R € obtgﬂ}l ¢; * Ry »R; , is surjective for all i and
! ) 2 2 : S
induces isomorphisms Ei/z"l._‘“+‘rﬂi - m—i—]./E,.\"‘Ei»-l for all sufficiently large i 13

where N stands for the ordered category of natural numbers, and my is the

maximal ideal of Ri . We set E to be the full subcategory of pro-A in which
ob(f) ~ {2 € oblpro(A))| prot?) (a) € ob(d, )3

-~ ~
We then obtain a cofibered category B A= En (in groupoids) with a commutative

diagram

ol
O e | 1>
HE— |
o2

e
e

i
1

We note that the category Eﬁ is canonically equivalent to the category of complete

local a-algebras of formally finite type over A with the fixed residue field Xk

Henceforth we shall make such identification,

Definition 1.9, Iet A be z cofibered groupoid over QA

- An object E 1in
o~
A is called a guasi-initial cbject of ﬁ_ if for every object

o~
a in A tihere

exists a map g =« a in E . A guasi-initial cbject & of E is called minimal
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if the morphism g : nhp = [gj induces a bijection
g(ife]): Hom, . (R.k[e]) = [A(k[e])] , where R = P(g) . An object € in A is

called a versal formal object of A if every surjective map g : 2" »a in A

jnduces a surjective map Homﬁ(g,a'} - Homﬁig,a} ;

~
A versal formal object § of A is called minimal if the morphism £ : oo [A]

induces a bijection g(k[e]) : Homn—algtﬁ’kEEJ) -+ [A(k[e])] where R = P(g) .

Proposition 1.10. Let A be a cofibered groupoid over C =

A
(1) evervy (minimally) versal formal objeet of A is a guasi-initial (minimal)
gblect of E .
3 o ~ . + -4 - - r -
(11) If & is an object in A such that E(k[e]): HO";n—alg{R’kEEj)—' [A(k[e))

B
is injective, where P(E) = R , then every endomorphism of £ in A is an auto-

o~
morphism., In particular a quasi-initial minimal objeet of A , if it exists, is
unigue up te {(non-canonical) isomorphism,
Proof: (i) 1let E be a versal formal object of A , We must show that, for any

o~ § = H St = -
objeet a in A , we have a map £ =» 2 , By the definition of A , there
" . . % 1
exists a seguence of surjective maps in A —-mma —=3 a e R —— @

such that a = lim a_ ., Assume that there exists maps @ ¢ g2 ai such that

u1¢i = {05 4 forall i <n . Since £ is a versal formal object of A and
: > - “n
P a =a is surjective in A , we obtain 2 map E —> =2 such that
n =1 o = = bl
un¢h = " . If we set @=1limeg . we have (¢ : € 22
n

h Y 'S e - -
(11) 1Ie B —d g beamap in A |, Then for every )X € Hom - 1_'9,4[5 we
have ALE = R*aE = (a-P(q x& and hence by the hypothesis cn £Z we have that
A = A P(q Tor 2811 X & Hom, 91_-3,1{:' s, and therefore Flg R<+R is sur-

al to see that every surjective endomorphism of a

RlL

noetherian ring is always an automorphism and hence Fa is an automorphism

°©f R and therefore g is an automosphism of g .

Theorem 1 1 T ‘ A
f2oren L1. (Sehlessinger Let A& e & cofibered groupoid over C A
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adnits a2 minimally-versal formal cbject if and only if

(i) A is semi-homogeneous

(i1) [A(x[e])] 4is a finite-dimensional vector space over k (ecf. 1.3(z)).

Pl
Proof: (Necessity) ILet £ in A Dbe a minimally-versal formal object of A

»

and consider a diagram

i -
\ A
a

in A where g is surjective, Since € 1is a guasi-initial object of _E s there

exists a map £ - al . 8ince g is surjective, the composit map g 52 ==

1

can be lifted to s i,e., we obtain a commutative diagram

g’/,g\\y
2y -
\\\! ,{ﬁ
&
which proves the condition 1,2(1). We now prove the condition 1.2(2). et

i s

/
‘““—-—ﬁ9k[€1
T2

Sxk[e]

be the projections,

and let
a' b’
ha/s
be ™ ~WAps in A ., By the definition of E , we obtain a commutative diagram
/g
u w
av \h'
;F\\! E{,/g
&

and in particular we have nlsP{u} = wl-P(vJ . Assume now that

(ﬁeﬁ*a' ~ {ﬂEJ*b' - We then have my°P(u) = mp"P(v) because of the minimality of
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Besark 1.12

g , and hence Plu) = an(U)x neP(u) - ﬂlP(VJx ﬁQP(VJ = P(v)

Since A is & cofibered groupcid, we obtain a unigue isomorphism a' S b' in
A(Sxk[e]) such that gu =v , Then gou = gu entails that o= q since A
is5 a2 cofibered category,

(Sufficienzy) Let e be objects in A(k[e¢]) which form a

2 A
1*%a%eersCy

k-basis of the vector space [A(k[e])] ., and choose a; in ﬂﬂk{g}:.,_ik[ejj

guch that (my)ye; m ey . Then &l(k[e]) = Hom, ).

Jective, where R, = F(al} . In particular a, = e 1is versal for small prolonga-

(Ry,%[e]) > [A(k[¢])] is bi-

tions of e . Choose a2 -2y which is versal for small prolongations of al

such that 01 - 0. is bijective, We then choose a_, - a , versal for small
&2 al > 2
prolongations of &, such that ﬁ% -;ﬁ; . is bijective ete,., and set
3 2
E = %1@ ar « We claim that £ is a minimally-versal formal object of A . Indeed,
n -

since 0. =10 is bijective for 21l n , . =0 is bijective so that
a an—l 4 al

n
€(k[e]) : Hom (R,k[c] =» [A(k[e])] is bijective. Now consider a diagram

N-alg

where g 1is surjective in 4 . We must show that h can be lifted to =a For
this, one may assume, by induction, that a' 1is a2 small prolongation of a
Since Pla) is an artinian ring, h : E - a is factorad as a composit map

E =

o
)

for some g . Since A is semi-homogeneous, we get a diagram

lII'__; t

a
l !J;.
a

a

small prolongation. We then obtain a commutative diagram

o

n—p

N
e

g 7

where o' i

0
f
P-d
n
o
w

a
4
et

el

and therefore we are done.




P Ui,

-l

be anr infinite seguences of zrrows fh A suen that

&, is wversal for small prolonzations of =a

.
i i-1

P(ai | —3> Pla is surjective

1.1/

ﬁa —— ﬁa is bijective for i >> 0
i i-1

Then the above proof shows that #' m al. is a wversal formal object of A

Remark 1.135. Tet A be a cofibered groupeid over g‘, ». If A has the property
1.11(i) and (ii), then so does [A] , and 2 ¢ ob(R) is a minimally-versal formal

object of A if and only if it is so for [A] by 1.10(ii).

Remark 1.1%., Let A be a cofibered groupoid over gﬁ , admitting a minimally-
versal formal object E . Then an invarisnt of R = P(g. » which is a complete
local p-algebra of formally finite type over A , is automatieally an invariant
of A over E'A . Therefore, for example, we shall say that A is (formally)
smosth over _Qﬂ if R is (formally) smooth over A 1i.e., a formal power-series
algebra over A , or we say that A is dirreducible over E,\ if Spec(R) is

irreducible etc., In the next section we introduce the notion of "smoothness'" of

a functor A » B over EA » where A, B are cofibered categories in groupoids

o B e e s ST A

over % . It turns out (ef, 2,4) that "A is (formally) smooth over gﬂ" is
eguivalent to " P : A = L, 1is a smooth funetor” , and therefore no confusion
arises. We also define the dimension of A4 over E;\ by dimc A=dimkgR ,
=\ M
For this we note the following fact: ILet El( be the category of artinian local
k-algebras with the same residue field k . Then Ek - EA is a fully=-faithful
imbedding, whose (lefi) adjoint functor gﬂ +_gk is given by R>%X &R ., Let
A

the —1 ' T ¥ Th it 4 ivia #
_&!_Qk be the pull-back o P &-—)EA under Ek —pgf\ . Then it is trivial to see
that if § 1is a minimally-versal formal object for A over gﬁ » then k 8 €

) N

is a minimally-versal formal object for Elgk over G, , where £ -k® & is a

cocartesian arrow above R -+ k ® R , It follows that dim, A = dim, (4|
4 a2 A

1
8
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1,15, In the remaining of this paragraph, we biefly explain how to modify the
.

n'eaeeding theory in order Lo allow for residue field extensions,

Let an and X Dbe complete noetherian local rings, with ¥ a pA-algebra,
We assume that
(a) the natural map from A to K is a local homomorphism;
(b) the residue field K' of K is an extension of finite type of ths residue

field k of A .

The most interesting case is when K =X' and K is a finite inseparable

extension of k

We denote by CR ¥ the category whose objects are the complete noethe-
£l
rian local rings R , provided with a structure of A-algebra and with a A-epi-
morphism s : R — K .,

We dencte by Cﬂ K the subeategory of CR g Cconsisting of the (R, s) such that
El El

Ker(s) is a R-module of finite length. Thé category CR x can be identified with

a full subcategzory of Pro(CA g e

If ¥ is artinian, so is any objeet in CA v
k]
For any finite dimensional vector space V over K' we denote by

ﬁ?{K} the algebra of dual numbers over K defined by V ; its elements are of

the form %k 4+ v ¢ (with kR g K , v £V anrd 32 =0 =
(k+ve) (2 +v' &) = (k ') + (kv' + %" v)e ). The map 5 : D(K) =» ¥
8k + v ¢) = X , turns DV(KJ into an cbhject of €, .. ., The wole played before
2 =%
by k[e] will be played here by I}.{-(?Z',' %
As explained in 1.8, any cofibered groupcid 4 over o2 ¥ extends in
L) LK
& natura] way to a cofibered category éf over C? = o # map in A or A" will
vp I b
be caliea surjective if the corresponding homomorplism of algecras in O 25
or in Sl is
4
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We assume that A(X) = {e}

Definition 1,18, A cofibered groupeid A over CJ\K is called semi-homogeneous
EAT |

if the following properties hold:

(z) gvery diagram

=

—_———— a'

l

of solid asrrows in A , where a' —3 a is surjective, can be completed into

Hn:(-—-h-—su

a2 commutative diagram including dotted arrows;

(IT) For any R , the matural map

[A(Rxy Dyr(X))] » [AR) x A (Dyr (K))] = [AR)] x [A(Dy (K))]

is bijective.
If A is semi-homogeneous, so is [A] .
1.17. Let us first consider the restriction of A +to the full subecategory of
. E '
h
Ch,K whose objects are the DV(K} . Iet {3 be the vector space Kfn?k X "
and d : K= the derivative, A map £ : Dv{K} - Dw(K} can be written:

flk +ve)=k+ (ulv) +D 4 k)

with u g HomK,(v, W) and D € Homg.(Q, W) . If we identify T th (u, D)
the composition law is

fu, D) e« (u', D') D+ulb') .

(]
~
o
=]
.

The condition (II) entails
(IT') +the funcior from K'-vector spaces to sets

v > [AD(K))]

commutes with products.

Lemma 1,18, Assume condition (II') is satisfied by A . Then

46
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(1) {A(DK.(KJ)] carries a unigue vector space structure, such that

fi(Dv(K”] ~v 3-1{,[5@}{,(}(])} as a functor in V

(2) There is a linear map Y : Hom((1,XK') = [&{DKT{K})] such that, for any

D € Hom(ﬁa Kl) ]

LA((x, D)}] : [A(MDL.(K))] = [A(DL(K))] is x > x + y(D) .

(3) For any (u, D) : D (X) —= D (X) , the map
(u, D) = [AMDK))] = [A(D(X))] i.e.
(u, D) : V& [A(D(K))] » W ® [A(D,,(K))] is

x —> ulx) + v(D) .

Let us introduce the notaticns
Ca(D,(x))]

F(K')

F(V)

A

F(u,D) : F(V) * F(W) = the map induced by (u,D) : Dy (XK) = D,(X)

F(D) : F(V) »F(V) : F(D) =F(1, D) .

By (II') and the fact that XK' is a K'-vector space object in the category of

K'-vector spaces, F(K') is a K'-vector space in (Ens), hence a K'-vector space,

and (1) is clear, Iet us now identify F(V) and V& A .

We deduce from the identity
(u, D) = (1, D) » (u, 0) that
F(u, D) = F(D) o (u @& 1AJ B
The functoriality of F amounts to

(o) Id

Il

F(D) » F(D') = F(D + D')

(u®1) » F(D) =F(ubd) = (uD1,)

Forany D : =V and any n €N , if 1 and p are the maps
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then p 1 D=0 and the following diagramm is commutative
Ve a > (veaxk'™) ®a >x'"® 4
F(D) F(1i,D) ‘
V8 A > (VEK™T) ®A > xR A

let x : K' =2V be a map, x = x(ei:l » and let a, be a family of elements

- i

of A . We have (1.. + x)
v

o
e
o
o
1]
w}

Hence, if

L}
g
i
W
+
o

F(i D) (E e ai} (e € V& H) , then

i
F d b =5
F(D) (T %5 2;) Tx. a
and a does not depend on the x Hence,

F(D) (y)

]

¥ + @G(D) s With
G(D +D") = (D) + G(D")

u G(D) = F(u D) (for any u : V =+ W)

One easily checks that any such G 1is defined, for some Y £€0 & A , by the
formula
G(D) =D®1, (v) »

as promised in (2) (3).

Definition 1,19, (1) An object £ in igs called versal formal object if

e ———— e S ——

] s

every surjective map a : a' —> =a in A induces a surjective map
Hom.(E, 2a') —> Hom. (E, 2) .
A A
(2) A formal versal object & in A , with image (R, s) in :‘R,{ » is
»

(&)

called minimal if for any two maps @, <,q:.2 : R:"’ DK’(K) , i

tpl(g) is iso-

morphic to (,02(‘3) s then there exists a derivetion D of K into XK' sueh thal

3 ) |- i3 - s
(1, D) (@) =0, , i.e. ©,~¢, =D s .

Theorem 1,20, If A is semi-homogeneous and if

diWK: ([A(DKr (KJ)EJ B,

then A admits 2 minimally versal formal cobject, and any two of them are

48 i
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isomorphic.

With the niotations of 1,18, let H¥* be a subspace of [&(DK,{K})] )
supplementary to the image of vy , and let H be the dual of H* |, We define
R =D (K) . ILet E_ be an object in A(R_) , whose image in
(] H e =
[a(r,)] = H® [A(D,. ()] = Hom(H*,[A(D,.(X))]) is the inclusion of H* in

[A(Dg: (K))] . Then

(1) The maps Hom, (DH(K). DV(K)) — L&{DV(Kﬁ}l are surjective
VA,K

(2) The minimality condition 1.19(2) is valid for (Ho’ §o}

Choose now some S € C‘;\ w formally smooth over A , and an epimorphism
El

t 1 §—= Ro such that

nRo/'ﬁ‘ e

r 1
}ns/n &K %

If M is the maximal jideal of 8 , we inductively define, for nh = 1

R = S,—"In and En € Ob(ﬂ(ﬂn)} by the properties that

(a) I is the intersection of the ideals I : IMCICT such that £
n+1l T n

extends to an object § in A(S/I) .,

(b) €

exte 1 of =
ney 15 an nsion o En

e
4]

If R =1im R and £§ = 1im § » then one checks that (R, £)
. n : n

& minimally-versal formal object, and the only one up to isomorphis=m.,

2. Prorepresentable cofibered groupoids.

Let A be a cofibered groupoid over _(_Iﬂ » admitting & minimally-versal

formal object & |, 1In general we can not recover A (up to C,-equivalence) out

5
of FE T
> alone,.One has +o know when two maps R —= & +vield a C,-isomorphism
£ & -z . R
8(e) — s(g) , where R = F(E . As an zpplieation of 1.11 and 1.12 we now
eonsider the guestion o: scovering A " up te C,-eguivalence, Indesd, we
A% FATER

s
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shall have a guite satisfactory answer zpplicable to a wide class of

groupoids,

A number of cofibered groupoids which usually oeccur in practice enjoy
a slightly stronger property than those of semi-homogeneous cnes, as it will be
defined explicitly in 2.5, To investigate them it is convenient to rephrase what
we have done so far in terms of "smooth functors" . All the notations and termi-

nologies in the previous section remain in force throughout in this section.

Definition 2,1. Let ¢ : A—>B £ 1 ver Eﬂ .
We say that © smooth if every surjective ma B:b' —>epla) in B ean

be completed to a commutative diagram I

wla') 29
(=) B
e(a)
ola) i
for some o : a' >a in A . We say that ¢ is minimally smooth if it is

smooth and (k[el) : [A(kle])]———= [B(x[e])] 1is pijective.

Remark 2.2(a) ILet @ : A

> B be a functor of cofibered groupcids over QA .
We note that " ¢ is smooth" ® "every surjective map B : b' —>¢(a) in B

> b' isa

can be completed into a commutative diagram (=) such that (a')
C,-isomorphism" = "every small prolongation B : b' —> @(a) in B can be

completed into a commutative diagram (x) ".

Remark 2.2(kb) For any cofibered groupoid A4 over C, » the natural functor

A ——=>[A] is minimally smooth.

-~

Remark 2.2(c) For each object R in Cp » we set hR H EA_> (Fns) to be the
functor defined by hB(S} = Hom, lg(B’ 5} for all 8 in C, . It associates
a cofibered discrete groupecid bl-‘( over C, , and a map R —> 5 in C.
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induces a funetor ES —}I_IR of cofibered groupolids. The functor };15 —_— ER
gnduced by a map R —> 38 in C, 1is smooth if and only if S is a formal

power-series ring over R .

€, - let us denote by (R, g_ﬂ) the cate-

gory of arrows i1y _{*}_ﬁ with the source R and a target in EA « Let A ©be a

Remark 2.2(d) Given an object R in
SeEas—

cofibered groupoid over C, . Given EC€obA with P(B) =R , let

_p._‘ ——> (R, EAJ be the pull-back of A —> C, under the canonical functor
; £ - .
(R, E,\J —> C, and choose a section E" such that § (:LR) =& . (This simply
means that we choose, for each map R ~— >58 ,a=a f-map & —> E(f) ). We then
g £
obtain a functor §# 3 XJR —> A over C, by sitting (R ——=8) — E(f) ,

Of course this functor does not depend on the choice of §# up to natural egui-

valence of functors. New " g# : hy—>4A is (minimally) smooth" means that

every surjective map &' —2 S E(f) in A can be completed into a commutative
diagram
5(c") > a!
o
()
g(f)

(and Llﬁ{kfal)

> A(x[e]) is bijective), which means precisely that £ is
a (minimally) versal formal object of A over £, .« Thus we conclude that the
existence of a2 (minimally) versal formal objeect of A 1is eguivalent to the

existence of a (minimally) smooth functor E‘R —=4A gver gﬁ for some
R € Gh(-{_:..-‘\J

The following general properties on smoothness are trivial to verify,

Proposition 2.3, Let A —2—>3B € > ¢ be functors of cofibered
Qupoids gver c, .
(a) If ¢, ¥ are both smooth, then so is T.0 .

(b)

I

¥.¢¢ is smooth and ¢ is surjective on isomorphism classes of objecis,

1
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then Y 1s smooth,

Remark 2.4. ILet A be a cofibered groupoids over gﬂ s admitting a versal formal
object & . This means, by 2.2(d), that ¥ : hy = A is smooth, where R = P(§) .
Therefore we have, " A 1is (formally) smooth over Qﬂ_ e, f. 1.13) 4.e., R isa

formal power-series algebra over A " & "the composite functor

n, 323

- I - : n " ~ n
Ch (= Qﬂ} is smooth" = 5_3 C, 1is a smooth functor” by 2.53(b).

We now consider a stronger property than being semi-homogeneous.

Definition 2.5. Let A be a cofibered groupold over C, . It is called homo-

geneous if every diagram

P —

b —

where a' =2 1is surjective admits a fibre-produet a' X b' in A such that
a
P(a' ¥n') = Pl(a') xP(p') .
Pla)

Remark 2.6(a) ILet A be a cofibered groupoid over EA , and consider a diagram

R R,

" T

s
#* - = . \
(%) a.l\sl z/{ag in A above the diagram H1 R2
a /
R

in € where TI are the projections, If a Tibre-product a, X a exists in A ,

A i 1 & 2
we obtain a unigue map ¢ : a' = al X a, compatible with the projections. If
a

o + 5 £ 4 F s o i +herefd
P(al ; aa) Ry ; R, ., then P(g) dis the identity map on Ry ; RE and therefore
¢ 1is a C,-isomorphism i.e,, a' = 2y X a, . In other words, if A is a homo-

a

geneous cofibered groupeid over C, , every diagram (*) defines a fibre-product

a; X a, provided R1 * R is surjective in C, . This fact entails immediately
a
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that a homogeneous cofibered groupoid is, a fortiori, semi-homogeneous,

Remark 2.6(b) Consider a diagram
Remarx

L

of categories and functors. The ordinary fibre-produet X X ¥ is a category in
whieh an object is a pair (xX,¥) such that o(x) = U(y) ? and a map

(x,¥) = (x', y') consists of 2 pair @ : x=*x' , 8 : ¥y 2 3y' such that

¢(la) = ¥(B) . The fibre-produect X é ¥ 1in the sense of 2-categories is a cate-
gory in which an object is 2 triple (x,y; y) . where &(x) hS ¥(y) 4is an isomor-
phism, and a map (xy; Y) = (x',y'; Y') consists of a pair x 3 x' y &y’
with a2 commutative diagram

ela)

wlx) > ¢(x")

1

Y Y

'

One can rephrase the notions of (semi)hombgeneous cofibered groupoid or
smooth functor in terms of fibre-product of categories (in the sense of 2-cate-
gory). Now let P : A=>C, bea cofibered category, and consider an cbject

R, X RQ in C, . If we choose a direct image functor (ﬂij*: ﬁﬁﬁl ; REJ *_&ﬁﬁi} 5

1 X RE - Ri is the projection for i = 1,2, we obtain a functor
R
ﬁﬂﬁl XR,) = A(R.) x A(R.,) . It is clear from the definition of cofibered category
that

this functor, up to canonical nmatural equivalence, does not depend on the

choice of direct image functors, It is now clear from the definition that & cofibe-

red groupoid A over O is homogenecus over C if and only if
= —_ =N ¥
A(R ) , e o . . )
2, X R_o) = A(R. ) X A(R.) 1is an eguivalence of catecories whenever H. = R is
R 2 ey ~' 2 ) = 1
A(R)
Surjective in C, . and A is semi-homogeneous if and only if
e L. - y = ¢ q
[A(R X R,)l > LA(R, ) X AR,

. :r:—i !
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is surjective whenever Rl —> R is surjective in C, . and is bijeetive when-
ever R = k and Rl = k[e] . Now let ¢ : A =B be a functor of colibered
groupoids over C, . For each map R'"=R in € , ¢ induces a functor

2

A(R") = A(R) X %{H') uniguely determined up to a (canonical) natural eguivalence,
B(R

It is again trivial to see that ¢ is smooth if and only if the functor

2
A(R') » A(R) x %’s_(R‘} is surjective on iscomorphism classes of objects, whenever
B(R

R' R is surjective,

Remark 2.6(¢). If A is a homogeneous cofibered groupoid over C, - the functor
Alk[v x w]) = A(k[v])x a(x[w]) is an eguivalence of categories for any

finite-dimensional vector spaces V, W over k (We recall our eonvention

A(x) = {e] ). In particular, we have

Auty rvs]) o) ¥ A9 (el v]) o) A9 (] )

where 1, is the direct image of e under the unique map k = k[v] in ¢

=" -
It follows that if A is homogeneous over EA i Au‘t.(le:l as well as [é{k[e]}}

are canonically provided with vector space structures over k

Remark 2,6(d), For any object R in C, , the cofibered (discrete) groupoid

A
by over Eﬁ is homegeneous.,

If A is semi-homogeneous, then so is [&] . However, the homogeneity
of A does notl imply in general the homogeneity of [&] . Indeed we hawve

Proposition 2.7. Let A Dbe a homogeneous cofibered groupoid over C, . The

following statements are equivalent,

(%) E&l is homogeneous i,e, [fx_(R' x 8)] > E&(R')] x [A(S)] 4is bijective
R fam)T

for every small extension R' - R

(1i) For every small prolongation a' 2a in A , the map

AutA(R’ ) (a') — AUtA(R) {a)
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is surjective, where R' = P(a') , = Pla) .
i) = (41) Iet R' - in C, and let a' = a

proces (3) =(11) B
pe a f-map in A ., Given T € Au?&(RJ{a) ., we consider a'; a' and a’: a.
where a; ——> a denotes the composite map a' —=> a = % a ., Since
[a(R' x R")] ————¢'[§IR'}][ P ]E§{R')] is bijective, we conclude the exisience

R A(R)

L - 5 = £
of an 1somorphism a‘:a“ﬂ——b-a'x a; , and u induces, via the projection on
a
z : T' =
the second factor, an isomorphism a' — a' which is a 1ifting of T

(i1) = (1) Let ai (i<1,2) be objects in i(R'E S) which have the

same image under [A(R'x sS)] = [A(R')] x _[A(8)] . We then obtain a diagram
R fa@®)]

of solid arrows

P

—~

1

m———

k’,//' bove R' 8
\,a/ g
1/

- al e ag is the induced isomorphism from T so that the sgquare box on

where T

the lower right corner is commutative. If the condition (ii) is verified, one can

always replace the ziven isomorphism ai = aé so that the square box on the left

corner is also commutative, Since a" = za! X b for i=1, 2 by 2,6(a), we
a

~
obtain the isomorphism a! = ag . This proves that

[ﬁﬁﬁ’g 8)] —=[4(R")] x _[A(8)] 4is injective, and hence is bijective since A4
A(R)] -

is homogeneous by hypothesis,

New let A be a homogeneous cofibered groupcid over C and let

b 2

—N\
> R be a small extension in EA . We have a canonical map
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T ¢ Rix R > k[Ker £] given by ! vl —= rl(0 (i . al
{HR [Ker £] given by (Pl,v’e} 4_”{,+[_r1 r,

) 5. and
13§:R'ﬁﬁl'——>R'§d-c[Ker f] is an isomorphism, Given any two T-maps a; *a (i=1,2)

By A .y a, X a, 1is an object over R'X R" and in turn we may consider
a2 A A

':'(al, aej = (?:*'J*(al X a2J which is an objeet in i(lc[l(er £1) . Since

=1
1 %F : R'ﬁ R' —— R'}f ¥[Ker f] 1is an isomorphism, we have the isomorphism
a

| X &, = a, X '.'(a.l, a.2jl compatible with the projections on the first factor,
a

The statement 1,5(2) takes a more definite form for =a homogeneous groupoid,

Iemma 2.8. Let A Dbe a homogeneous cofibered groupoid over G, » and
a; L:- a (i =1, 2) f-maps in A . Then

(1) There exists p : a2y ?a, in A with a,-p =0, if and only if
there exists an arrow a, = T(2,, a;) in A .

(2) There exists p : 2, *a, with a,»p =o, such that P(p) = idp,

if apd only if 'r(al, ag) =0 in [A(x[Rer £])] .

Proof: We prove both at the same time, There exists p : a, #a, in 4 with

1 2
- = t = = g -
-0 =ay (sueh that P(p) idﬂ.} there exists h a2, ;{ a, in A
with pry e h = 1id (such that P(h) = diagonal map) < there exists
1
g :a »a X T(al, 32} in A with pr, ° g = 1da1 (such that

P{g) : R' = R'; k[Ker 1 is given by r' = (r', r'(0)) = there exists an arrow

Y :a; #*7(a;, a;) in A (such that PB(y) : R' 2 k[Ker f] is given by

r'" =2 r»'(0)) . However, there exists an arrow Y : a; = T(al, a.e} in A such

that P(y) : R'" = x[Ker £] 1is factored through R' = k = k[Ker £] if and only

if T(al: aEJ = O -

A |
Propesition 2,9, (a) Let A -2>p5 1> C be functors of cofibered groupoids

over Eﬁ . Assume that
(i) B is semi-homogenecus and C is homogeneous

(11) ¥(xle]) : [B(x[c])]

> [c(k[el)] is injective,

Then the composite functor ¢ o @ is smooth if and only if ¢« and ¥ are both
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smooth.
() Let © : A—=>3B Dbe a smooth functor of cofibered sroupoids over
Cx ° If A is semi-homogeneous and B 1is homogeneous, then « : A =3 i

B

gmooth (i.e., for any surjective map b’ >¢(a) in B , there exists

a:a'=a in A and a C,-isomorphism p : @(a') —= b' such that B.p = ¢la)).

Procf: (a) Assume that the composite functor VY o ¢ is smooth. If « 1is smooth,
then so is ¥ by 2.3(b), and therefore it suffices to show that ¢ is smooth. Let
a small prolongation b' Pz @ola) in B be given. Since the composite functor
¢ ° ¥ 1is smooth, there exists an arrow a' .- a in A and 2 C, -isomorphism

2N
p: (') —= ¥ ¢(a') with a commutative diagram

#(b ) > § wlal)

SN

¥ wla)

Since E is semi-homogeneous, we can choose a commutative diagram

b R'x R'

P e

o) wla') above

) S Y L = -
» R' = P(b') = P(a') . Since C is homogeneous,

"y 1, 1, - ~ - ¥ -5
¥lo") = G(p') x lela') by 2.6(z), and it follows from 2,8(2) that
c(aJ
0= 17{d ola'), ¥(p’ = (£)ul(bv") , and hence (£}, (b") = be the hypothesis (ii)
It follows from 1.5(2) tha* there exists a nap Y b' —= @{z") such that
B =qla).y .
(b) ILet a surjective map 8 : b' = u(a) in B be ziven, This means thai

gquence ol ommuiavlive dlagps

t
{
o

&7
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VI
o g *
s ® s o Tk 5 '
O “2 ]
B3 g B,
______ > wla.) > wla,) > ¢la))
2T ela,) (o, ) 4
2/ ot
in B , where o, s Sv , B! are surjective for all v
To show that ¢ i

W

s Such that B = lim B
is smooth, it suffices to prove that a commutative diagram below
of solid arrows in which «

s v
.18 En 5 Bl ﬁé are surjective can be completed into g
commutative diagram inecluding dotted arrows
Bl ) e - S > ¢(a’)
i ar
k- “‘9 1 n 1
\\\ bn+l 3 D1-:-
o ) Ve QD(U-I']J
‘\ Br'1+1 "n
~
3( ) > @(a_)
©o(a ola
1
o ola ) B

Now A

is, by hypotheses, semi-homogeneous and «_ : a' = a
therefore there exists a commutative diagram

is surjective, and
aI

T
Rn

X
H
/ n \
in A over in
k,//,/' n - n
n R

&O

that B is homogeneocus entails that

cp(V \ )
c,;(a )
‘“%N /

{ 1
ba) 'y
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is a diagram of a fibre-product in B , and therefore we obtain a unigue map

§ : b 5 +@(a') in E with an approprizte commutativity. Since B
: b, 2

&

n+l 7

are both surjective, so is & and therefore, since ¢ is smooth, there exists

al 1 - N - r e w1 . Ty
a‘r‘1+1 ———>a=a' in A and a C,-isomorphism qJ(arHl} 2 b, such that
6. p =c¢(a') . We then obtain the commutative diagram
(a' ) oly' - a') > olat)
@ n+l @ 5
el /
1 L
oly-a') Pnsl . ola!)
wla > @(a )

Corollary 2,10. (a) Iet ¢ : 4 2B be a smooth functor of cofibered groupoids

ver €, . ILet & ©De a versal formal object of A , and 7 =z minimelly-ver

sal

formal object of B . If B is homogeneous, then for any map B : 1 = o(E)

-~

B , P(B) 4is a formal vower-series ring over P(7m) throush
F(B) : P(n) = P(e(8)) = P(E) .

() Let A be a homogeneous cofibered groupoid over €, . and let

el oL A

§ - N be versal formal objects of A . If 7N is minimal, then for any map

@:n=E in A , P(E) is a formal power-series ring over P(n) through

Pla) : P(n) » »(8) .

Proof: (a) Amap B : N = o) induces a commutative diazram
£
h = > h 3
—LP(§) =L {T'I.;
4 l n
A > B
L0

: - s o
Since & , ¢ are smooth, T8 = @-Z is smooth. On
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M(klel) : 2?(n)(k§a]} = [B(kl[c])] 4is an isomorphism and therefore ¥ is smooth

by 2.9(a), which means that P(€) is a formal power-series ring over DPl(n) .

(b) follows from (a) by setting A =

[

Finally we consider ihe guestion of "representability" of a cofibered
groupeid, et C be a fixed category. Each objset R in £ defines a functor
h,:C= {(Ens) given by hH(S) = Homc(R,S) , and in turn we obtain a funector

h : EF - Hom(C, (Ens)) which is fully-faithful. A "ecoeartegory in e" is-a

diagram
o |
e =8 e -~ by with s,-€ = identity for i = 1,2
1 'Ronﬂl ‘F-MS_ 6
2

(where th éRO hRl = (th}Sl ﬁR se(hﬁlj} such that

(i) ¢ is associative and is compatible with 55 for 1 =1,2

S, & Ry

(4]

€ c

L SN =

are both
identities,

L _AEE_; ﬁ_E;_b
th th ﬁHD hRO hHl ﬁﬁo th th

it (RO, Ry, 81, 85, €, e¢) is a cocategory in C , then for an object
S in C , we can define a category h(R R )(S} by setting
= o 17 e

B B B SR, B o T B 0O Mol

which the composition rule of arrows is given by ¢ : h hR =* hR « Then
b i B
[®]

h : C 2 (categories) is a functor and in turn defines a cofibered
{ROJ Rlsu--} ==
category E{H " y over € . For instance, any object R in C defines
O, 1’-..

a discrete cocategory ER = by setting Sqa 8o, €, ¢ to

=R, R, sy, 855 €, ¢)

2,
be all egual to the identity map. A homomorphism [HO, Rl,...) - [RO', T
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of cocategories in C is a pair of maps hR - hR’ s ., = }H:l' in C such that
] o 1

the induced map

R R L

h (8) » h
(R_., ) 0

0* Fpseee

is a functor for every objeet S in C , For instance, each cocategory

(HD, Rl....} is provided with a homomorphism € : }_1R of co-

o]
eategories. A cogroupoid in € 1is by definition a cocategory {Re, Rl,...J in

-k
—{RO, Hl,....}

¢ such that h(R R, }(S} is a groupoid for every object S in C , In
— O, 2 e

other words, a cogroupoid in € 1is 2 cocategory (RO, R._L,...} in C such that

is a cofibered category in oupoids over C
E{ROJ R-l:---.:l g ¥ gr N =

In practice, a cocategory or cogroupoid oceur in a following fashion:
Let P : F*C be a cofibered category, and let E be a fixed objeet in B .

Set R, = P(E) and let {RO, C) ©be the category of arrows in C with the source

RO . Let P : E‘ - {RD, L) be the pull-back of F under the canonical functor
(Ry, C) = C , and choose a cocartesian section E# of F' over (Rys C) such
4 £
that P;”(ieR ) =8B ., (This simply means that we choose, for each arrow RO >3
Q
in C , a cocartesian f-map E - E"(f) ). Define the functor
Hom  : (RO.I.LHO, €) = (Ens) given by
£
) (g* #
X = (f f.) ——= Hom il € 2 {£.) where
(J.l; »2 E(S) g ( 1): g ( 2)’) L
S = the target of fl ( = the target of 1"2 J. We note that this funcior does not
depend on the choice of E” up to (canoniczl) natural eqguivalence. Henceforth,
by abuse of notation, we shall simply write & for &7 |, If this functor is re-
=
i
presentable by an object X = (i = R,) dn R I & i.e. if ther
W, obje \{D (7{0 = ,) 1 (*-:O Rys ) 1.e. i here
2
¢xists Ry-map ¢ 8(sy) # 8(s,) in F 'suen
g Hom > (3 {) = Hom.(X is bijeetive for all X in B AL 7 e
R 1l .lio, ! o’ S P - S T - b %] o=
then ths object X, defines = cocatscory (R.» R.s.un in £ 4in & natural e
Indeed, a triple or a»
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in C defines z compesition
}iomF{S(g(‘J E(w)) x HOW'T(SJ(g(u)r E(v)) "HQWF(S)(;{“J: g(w))

and in turn yields the composition rule

(s) (3) »h, (8)
hﬂl ﬁRO{s;l hnl by

depending functorially on S ., Conseguently the functor Hom, defines the
=

cocategory {RO, Rl,....] in C znd in turn defines a cofibered category

B8R, R.,...) in £ . Bydefinition, obhp p = Ll Hom, (R,, S)
5] 2] 1 3 =
e ot
(disjoint union for S € ob(C) ), and an arrow (RO >3 = (HO = 5') dis a
pair S 3' and Ry 55" in C such that u-s; = hef and ues, =f' , and

the structural functor P : h = ¢ is given by (R 5 3 +—= 35 .
_(ROJ Hll --:I — 0
Now the pair (8§, ¢) defines the functor

(E, ¢€) : E{Ro’ R]_""'} =+ F ‘over C by

{HO 5 8) —— E(f)

. ha .
$ 5 bu) (R, + S')1+—> the composit map §(f) —> §(n) ule) o omrery,

%
|

We riote that, for each object 8 in € , the functor

(E,)(8) E{R R, ,(8) = F(8) is fully-faithful by virtue of the definition
OJ‘ EL

ot (EO :: Hlj coming from the representability of the functor Homg . Conseguent-

ly the functor (8,¢) 2 F is an C-eguivalence if and only if §

2 \

_(HOJRI:--.}
is a quasi-initial object of F over C i.e., for every objeet a in F there
exists a coecartesian arrow & = a | Tnstead of this functor Homg one may also

consider the functor

Isomg % [RO.I.L RO, €} =2 (Ens)
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given by X = (f,,f,) —> Isomgis)(ﬁfl},g(fz}} where S is the target of £,

( = the target of f, ). If this functor is representable by an object (HO 3R, )
in {RO_LL RO‘ €} , then it defines a cogroupoid (RO’HI“"‘I in C together

with the functor (8,g) : Q{R R y *EF , which is, when F is a cofibered
OJ ER

groupoid, a C-equivalence if and only if & is a quasi-initial object of F over

c .

Definition and proposition 2.11. A cogroupoid (RO,Rl,...J in C, is called

smooth if any one of the following sguivalent conditions holds:

(i) R, is = formal power-series rins over RO via S1 (and S, )

(11) € : hy —=h y is smooth over C, .

%0 (HO,%’ -ew ) -

A minimally smooth cogroupoid or a normalized smooth cogroupoid in 2,\ is a smooth
5 % . 43 1 1wl is + =

cogroupoid (RO’Rl"“) in €, such that E(RO’R:L""J(!:- €]) is totally discon

pected i.e., al(}:[v:]} = se(kﬁal} .

Proof: € : Eﬁo _"E(RO,R]-,...} is smooth over __C_:ﬁ ® given any surjective map

(] oty {h,"ﬂ;‘ =y = s % . " gt " - o
(S*2) > (3, ) in h , a2 there exists a lifting ¢ of #
_(RD:R]_:---.-" 'y
to 8' together with an isomorphism (S5',£") 1,u) o (3',£f') @ given u € hy (s)
1

and a lifting f' or Slfu} to 8' , there exists a lifting u' of u to &'

such that 51(‘_;"_'- =f1' , where 8' 3 3 is an arbitrary surjective map in

C.® s :1 - is smooth over C

--f\ = H1 il W .

i ERO L,

Jaa >

Proposition 2.12. Let (Ro,Bl,..._i- be & cogroupoid in

!

(e) zr (P‘O’Hl seew) AS smooth, then h . is homogeneous.
_‘{R 3 FL. seine /
L R §
N . = g \ . = £ 3
() AL s {klel) = EE(.([E:] I, then the feollowing statements are eguivalent
(i (‘Ho’“l"" ) 1= smooih
V11 1S5 homogeneon
—(RysR; 5.0 =
(iid Ry is semi-homogeneous
= RG'R1 e

e
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oA T vl !
(e If v 1= semi-homogeneous, then it is eguivelent
¥ = =ER_,R ;... L oMo Enen ! lent
te ‘E(Q & . Ior some minimally smooih cooroupoid Sy
L'GI‘JIJ - e &
)
Proof': (a) Consider a diagram
(uz,fe_i
)
{ )
‘hea 2.-"
)
her ¥ s —> 8 5 jectiwv i
in E(Ro Rl""} where hE 82 S is surjective in E,,-\ . Since
Sy ¢ hﬁ} >‘gﬁo is smooth by hypothesis, ;.1]-_1 u, can be lifted to some
el 4 e + + vy = = u o . .-
€ th(SE_.' such that Sl(u', f, . Since h, 52(\(; hy-t P
. X s,(v) € hh (8, X 5,) is defined and we obtain the commutative diagram
1 =4 0 g s 2
& i it
(s, X8 1y s,(v))
-1
/ ('l'l'z,v )
(Sl,flJ A
&
h
(hi‘ul) ¥

(8.f)

We claim that the above diagram defines a fibre-product (8;,%;) X (85,£,) in
~ (8,1)

: = . ssat AT, &) @

E(Ro’ﬂl"“f] . Indeed, for any object (T, g in E(R R y  wWe have

3 moe fa T ¥ it \ ¢ y & T Sy

Hom( (T, & ,(algsg,flxsg(v)JJ-[{hlth,wIXwEJEhTtslgse,xh31\8128 Y sy (uyxe )= (nlxnl) & » 88
J=F v} = n! 2 3 S.) |how. = '3

splupXy)=t1 X5, (v)} = {(nyxn),w),m,) € By (S, X5,) xhﬂl(slj;mﬂj(ce,.inl 1 = Ba¥pe

o _ 1 il P = s TR E A\ _ e
l) = hj_ =2 Sl{we) = he s -:E(Wl; Xy 52(1'\?2_.' = SE(V)} =

1 ¥ \ : -1 -1 ) F :
[(hlxhe,ﬂl,waj € h,r(slgse}mﬁl{sljxhﬁl{sgn u” u, By (vw,)=hy W, s;(w;) =h &
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33 __-l bW “lw ) 1 P 1y
sp(wy )=Fys 8 (v Twp)=hogs s,(v Tw, )=t ) nb'[(hl"ha"‘l’”e‘Q’T{Sl§52}"hﬂltsl}’mﬂl(52}|

u. h wé =u hl W El(wl] = hig, sg(wlj= fl, sl(wé} = hég, se(we'} =F 1 =

Hom((T, 27, (8,, f.) X Hom(
1 ltom((T.g), (S,£)

(b) It suffices to show (iii) = (i) . Since E{H R ) is semi-homogeneous
0’ EEL

and dim[h__(n R ,...:IE}([‘"-]J] = dim hy (k[el) <= , Bp g, .. @4mits a mini-
(o hiubwi (6} QL
mally versal Tormal object. On the other hand, {RO, 1z ) is a quasi-initial
o]

T

minimal object of h since 1 (x[e]) = [n vklel)] is
(Biga B yiasa ) R B R svees)

M

bijective, and therefors (RO, 1R J is a minimally versal formal object of
(o]

2{30:31“--} by 1,10(ii), which means that € : k_lﬁo —_ E(RO Roul) is mini-

mally smooth.

(c) Let (SO, EGJ be 2 minimally versal formal object for E(R % W & 5 = 18
DJ l’..-‘

For any object B : R. 2T in h {T) , the functor Isom(Z,E) from
o] _(ROJ Rl:cot)l ?

Ch/T 3},\T to (sets) which to any R associates the cets of izcmorphisms betwsen

- 4 3 - _’ )
the tvwo images of £ on R : Ro ‘i-b- T ; o 8-;:;- —> 1 , is represented by
R, sﬂoﬁ’-\ﬂo{T *AT) . By a pessage to limit, one get that Isom( 50 5’ 1is pro-

represented by some 51 , and E(R ] ) is eguivalent to E(S s )
0) 1,... 0’ 1).!'

By (b), S, is minimally smooth,

Definition 2,13, A cofibered groupoid A over €, is celled (minimally) pro-

re s+ _ P
representable if it is C,-eguivalent tc }_1(30’1:[1““) for some (normalized)

-~

co i ) i
Zroupoid (Rc’ﬂ‘l""‘l in ¢, .

Proposition 2, 4. Ic (RD, Rl,...} is 2 normalized cogroupeid in C, , Then

e r B O e ( A A 3 % -
XEry homomernhist  {Gn,74) ¢ (RgsRysesed @ (Ry,Rysee.) which induces C -gqui-
Vi el % - & o £
Yalence . y FBip o —> b g is an isomornrist. In

(“g2 17 £ 7O . T By Byans) e
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narticular, Tor any

cofibered croupoid

il
n

A over E .2 normalized nrorspresenta=-

ficn, if it exists, is unique up to an isomorchism.
Proof: Consider the commutative diagram
Q(ao,al)
s 3 =& )
_"{Ro:Rl;o--.f {Roiﬁlanud
~
e B
=
Dﬂo n, Eﬁo
©
where h is a C,-eguivalence. Since h klel) is totally dis-
Bloghay) Epmea Him inn. ) SLED 5
01 o
connected, Eh{a G_H(kie]j and [e(k[e])] are both bijections, and hence so is
0* 1’
n (xfel) .
"0
Consequently, UO : RO > RD is a surjective endomorphism and hence is

an automorphism, It then rollows that al is also an automorphism of

Lemma 2.15.

Ry

Iet A, B be discrete groupcids over Qf and ¢ : A= B a mini-

mally smooth functor. If A, B are homogeneous, then ¢ 1is a gﬁ-equivalence.

Proof:

S ob(C,) .

<, We note that

=

for S = k[e]

Ea

1

be a2 small extension in
the cancnieal isomerphism

tative diagram

We must show that @(8) : A(8) —= B(S)
o(s)

+ We argue by inducticn on the length of S

is bijeetive for all
is surjective for all 8 £ ob{gﬁj and bijective
. let 8' —>38

. Since A, B are homogeneous discrete groupoids,

x 8t
3

xF : 8’ ——= S8'x xLKer f] induces the commu-
X
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A(S') % A(8') — e > A(S') x A(klKer £])
A(8)
B(s') x B(8') —--——-=-——e-> B(8") x B(k[Ker 1)
B(S)

Therefore A(S') , B(8') are principal homogenesus sets over A(S) , B(S) wiih

e structural group A(k[Ker f]) —=> B(k[Ker f£]) . Consequently if «(S) is
th

bijective, then @(5') 4is injective and hence is bijective,

Corollary 2,16. Let A be a homogeneous groupoid over C, such that

Rut& (}:fe])tls) is of finite-dimensional. Then for any It ob(A) , the functor

Isomg : EHCF{ —>(Ens) is prorepresentable, where R = P(£) .,

Proof: Assume that Isomg is homogenecus. We then have, by 1.11, 2 minimally

smooth funetor @ : h, = Isom wnich is a C.J _-ecuivalence by 2.15 i,e.,
By, 287 - Snim

Isomg is prorepresentable, Therefore it suffices io show that Isomg is homo-

geneous, Consider a diagram

Tl\J /T2
T |
|
in -qﬁéﬂ where 'I"2 ——> T 1is surjective, Since A is homogeneocus,

A

51('1'13 X §1{T2) exists in A , and we have a canonical isomorphism

o i
ri(T)
Ei{'rl ; ) Zgi(Tl} b ..gi{Te} for i = 1,2 (ef, 2.6(a)). It follows that
g, (1)
Isﬂ'mg(Tl "-5' Ta,‘l —_— Isomg(le % Isom;(’l‘e} is an isomorphism.

A Isom_ (T)

Theorem 2.17. Let A& be a cofiveres zroupoid over C, . Then it is ororepresen-

tay 3 - 3
=8ble by a (normalized) smooth cosroupoid if and only if

AT
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(1) A is meomogenecus
(2) CA(x[=22)7 =and [lAut(1_)] are both finite-dimensional vector

spaces over k .

Proof: Assume that A 1is prorepresentable by a smooth cocroupoid i.e., A is

%A‘—equivalent to h = E{RO’RI"“J for some smooth cogroupoid (Ro,Hl,...} in
€, + Since h 1is homogeneous by 2.12(a), and
5
[n(xle])] = Coker (Hom, (R ,Kl¢€] :_5_; Hom, .1, (Ry,k[e1)) as well as
2
: . & 5 S
Au-”g(le:) i Ke:*(rlcmh_alg(ﬁl,k:_s]} —_—— Hom'.\_algfﬁo.ki.a.'))
s
= Ker(Hom, ., (R;,x[=1) > Hom, ... (Ry,klel))  ere botn finite-dimen-

sional vector spaces over k , we rmust have the same properties on A , Conver-
sely assume (1) and (2) on A , Ve claim that A is prorepresentable by a norma-
lized smooth cogroupoid. Since A 1is homogeneocus and :&(k[z])] is a finite-
dimensional vector space over k A admits a minimally versal formal cbject §& ,

Set P(E) = R, and consider the functor Isomg : gﬂOﬁRO - (Ens) given by

T b—--> Isom iy (3, (T).€,(T))

where gi{'r} = E(fi) and fi : RO = T denotes the composit maps
5
= T & —_— s,
R, =2 RS R, ;
S2

/\
This functor is pro-representable by 2.16, i.e. there exists Rl E ab(ER a% )

and an isomorphism E£.(R,) .- €.(R.}) such that & : nH - Tsom is an isomorphism
1 21 . 3

1
over = . Then (R.,R,s;...) defines a cogroupoid in €, and the functor 3
Oﬁﬁo [0} i —_— .
(E.e) : ‘E(R R ) *A is a E},\—equivalence. Since & 1is a minimally versal
0’ l"..l ~ 5
formal object of A , the composit funcior *h S h 8¢l 4 ]
- ——(RG,RO,". ) '_{HO,R]_;-. .) = ;

is, by definition, minimally smooth and therefore so is & since (E,0) is a

Q',\-equivalence i.e,, (RO’RT""} is 2 normalized smooth cozroupoid in E'.\ .
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Corollary 2.18, A funector F : c, > (Ens) is pro-representable if and only

if it is homogeneous and dim F(k[e]) < &

Corollary 2.19. Every smooth cogroupoid in E’,\ can be normalized up to isomor-

Given a cogroupoid (Ro,Rl“..) in C, , we set Rl = Rl/.}' where J
5 r - | 1 ) 5
is the ideal in R, generated by le(rj sa(r}ir € Ry} . Then (RO’ﬁl""” de
fines a formal group scheme over P‘o with respect to the induced composition rule.
Now let A Dbe a cofibered groupoid over _C':_ﬁ prorepresentied by a normalized smooth

= - . . .
cogroupoid (Bo,Rl,...J via (8,¢) . Let S, —> EROC-—:-» Eﬁoﬁao be the em

beddings corresponding to the surjective maps Roﬁ RO E— RO —3Kk o, oand let

(=]
o -
.|°.*|..1t'.g s Aut be the restriction funectors of Isomg on EHO = gﬁ respectively.
In other words, Autg{'S} = the automorphism group of Z(S) for every 8 & ob(gﬁ I 5
0
and Aut®(8) = the automorphism group of 1, for every S obfgkj » where

lg = the direct image of 1 € A(k) under the map k 2 S . Since R, prorepresents

the funector Isomg on QRO? RD » it follows that Rl prorepresents the functor
. = = .0 m o, | -

Autg on Eﬂo s 2and k ﬁoﬁl prorepresents Aut on _(_34{ . Though A 1is prore

presented by a smooth cozroupcid (RO,R]_,...} » neither (Ro’ﬁl"":’ nor

(x, x goﬁi"' .} are in general smooth. Indeed we have

Corollary 2.20. Let A be a homogeneous cogroupoid over gh prorepresented by

& normalized smooth cogroupeid (R ,Rl,_.,; via (€,¢)
() (R.,R swway  and. G B8 R rorepresent the functors Aut and Aut®
0’ Rg 1 E —

-Lespectively,

(b) The followinz statements are equivalent

(i) the formal sroun scheme E{R # y is formally smocoth over Ry
g Rysens

(i1) for every surjective arrow a' = a in A,
I L 5 £ &
ot = Aut ur =)
Au Pla’ (a') Au P(a}(a" is surjective,
(1131) FLO ororepresents the functor [A] gver Ep
A9
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Proof: We have already noted (a). As for (b), (i) < (ii) is clear whereas
(1) = (iii) follows from 2,7 and 2,15, since E 2 hy —> [A] 4is minimally
Q

smooth.

Remark 2.21. Let A Dbe a cofibered groupoid over C, , and let A|C, be the

=1 . F I, s
pull-back of p : A ——>C,  under & > C, . Then it is trivial to see that

if A 1is prorepresented by (R ‘Rl""} via (Z,¢) , then élgk is prorepresen-
ted by (k%ﬂo ,kﬁ'ﬂl....} via (k38 , k@ ¢) where kﬁ; = its direct

imagze of & wunder the map RO — k f RO s & f ¢© = the image of ¢ under
Isomi{}'{o)(gisl}’ 2{52)} ——— Isomﬂ(!{ f Rl:l(k ? g{slj, k ? g(sgj) « If

(RysR ;...) 1is normalized, then so is (k ﬁ Ry» & i Rysees) > 2nd the relative
dimension of Rl over Ro is equal to the relative dimension of k ﬁ Rl over
k ﬁ HO since R, is smooth over R, .
Remark 2,22, ILet A Dbe prorepresented by smooth cogroupoid (RD’RI""} and
(Ré, R!,...) where we assume that (RO,Rl,...) is normalized, We then obtain a
homomorphi sm (10,11} : (RO,Rl,...) _— (a[‘}, al} . Now R! is a formal

0

power-series ring over R, by 2.10(b), and the homomorphism (10,11] induces

v i~ T
an isomorphism RO go(ao.’nl:lo-} —— (RD: R-J",-oq)

3 3 i
3. TIne coherent sheaves Dy

One of the nice functors which is usually not pro-representable but
nevertheless admits a formal versal object is the deformation functor. To this end
we recall a few basic facts on commutative ring extensions and its obstruction
theory. This section contains nothing new (possibly except in its systematic
approach via Grothendieck cohomolozy on site). A purpose of this section is to
make this expose as much self-contained. (Indeed we prove here more than we need H
later). The basic facts are stated in theorem 3.,12. Throughout rings are meant to

be commutative rings with unit. a
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Given a ring R we denote by gﬁ the category of R-algebras, For each
object A in QR we set

Cov(A) = the set of all surjective arrows ¢ : A' 2 A in ER with target 4 .,

It clearly defines a pretopology and in turn we obtain a site E';q . For each object
A in Qﬁ , we shall denote by EA[R the category of arrows in E“R with target
A . We may and shall provide the category gah with the topolezy induced from
the forzetful functor J.A : 'EQIR -» ga . We note that the category QA:R
. A) ., and admits a

has a
f£inal object (:LA : A2 A) and an initial object i
fibre-product as well as coproduct. Henceforth we shall denote the object (B = A)
in EAIH » by abuse of notation, simply by B in case when there is no possible
eonfusion, Given an abelian category C , a C-valued sheaf on EA{R is, by defi-
nition, a functor F : E‘c‘)lﬂ = C such that, for any surjective arrow B' = B in
Salr -
0 = F(B) » F(8') , F(B' 58"

is exact, The additive opresheaves are those which preserve coproduct .2, ,

F(Bl ﬁ 82) = F(Blj = F(Be) . For example, an A-module M defines the functor
Y. @ 20
DerR(-,.f.}. g—AlH = (A-mod)

given by B = DerR(B,M} = R-linear derivations of B with values in M regarded
as B-module via the structural map B - 4 , and it is clearly an additive sheaf
on EE IR » where (A-mod) denotes the category of A-modules, A presheaf F on
EMR with values in (A-mod) 1s called "finite type" if F(B) 1is an A-module
of finite type whenever B is an R-algebra of finite type. For example, if & is
noetherian and M is an A-module of finite type, then DerR(-,P-l} is an additive

she T
al of Tinite type on the site 9411& .
A Tew more words on notations and basic facts in homelogical algebra:
3.1 2 T L= + 43} + f + - - W
{(2) Throughout the rest of this section, we shall denote by —CI-EIR (or EA'|R )
the category of sheaves (or presheaves) with values in (A-mod). We have the (left

exact tion Tunot : »cY th fated-sheaf t
) injection Tunctor iAlR -g;il’{ Sila ° and the associated-shea? (exact)
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functor G, C = C’:'-IR whieh is adjoint to the functor i . An object
_

. V‘
AjR™ —A|R

B £ Gb(EA'!_R} induces a continuous functor j

AlR
: EBLR _’EﬂiR and in turn a commu-
tative diagram

J
—CXIR = %I_R
(%) iA'ij l
v
SR > Zglr

where the restriction functor Jj (as well as J¥ ) is an exact funetor, since

the site is nothing but the category of arrows in C having target B ,

Ssir —AIR
with the induced topology. A ring homomorphism 8 - R induces a continuous functor

. -
- EA]R EAIS » and in turn a commutative diagram

—~ B ~
Cals > Calr
F3E
(%) iAiSl J
¥ v
Lals ov > Salr

Note that :‘: is not necessarily an exact functor.

g v

£ . ;
3.1(b) The right derived functor of the injection functor iA],R' EAIH -+ Si|r

will be denoted by For each sheaf F on , we set

Hir - Salr

B (A|RF) = [1°) o (F)1(A)

For any B' =B 4in Cov(B) ., let us define the functor

H((B' »B),-) : + (A-mod) by H°((B'< B)LF) = Ker(F(B')  F(B'X; B')) .

v
Calr
The right derived functors of H°((B' = B),-) will be denoted by H°((B'- B),-) .

W
One knows that the H°((B' - B),F) are the cchomology groups of the (Cech)
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gemi-simplicial module

F(B') —3 F(B'xy B') ::’r, F(B' xj B' xBB'):" —

b4
Tne right derived functor of Ho IR will be denoted by

¥
* Calr 7 &R HIr *

where

(2, (®)1®) = 11 ({s' » BLF) .
=A[R {Br=s} EmCov{B} :

For each presheaf F on EA}R , we set

B (AlRF) = [Hf o)1) = lim  H({a' =+ ALF)
' {a™AY € cov(a)

for any sheaf F on EAI'R » we have the usual spectral seguence
W
H(AIR,H} |(F)) = B (A[R,F)
where we note that IYIO(AIR,I-_IQ(F}} =0 for all g > 0.
In particular
H (A|R,F) = H (4]R,F)

0 = K (a|R,F) » P (ARF) » HAIRE, (7)) » PP(A|R,F) is exact.

3.1(c) If B is an object in EA%R » the commutative diagram (¥) in 2.1(a)

together with the faet that ‘:j' as well as jv are exact functors yields the

canoniecal isomorphism

H'(BIR,JF) = [H, | (F)1(B)
=R

On the other hand, a ring homomorphism S = R induces the commutative diagram (#%)
in 2,1(a). Now E is not necessarily an exact funetor. However, @B preserves a

fibre-product, and thus we obtain a spectral sequence
b A g |
BrEE) = 6 3 tee., EPQAIRRYR) = B74ls,F)

i~ v o W
Since we have the canonical isomorphism @ = %',HGEHA]S and E"= Cr.,!a“e is an

73

78




- 43 - VI

exact functor, we have R'FéF = 8?&;15(F} . Thus the spectral seguence above can
now be written as

Ho(a R, 8% (7)) = B (als,F) .

Iemma 3.2, Given B € Ob(EAER} » choose a surjective arrow P = B in EBlR -

where P 1s a polynomial algebra over R . Then for any F € ob(EE-,R) , the
1

e v,
natural map H ({P =+ BlL,F) » H'(F) (B) is an isomorphism.

Proof: It suffiece to see that the natural map

Ho({p - B),F) » BO(F) (B) = i (8" - BLF)
{(B'=8} T Cov(B)

is an isomorphism, which is clear since, for any (B' = B} € Cov(B) ., there exists

an arrow (P =+ B} - {B' » B} .

Corollarz G S
(a) Assume that A 1is noetherian. If F € ob(EIlR} is of finite type,

then H'(F) is of finite type for all n .

(b) For any polynomial algebra P over R , we have Hn(P;R,F} =0
for all n >0 and for all F € ob(C.

PTIR) :
(¢) A diagram O = F' >F = F'» 0 in g;:iﬂ is exact if and only if

O0=>F'(P) »F(P) > F"(P) =0 is exact for every P € oh{gA which is a poly=-

13}

nomial algebra over R .

Proof':

(2} In view of the spectral sequence
V. ,
#P(8IR, 5 (M) = #P*(3|R,F)
W
together with the faet that HO(LEq{F}) =0 for all g >0 , it suffices to
show that I-_!n{G) is of finite type for all n and for all presheaf G of finite

W o »
type. However H'(B!R,G) = H ({P > B1,G) , where P is a2 polynomial algebra over

R and {P - B} € Cov(B) , and furthermore H ({P - B},G) is simply the
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cohomology gotten from the complex

conercenseeersBP ¥ P FIE 0(P x BYE G(P) ..

If B 1is an R-algebra of finite type. then we may take P to be of finite type
over R so that Pﬁ T ﬁP are all R-algebras of finite type. If G is of
finite type, then G(Pﬁ Py EP} are all A-modules of finite type, so that

B ({p =» B},G) is an A-module of finite type since A is noetherian,

(b) Let P be a polynomial algebra over R , If B = P is any sur-
jective R-algebra map, then it amits a section and hence Hi({B =P},¢) = 0 for
all 1>0 , so that M(PIR, G) = 0 forall 1 >0 and for all presheaves G
on Cplg - It follows that the spectral sequence H°(?|R, EEIR(F” = y?*(p|R, F)
degenerates and hence ﬁO[P|R, HY(F)) = H'(P|R, F) for all n . However
{*;O(Pm, ll‘n(l?}) =0 for all n >0 whenever F is a sheaf, and hence

—~

H'(PIR, F) =0 for all n >0 and for all F € ob(Co.) .
~plR

(¢) If O-F' 2 F>F" >0 is an exact seguence in then

Salr ¢
0= F'(B) »F(B) »F"(8) = H'(B|R, F') » H'(B|R, F) » ....

is exaet, If P € Ob(gqlﬁ:' is a polynomial algebra over R , then
H(P|R, F') = 0 by 3.3(b) and hence
0O=2>F' =F>F"=0

is exact. As for the other direction, let P

—AER be the full subeategory of C

=4lr
in whien
Cb{-I:A‘_R} = {p s ob(gﬂm}: P is a polynomial algebra over R} ,

provid th ti t , Aar : -+ & o i
ed wi the induced topolozy, and let »p —P-AIB EMR be the inelusion

£ x - - o : i3 "
unctor, Sinece every object in Cc 'R can be covered by an object in PE!R 5 E%
fO = 1 - - % —~ . i~ - — .
llows Trom a ceompariscn lemma { ) that p : C, E.R P, ER is an equivalence

of categories. Consequently, if O = F'(P) = F(P) =+ F"(P) - 0 is exact for every

P

i

ob(Ba1n) - then O = BF' = BF = BF" - 0 is exact in EE[H and hence

O2F 2F 258" 50 is exact in EE:R "
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Remark 3.4, Every surjective arrow in EA{R admits a secticon, It follows

immediately that every presheaf on fth is actually a sheaf i,e., zhiR = EQIR <
Consequently we find that the restriection functor E;!B é-EEJH is an equivalence

of categories,

Iemma 3.5. Consider a diagram of R-algebras

|

B! >
surjective

and let 5 be an R-algebra,

(1) If Tor*(B,S) =0 , then the canonical map
22 1

(B'xC)@®S~(B'®§S) x (CP 3)
3 & R (28 s) L

is an isomorphism.

(11) Assume that B' is R-flat, If Tor?{C,S) =0 forall O <i<n

and Tcr?(a,sj =0 forall 0<i<n , then Tor?(B'ﬁC, S) = 0 for a1l

0<1<n ,

Proof: Let 02 J—2B'=28-=20 be exact,

(1) T TorR(B, 3) 0 , then
i

0 - Jﬁs 4—B'ﬁs - Eﬁs - 0

is exact so that
0= JES = (B'FS) (o) (FS) > s~ 0
is exact. We thus obtain an exact commutative diagram

J ﬁ S ———ﬁuu——*>'{3'ﬁ03§6 —_— g 8§ —=>o0

Bl F g g — (a'ﬁsh%%n (¢ §S) —_— ﬁ - .~
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and therefore (Blﬁc)ﬁs - (B'ﬁ‘s)(gésj{c ﬁ S) 1is an isomorphism.

(i1) Sinee B' is R-flat and Tor’i‘(B, S) =0 forall 0<4isSn by
Wmesis, we have Tor-il(J, 8) =0 forall 0<4i<n . Then the exact seguence
o-+J" B'ﬁc =+ C + 0 together with the hypothesis that 'I‘orl:(c, S§) = 0 for all

0<1<n entails that Tor?(B'ﬁC, S) =0 for a1l O<i<H .

ooro]:lﬂ 3.6.

(a) Let A, S8 Dbe R-algebras, If Tor?(A. S) = 0 , then the canocnical

cY. ls] where
the functor 3 : EA!R_’E#@S]S is given by X +—> X5 . In particular if S

W
48 R-flat, then the canonical map §§'{G} - I‘:I(SC—) is an isomorphism for every

(b} Let P—+B be a Sur" ective R—algebr‘a. ma&Ps wnere P is a leE!!Ol.lial

algebra over R . If Tor};'

map ﬁ'(ﬁ%ﬂs, G) = ﬁ'(AIR, SG) 4is an isomorphism for any G € ob(

(B, 8) =0 for all 0<1i =n , then

Ibr?(ggpé,..gP, 5) =0 forall 0<i<n

Proof':

(a) Given B £ ob(gﬁ-lR) , choose {P = B} € Cov(B) wnere P is a

polynomial algebra over R . If Tor?(B, 8) = 0 , the natuwrdl map

n
(Pé i _':.‘P'!%S = (P85 ... :-:(3.?5," is an isomorpliism for 211 n oy 3.501), amxd
- (3g3) (338)
¥ T W ¥ w - ¥ W
hence H'(B|R, Sa) = H'({P » B}, S6) = v ({Bgs » Bgs}, o) = H (EBs's, G)
If S is R-flat, then 'I‘oritl:x, S) = 0 for every X £ ob(C,:5) and hence

e v Wiew o2 3 o

l:vU%S[S, G) * H (le, SG) is an isomorphism for every X € Ob(—cﬂiRJ i.e.
% v v

SH'(G) » H'(SG) is an isomorphism.

(.a---..EH-\]_',_._._
(b) 8Set P(m) = Pé iew éP « If m =0 +there is nothing to prove

Since P 4is R-flat, Assume that Tori{{P(m_l), S) =0 forall 0<i<n

) -1)
Since P = B is surjective and plm) _ péP(""‘ 12 | 3¢ pellews trem 3.5(ii) that

=

R m :
TOPi(P( ), S} =0 forall 0<4i<n
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Proposition 3.7.

(a) Iet A, S be R-zlgebras. If Tor?(ﬁ., 8) =0 Zfor all 0<3i=n ,

then for any sheaf F on E"%]s » the canoniecal map h‘l(Aﬁsisa F) —rHi(AER, EFJ

T i = - . = &
is an isomorphism for all i n , where S : Eﬁiﬁ _'EA%SLS is given by

:U——>J§S ;

(b) ILet P be 2 polynomial algebra over R . Then for any additive

Aot | B P i =
sheaf F on gPﬁ"AIR » the canonical map Hn(PﬁA]R, F) » H'(A|R, F) is an iso

morphism for all n >0 .

(e) Let SR = A be ring homomorphisms. Then for any additive sheaf

F on EA]S » We have an exact sequence

o » H°(alR, Fp) = (als, F) » E°@Rls, 7) = 5+ (AR, o) - wl(als, F) » 2 (Rrls, F) »

sanseess PHIAIR, Fp) -» @%(als, F) » 5*(R|s, F) » 1 (a|r, Fo) ™ voee

where FR is a sheaf on EA}R defined by

FR(X) = Ker(F(X) = F(R))

for all X £ ob(C ) via the forgetful functor C
=M o ﬂqiR ==

Proof:

(a) Consider the continuous functor

S :

Lalr 7 Sagsls
where S(X) = J@ . Since the functor 8 sends a polynomial alszebras over R to

polynomial algebras over 8 , B E‘;@is _’EKIR is an exact functor by 3.3(e)

and in turn we obtain the canonical map qu'i-EsiS(F) - 'LIAIR@F) , and in turn we

obtain the commutative diagram of spectral sequences:

22" %(s(x)) - HP(xgsls, Higs|s()) > w9 (xgsls, F)
HP(x|R, E%IS(F”
ER 00 - EP (xR, 5§ (5F) > wP+a(x|R, 5F)
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% v
We note that Epéq(S(x)) -+ HP(x|R, SH? Fis(l‘"}} is an isomorphism whenever

Torii(x, 8) = 0 by 3.6(a). Assume now that

[;,Hq IS(F)](X) - [E’E;R(EFJJ(XJ is an isomorphism for all q <n and for all

—HEE

X € °b{EA§R} such that Tm‘l;_{{x, §) =0 forall 0 i n . It follows immediate-
1y from 3.6(b) that Epéq(S(X)) - Eﬁ’q(x) is an isomorphism for all q < n
and for all p , provided Torl;_‘(x, S) =0 forall 0<i Sn ., Since

Eg'“(s(x)} -+ E:g’“{x) is an isomorphism (since both sides are zerc), we get that

}{“(xﬂsis, F) = I-In(}{IR, EF} is an isomorphism whenever Tor?(x, S) = 0 for all
60<isn i.e., [SHI (I(x) » (B, BF)1(X) is an isomorphism for all
“ASS (s =R

i = n whenever Torlz(x, 5) =0 forall 0<i=n

(b) Let P be a polynomial algebra over R and let

= e b T
£ EA!R *%?13 be the continuous funector given by f(X) = Xﬁ' . Let P'" =2 X

be a surjective arrow in EA R where P' is a polynomial algebra over R . Then

P'? - x%‘-' is a swrjective arrow in Eﬂ.ﬁ?iﬁ » and P’ﬁi‘ is again a polynomial
algebra over R ., Since P 1is flat over R , it follows from 3.5(i) that
v v . v v
H'(X|R, £G) = H ({P' =» X}, fG) = H ({P'gP » XgPl, G) = H (XgP|R, G)

= v ] 5 - )
for every G £ Ob(cﬂﬁP]RJ . It follows that £ : Eﬁﬁﬁn -’gﬂiR sends acyeclie

ones to acyclic cnes, On the other hand, f sends polynomial algebras over R to

—

IR "Cair

by 3.2{c). It follows that H'(@PEH, F) » H (AlR, TF) 1s an isomorphism for every

polynomial algebras over R , and hence ¢ : (. is an exact functor

P e ob(C~ 11-'{) . Now for each X € Ob(EAh:{) , we have canonical maps

(FF) (X) = FORP) -+ F(X)eF(P) ,

and hence a canonical map IF - FeF(P) where F({P) denotes a constant sneaf
(and F on the right hand side denotes, strictly speaking, the restriction of F

on Cuig )« If F 1s an additive sheaf, then (TF) (X) = F(XgP) = F(X)cF(P)

1s an isomorphism for every X € o‘r_:{g]P q) and hence fF 5 RoF(P) 4is an isomorphism.
1]

Therefore

O
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H'(A|R, FF) ¥ H(A|R, F&F(P)) = H (A]R, F)

for all n > 0 since F(P) , being a constant sheaf, is flask. It follows that

Hn{AﬁP'LR, F) » H'(A|R, F) 4is an isomorphism for 2ll n >0 , provided F is an

Ekﬁpla .

(¢) (communicated from Rinehart) Consider the forgetful functor

additive sheaf on

B : EA}R - EA]S . We have a spectral seguence

E?*? _ gP(aA|R, s*gglscm) = HPM(AlS, F)

# = v Tt n " P
where B = AEROE . G'AER - EMR _’EA.ER is associated-sheaf functor. Now
let P be an additive sheafi. We claim that S*ggis(F) is a constant shea® for
2ll q >0 . Indeed, if P is a polynomial algebra over R , then P = %P'

for a polynomial algebra P' over S and hence

(8783 5 (F)1(P) = #i(pls, F) = HA(RP'|s, F) - Hi(as, F)

is an isomorphism for all g > 0 by 3.7(b), and surjective for a o . It

]

follows from 3.3(c) that the canoniecal map B#_HE!S(F} - Hq(R1S, F) = constant sheaf
is an isomorphism for all q >0 , and is surjective for g =0 . It follows that
EP:Q = HP(A}R, E*EEES{F)J = 0 for all Ds Q4 = [e] s and hence the above spectiral

sequence yields the exact sequence
(%) 0= EC ot » g%l g0 542 5 50.2 5 23,0, B,

where we note that E°’% _ [S#‘f_lils(F]]{A) S H(R|S, F) for all q >0 and

0,0

[ ~ i~
E = HP(A|R, BF) . On the other hand, the exact sequence 0O = Fp = BF = F(R) = 0

gives us the exact seguence

(#%) 0 - HO{AIR,FRJ - 5°%(a|r.BF) » 8°(a|R,F(R)) - Hl(A!R,FR] -+ H (A|RBF) » 0

HO{MS,F) 1O(r|S,F)

The exact sequences (¥*) and (**) combined gives the desired exact sequence,
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85




Corollary 3. 8.

(a) If A, B are R-algebras such that Tor?(A, B) = 0 for all

0<1is=n , the, for any additive sheaf F € ob(C~ iR} s the canoniecal map

K (AgB|R, F) » E'(A|R, F) @K (BIR, F)

is an isomorphism feor all 1 Sn .

(b)) Iet A be an R-algebra such that TorI:(A, A) =0 for all i >0

if A%l =+ A 1is an isomorphism, then for any additive sheaf F & ob(_q:

I3

1RJ »
nave H (AIR, F) = 0 for all i .

(a) Let P € Ob(g;:ﬁsln) be additive, By 3.7(c), the ring homomorvhisms

R=+A-> A'ﬁB gives us the exact seguence
" . £
(*) ...~ H(AGA, F,) ~H (AR, F) »E (R, 7) - ....

consider now the commutative diagram

B (agala, F,) > 1 (4gBIR, F)

H (BIR, AF),) = —> 1 (B|R, F)
where the T t Bz | is g | — 1
e functor EB1R"' gﬂ.ﬁB‘A is given by X ﬁ%}( » and the map
Cand -
Hi(B;R, AFA) =+ Ei{B!R, F) is induced from the map AF& 2+ F , which is an iso-
morphism since F is additive. Note that the commutativity of the above diagram,

because of its funetorial nature, is reduced to the case i = 0O

ir Tar':‘(.e., B) =0 forall 0<i *n , then :—ri{A@LA, FA} - Hita}a, E.FAJ is an

isomorphism for 2l1 i Sn by 3.7(a2), and hence the composite map
and (because of the symmetry)

R1
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i (AgBiB, ) > ¥ (ABB|R, F) - 5 (AR, F)
are lsomorphisms for all i Sn . This implies that the exact sequence (%)
breaks up to short split-exact seguences
0 —»Hitnﬁsia, F,) -rH%A%B]E, 7) » Hi(AlR, F) » 0
for all 1 2n , and that
H‘t(AﬁEER, F) » H (A|R, P) @ 5 (B]R, F)
is an isomorphism for all 1 sn .
(b) Since Torf(A,A) =0 for all i >0 , it follows from 3.8(a) that
B (ABAIR, F) » HH(A|R, F) & #M(AlR, F)

is an isomorphism for all i . On the other hand, A@ﬁ 2 A 4is an isomorphism by
hypothesis and hence I-li(AER, F) = Hi(i-’@ﬂtlﬁ, F) is an isomorphism for all i
This means that the diagonal map HI(A|R, F) -» H'(A|R, F) @ u'(A|R, F) 1s an iso-

morphism for 211 1 1i,e., Hi(AlR, F) =0 for all i .,

Corollary 3.9: Let S be a multiplicative subset of an R-algebra A | If

F & ob(g_“'_l | ) is additive such that F, 1is also additive, then the canonical
S AR

map

i (s7lAlR, F) = 1 (alR, F)

is an isomorphism for all i , where F.ﬂ. € ob(gql | ) is defined by
57-Ala
F,(X) = Ker(F(X) =+ F(A)) for all X € ob(c ) )
8T ala

Proof: Since F 1is additive, the ring homomorphisms R = A - S~1a gives us the
exact sequence

ceee »HYSTRA|A, F,) » #(s7IAIR, B) » HUAIR, F) - ...

On the other hand, since S_lﬁﬁ_lﬁx -+ 571 is an isomorphism and F, 1is additive
by hypothesis, it follows from 3.8(b) that H(S™1ala, F,) =0 for all n , and

hence Hn(s—lﬂ 'LR, F) > Hn(A]R, F) 1is an isomorphism for all n .
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Now let A be an R-algebra., An A-module M defines an additive sheaf

~d
Derﬁ(_, M) € ob{_{_}MR) by X - DerR(X, M) . We now make the following definition:

Definition 3.10: Let A be an R-algebra., For each A-module M we set

pl(a|R, M) = ul(A|R, Derp (-, M)) .

We want to make an explicit computation of low-dimensional cnes i.e.,
Di(A]R, M) for 1 =1, 2 : Choose a surjective arrow P = A in EA[H where P

is a polynomial algebra over R , and let 0= I =2 P24 20 be exact. Then

TLemma 3.10:
pl(alr, M) = Coker (Derp (P, M) = Homy (I, M))

p(alr, M) = H- (AR, Hy g (Derp (-, M)))

Procof: Consider the simplieial algebra

. (2) 2 (1) 3 _(0)
() SEEETTPRNE P B P N
n+1l

{n) =t

where Py — PE...&P - For each n we have the exact sequence
o—vz(n}-’Pft“)-A-’o

(n) n+1

where I = IXIX,..xI , and it is easy to see that

(a):

0~ Homﬂ(f{n}/a(fj, M) - DerR(Pén), M) MD&PR(P, M) = O
is exact for 211 n , where T = I/I2 and A stands for the diagonal map,

We also note the exact sequence

(b):
0 - Homﬂ(f{n)/b(fj, M) - Homafi(n}, M) —}—igr—“L':"’—m—} Hom, (I, M) =0

The exact sequences (z) and (b) yield the respective exact sequences of simplicial

A-modules, Since {I -0}, {I = I} admits sections, we have

({1 = 0], Hom, (-, M)) = K ({T = 1}, Hom, (=, M)) = 0
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for all i1 >0 , and it follows readily that

o~ DerR(A, M) = DerR(P, M) - Homﬁ(i, M) = Hl{EP - a1, DerH(-, M)) » 0O
is exact

H({P - Al, DEI-H(—, M)) =0 forall i>1
It follows from 3,1(b) that

D (A|R, M) = F(AIR, Derp (-, M) = H({p = A}, Der, (-, M))

Coker{DerR(P, M) = HomA{T, M))

1

Coker(DerR(P. M) = HomP(I, M))

p2(aA|R, M) = HL(AIR, ilainme"n(" M)))

Now choose a free P-module F and a P-linear map F 3 P such that
v(F) = I . Associated to P-linear map ¥ : F 2 P , there is a Koszul complex,

which is simply denoted, by abuse of notation, by KI s

Lemma 3.11: Da(ﬂlﬁ, M) = Coker(Hl(KI, M) = Homﬁ(}&(KI}, M))
Procf: We have

H (AR, Hy p(Der, (-, M)))
= Kex-(nlty(l)'ﬂ, w 3 PR, W)

D2(A|R, M)

since [Hy p(Dery (-, M)UEY) = [Hyp(Derp(-, m)I(P) = 0 .
et O+K->F >T - 0 be exact. If we set P[F] to be the symmetric algebra
over P generated by F , then P[F] and P[FI8FF] are polynomial algebras
over R and we obtain the swrjective arrows

r (1)

P[F] » P, = PP given by X = (0, v(X))

2

PrXgrLr] » p{%) - ey X®1 > (0, ¥(X), 0), 18X = (0, 0, V(X))

where X €F ., If we set J = Ker(P[F] = P‘&]‘}) and

J' = Ker (P{FIgP(F] - Pf)) » then
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I = (F) N (F) = (K) + (F'F,)
J'= (F&1 + 18F) N (P81 + 18F) N (F81 + 19F. )

(¥¥1 + 18K) + (F-FYGZL + 13“F=FY) + (FeF)

where F_ = the ideal generated by {X - v(X)|{X € F1 . Now o Pia} g Pil}

L
{1 =0, 1, 2 can be 1ifted to ﬁi : PFIGP(F] » P[F] where, for each X €F ,
X1 =+ y(X) - X X1 =0 X3 =+ X
‘I'T0= 111 = ﬁ2=
18X - X 18X » X 18X =+ 0

A trivial computation shows that Ty = 1'r1 + T, sends K&l + 18K + 1?>F-FY to
zero, whereas it sends (F-FYSI + F8F) onto (F-FY} . Now for any

D E DerR(P[F:@P[F'l, MY D(F"F\rﬁl + P8F) = 0 since I*M =0 , and conseguently

p2(aAlR, M) = Ker(D]‘(P‘g‘l)iR, M) E;’Dl(pf}ln, M))
= {[£) € nlcpil}ER, M}’|f(F-Fy} = 0}
= Coker(DerR(P'CF], M) - HomP{F]((F) n (FY}/(FJFY)’ M) )

= cokercnerp(r{ﬂ, M) - HomP[F]((F:: n (FY)/(F)v(FY), M) .

Now O‘F{F}"PEF]MP*'O

"
Oﬂ(FY)"’P[F]& P=0 .

are exact and hence (F) N (FY)/{F}'(FY) = TorlPtF]{P, Pyj = H.l(KI) where K. is

the Koszul complex associated +to the P-linear map F % I(C P) . We thus have

D2(A|R, M) = Coker (Homy(F, M) = Hom(H, (K ), M))

= Col—cer(Hl(}(I, M) = HomA(i-ll{}(I), M)) .

We can now state all the basic facts needed for our purpose, summarizing

the various results we have already established.
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Theorem 35.12,

(1) If oM =+ M->H" =+ 0 is an exact seguence of A-modules, then

0~ DO(A:_R, u') » p%(alr, M) » oPealr, m") -+ pl(alr, M') =
pl(alr, m)» Dpl(alR, M) > ........ » D*(A|R, M') -
D7(A|R, M) = D(A[R, M") = _..

is exact,

(2) Let S 2R = A be ring homomorphisms, Then for any A-module M we

have the exact sequence

o-0°aR, M) »0p%as, M) %R s, M) >D(A R, M) >
DL(A S, M) » DR S, M) & covuneee > DA R, M) -

DA S, M) »DMR S, M) = ....

(3) let A, S be R-algebras such that Tcr?(A, 8) =0 forall i> 0 .

Then for any ﬁﬁS—module M , the canonical map Di(kﬁsls, M) *'Di{AiR, M) is an

isomorphism for 211 i ., _In particular, if A is R-flat we have

pi(assls, m) ¥ pl(a|r, M)

for all i and for all R-algebras S5 .

(4) Iet S Dbe a multiplicative subset of A . Then for any 3~ A-module

N , the cancnical map

pi(s~talr, N) » D(A|R, N)

is an isomorphism for all i . Conseguently, for any A-module M we have the

canonical isomorphism

p*(s~talr, s m) 3 s~oi(alr, M)
for all 1 .

(5) If A, B are R-algebras such that Tor?(ﬁ, B) =0 for all

0<1i1=n , then for any Aﬁﬁ—module M , the canonieal map

p*(ageir, m) > D*(AlR, M) & D' (BIR, M)

is an isomcrphism for a2all i =n . In particular, if Tor?(ﬂ, A) = 0 for all
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4 >0 and

L : Spec(A) = Spec(A) X Spec(4d)
Spec(R)

45 an open immersion (for instance A/R etale), then D' (alR, M) =0 for all

{4 >0 and for all A-modules M .,

(6) Iet A be an R-algebra of essentially finite type over R , where

R is noetherian, and let E be a flat A-module. Then we have a canonical iso-

mor sm
a?)i(ﬁqﬂ, M) S pi(alr, i)

for all 1 =2 0 and for all A-modules M .

(7) If R 1is noetherian and A is an R-algebra of essentially finite

type, then Di{AiR, M) is A-module of finite type for all i , provided M _is

an A-module of finite iype.

(8) Let P be a polynomial algebra over R and let 02 I =P =42 0

be exact, Then DO{AIR, M) = Dex'R(A, M)

pl(alr, M) = Coker (Der_ (P, M) = Hom, (I/I°, M)

= the set of isomorphism classes of

R-zlgebra extensions of A by M ,

D(AlR, M) = Coker (H' (K, M) = Hom, (K, (K;), M)) .

Proof :

(1) ¢ o= M - M= M' =20 is an exact sequence of A-modules, then for
any polynomial algebra P over R , 0O = Der'H(P, M) - DerR(P, M) = DerR{P, M")= 0o
is exact and hence 0 = DerR(—, M') = Der-R(-, M) = Deer—, M") = 0 is an exact
sequence of sheaves by 3.3(c).

(2) Ders{—, M) is an additive sheaf on C and

=S
DerR(B, M) = Ker(Ders(B, M) = DerS(R, M)) for every B £ cb(EA]R} . Therefore

our assertion follows from 3.T7(ec).

(3) Let 5 : EA]R_) cﬂﬁsis be the functor given by Xb+——> %S . Then

SDET“Sf-, M) = Der'R(-, ¥} and hence our assertion follows from 3.7(a).

®7
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(4) Follows from 3.5, Indeed, F = DerH(~, N) is an additive sheaf on

c ,and F, € ob(g”_l is also additive since

s lalr - s Al.o.)
FA{X} = Ker(F(X) = F(A)) = Ker(DerH{X, N) = DerR{A, N)) = Derp‘(x, N) i.e

-y

Fﬁ; = DerA(-J N) .
(5) The first assertion follows from 3.8(a). Now assume that

Tor?(A, A) =0 for all i >0 and that

& : Spec(A) = Spec(A) X Spec(A)
Spec(R)

is an open immersion i.e., (Aﬁm) -1 -» An is an isomorphism for all maximal
@ " (m) =
ideals m of A , where ¢ : Aﬁﬂ 2 A is the multiplication map. Then the first

assertion combined with 3.12(4) entails that the diagonal map

i i s i
aE : D(A|R, m)m—r D (A|R, M)Em D (AR, m)ﬂ1

is an isomorphism for every maximal ideal m of A and hence
i - i 2 pleal
4 : D°(A|R, M) » D (A|R, M) & D*(AlR, M)
is an isomorphism, which entails that Di{AIR, M) =0 for all 1

(6) In view of 3.12(4), we may assume that A is an R-algebra of finite

type. Now consider the map
BfDerp (-, M) = Derp(-, E§M)

—ﬁ!R « Since E 1is A-flat, we have an isomorphisnm
BfDerp (B, M) ¥ Derp (B, HM)

whenever B € °b(9ﬂln} is of finite type over R . It follows from 3.3(b) that
D' (A|R, BfDer (-, M)) - D'(A|R, HgM)

is an isomorphism. On the other hand, the functor Eﬁ— : (A-mod) —=(A-mod) 1is exact,

and therefore we have

i i
EE[ (AIR' M} =D (AIH’ EEDerR('I M}) »
and hence our assertion.

(7) follows from 3.3(a).
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(8) In view of 3.10 and 3.11, it suffices to show that
Coker (Dery (P, M) = Hom, (I/T°, M)) = Exaleomm(A|R, M) , where Exalcomm(A[R, M)
denotes the set of isomorphism classes of R-algebra extensions of A by M , Let
O=+M=A"2A>20 be an R-algebra extension of A by M . Since P is a poly-

nomial algebra over R , we obtain a commutative diagram

o > I > P >1|& > 0
0 > M > A > A > 0

where I = M is uniquely determined by the extensions A' up to DerR(P, M)
We thus obtain a map

% : Exalcomm(A|[R, M) - Coker (Der (P, 1) = HomA(I,/Ie, M)) .

Conversely a P-linear map I = M yields an extension by push-out

[0} > T > P = A = D
o] > M > A > A > 0

-
Two P-linear maps I | M which differ by DerR(P, M) dis trivially seen +to yield
isomorphic extensions and therefore we obtain a map

G Coker{Der-R(P, M) -+ HornA(I/Ie, M)) - Exalcomm(A|R, M) .

t is straightforward to verify that &, ¥ are inverse process to each other,

3

Corollarx 3.13. (2} R-algebrz A is formally smooth over R if and only if

DI(A‘R, M) = 0 for every A-module X

(b) Let R be noetherian and A an R-algebra of finite type. Then A

200 oy =
is a2 relative complete-intersection over R 4if and only if D (AR, M) = 0 Zor

every A-module M

(e} Iet R be noetherian and A an R-algebra of finite type, Then for

any multiplicative subset S in A , we have a canonical isomorphisn

4 iy v s vl - "
p(s™lalr, s71¢) B s”Ip(AIR, M) for all 1 =0 .

oo
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(¢) Let R be noetherian and A =2 local R-zalzebra of essentially finite

type, We denote by A the m-adic completion of A where m = the maximal ideal of

A . Then for any A-module E of finite type we have a canonical isomorphism

D'(AjR, A § E) B A § p'(alr, E) .

Proof: (a) follows immediately from D (A|R, M) = Exalcomm(A|R, M) .

(b} Iet P be a polynomial algebra over R in a finite number of variab-
les and let O 2 I 2 P = A =0 be exact, Localizing if necessary, we may assume
that I is generated by a P-regul